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摘摘摘 要要要

多项式系统求解问题是数学中一个既古老又经典的问题, 并在科学与工程

计算中有着广泛的应用, 例如机器人技术, 编码理论, 最优化理论, 数学生物学,

计算机视觉, 博弈论, 统计学, 机器学习, 控制理论, 密码学等. 而孤立奇异根的

识别和处理, 则是代数和几何计算中具有挑战性的课题之一, 并在几何建模问题

中经常出现, 例如计算隐式曲线曲面的拓扑和参数曲面的交点等.

实际计算中, 我们经常需要将多项式系统的近似根精化到一个更高的精度,

但数值方法例如Newton法, 在孤立奇异根附近收敛速度很慢(有时甚至不收敛).

而验证多项式系统是否有孤立奇异根是一个病态问题, 因为多项式系数任意微

小的扰动都可能导致一个孤立奇异根变成一族正则根(有时甚至消失). 因此, 研

究多项式系统孤立奇异根的数值精化和可信验证问题, 具有重要的理论意义和

很高的应用价值.

本文首先讨论了多项式系统孤立奇异根代数结构的一种恰当表示—局部对

偶空间. 利用一些正则化和约化技巧, 我们提出了一种计算宽度为 1的特殊情形

下, 局部对偶空间一组既约基的新算法. 其对于带有近似系数的多项式系统, 或

近似奇异根同样适用. 而且数值实验表明, 无论从计算时间还是存储空间上, 算

法的效率都是较高的. 更为重要的是, 我们给出了宽度为 1的特殊情形下, 局部

对偶空间一组既约基(重结构)的参数化表示.

其次, 我们研究了多项式系统孤立奇异根的数值精化问题. 基于宽度为 1的

特殊情形下重结构的参数化表示, 我们提出了一种正则化的Newton法: 解一个

正则化的最小二乘问题作为初始近似根的预处理, 从而得到一个更好的近似根

和一个能够达到二次收敛的迭代方向; 通过计算近似局部对偶空间的一组既约

基和解一个线性方程组, 从而确定合适的迭代步长. 我们证明了算法在宽度为 1

的孤立奇异根附近是二次收敛的.

最后, 我们研究了多项式系统孤立奇异根的可信验证问题. 利用区间验证方

法和宽度为 1的特殊情形下重结构的参数化表示, 我们提出了一种计算近似奇

异根可信误差界的新算法, 其可以验证一个带有微小扰动的多项式系统, 在误差

界内有一个宽度为 1的孤立奇异根. 对于一般的孤立奇异根, 我们提出一种带光

滑参数的deflation技术, 并且基于这种技术, 我们将验证宽度为 1的孤立奇异根
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的算法推广到了一般情形. 数值实验表明, 算法对于带有近似系数的多项式系

统和复的孤立奇异根同样适用.

关键词： 多项式系统, 孤立奇异根, 局部对偶空间, 根的精化, 可信误差界



Abstract

Nowadays, polynomial models are ubiquitous and widely applied across the

engineering and sciences, such as in robotics, coding theory, optimization, math-

ematical biology, computer vision, game theory, statistics, machine learning, con-

trol theory, cryptography, and numerous others. A main challenge in algebra and

geometry computing is to identify and tackle singular points, which naturally oc-

cur when computing the topology of implicit curves or surfaces, the intersection

of parametric surfaces in geometric modeling.

A numerical approximation is usually computed to identify an isolated so-

lution of a polynomial system. In practice, we often need to improve the quality

of numerical approximations, but numerical methods such like Newton’s method

converge slowly at singular solutions (or not converge). On the other hand, it is

well known that to certify whether a polynomial system has an isolated singular

solution is an ill-posed problem, since arbitrary small perturbations of coefficients

may transform the singular solution into a cluster of simple roots (or even make

it disappear). Therefore, it is hardly possible to verify this problem, if not the

entire computation is performed without any rounding error (exact arithmetics).

In this thesis, we first introduce the local dual space for characterizing an

isolated singular solution of a polynomial system. By employing some regular-

ization and reduction techniques, we present a novel algorithm for computing a

reduced basis of such a space for the special case of breadth one. The algorithm

also works for inputs only with limited accuracy, and is efficient both in time and

memory use. Moreover, it leads to a parametric representation for a reduce basis

(multiplicity structure) of the local dual space.

Based on such a parametric representation and presolving a regularized least

squares problem, we propose a regularized Newton’s method for refining an ap-

proximate singular solution of a given polynomial system. By a careful analysis,

we prove the quadratic convergence of the algorithm if the numerical approxima-

tion is close to a breadth-one isolated singular solution.
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By introducing some well-chosen smoothing parameters to the given system,

we develop an improved deflation technique, which derives a square and regular

augmented system from an isolated singular solution in a finite number of defla-

tions. Based on this technique, we propose an algorithm for computing verified

error bounds such that a slightly perturbed polynomial system is guaranteed to

possess an isolated singular solution within the computed bounds.

Keywords: solving polynomial systems, isolated singular solutions, local dual

space, root refinement, verified error bounds
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第第第一一一章章章 引引引言言言

1.1 问问问题题题陈陈陈述述述和和和研研研究究究动动动机机机

多项式系统求解问题是数学中一个既古老又经典的问题, 并在科学与工程

计算中有着广泛的应用, 例如机器人技术, 编码理论, 最优化理论, 数学生物学,

计算机视觉, 博弈论, 统计学, 机器学习, 控制理论, 密码学等 [39]. 而孤立奇异

根的识别和处理, 则是代数和几何计算中一个具有挑战性的课题, 并在几何建模

问题中经常出现, 例如计算隐式曲线曲面的拓扑和参数曲面的交点等 [1].

对于给定的多项式系统

F (x) =


f1(x1, . . . , xn),

f2(x1, . . . , xn),
...

fn(x1, . . . , xn),

fi ∈ R[x1, . . . , xn] = R[x], i = 1, . . . , n, 求解F (x) = 0的符号数值方法主要有:

Gröbner基方法 [2], Ritt-Wu特征列方法 [31, 42], 实根隔离方法 [32, 45], 乘法矩

阵方法 [30, 38], 同伦连续方法 [41], 半正定规划方法 [16]等. 符号方法能够精确

求解, 但速度较慢, 适合求解中小规模的多项式系统; 数值方法速度较快, 适合

求解较大规模的多项式系统, 但只能得到有限精度的近似根.

实际问题中, 我们经常需要将已有的近似根精化到一个更高的精度. 当近似

根 x̃足够接近F的一个正则根 x̂时(∥x̃− x̂∥ = ϵ ≪ 1), Newton法

ỹ = −Fx(x̃)
−1F (x̃)

可以达到二次收敛 ∥x̃ + ỹ − x̂∥ = O(ϵ2) [12]. 然而当近似根 x̃位于F 的一个奇

异根 x̂附近时(rank(Fx(x̂)) < n), Newton法的收敛速度通常是线性的, 而且有

时甚至不收敛 [11]. 这就促使我们研究多项式系统孤立奇异根的数值精化问题.

近年来, 一些数学家致力于利用孤立奇异根的重结构 [20, 22, 23, 27, 38, 43], 来

精化多项式系统的近似奇异根 [7, 10, 17, 28, 29, 44]. 本文中, 我们首次给出了宽

度为 1的特殊情形下, 重结构的参数化表示(详情见第二章); 基于参数化的重结
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构, 我们提出了一种正则化的Newton法, 并且证明了它在宽度为 1的孤立奇异

根附近的二次收敛性(详情见第三章).

大多数基于浮点计算的求根算法, 只能对数值结果的近似程度提供误差“估

计”; 近年发展起来的区间验证方法, 能够计算近似根的误差“界”, 从而证明精确

根的存在性. 多项式系统正则根的区间验证主要基于如下定理 [15, 25, 33]:

定理 1.1. 假设 x̃ ∈ Rn是F = {f1, . . . , fn}的近似根, fi ∈ R[x]. 对于给定的区
间向量X ∈ IRn满足0 ∈ X和区间矩阵M ∈ IRn×n满足∇fi(x̃ +X) ⊆ Mi,:,如

果区间判定条件

−F−1
x (x̃)F (x̃) + (In − F−1

x (x̃)M)X ⊆ int(X)

成立, 则存在唯一的 x̂ ∈ x̃+X满足F (x̂) = 0.

而验证多项式系统是否有奇异根是一个病态问题, 因为多项式系数任意微

小的扰动都可能导致一个奇异根变成一族正则根. 因此, 利用带有舍入误差的浮

点计算, 来验证多项式系统的奇异根的存在性是不可能的 [35]. 针对这个难题,

通过对原多项式系统添加一些光滑参数, 我们提出了一种计算近似奇异根可信

误差界的新算法, 其可以验证一个带有微小扰动的多项式系统, 在狭窄的扰动误

差界内有一个孤立奇异根(详情见第四章).

1.2 论论论文文文结结结构构构和和和主主主要要要结结结果果果

第二章中, 我们回顾了一些交换代数和代数几何的基本知识, 介绍了多项式

系统孤立奇异根的定义和代数结构, 讨论了局部对偶空间的性质和两种计算重

结构的经典算法: 基于定义的Macaulay方法和基于封闭性的MMM方法. 利用

一些正则化和约化技巧, 我们提出了一种计算宽度为 1的特殊情形下, 局部对偶

空间一组既约基的新算法MSB1 , 从而将矩阵的最大规模降低为方程个数×变
元个数(与孤立奇异根的重数无关). 更为重要的是, 我们给出了宽度为 1的特殊

情形下, 局部对偶空间一组既约基的参数化表示. 算法MSB1对于解析系统同样

适用, 而算法AMSB1可以用于计算带有近似系数的多项式系统或近似奇异根,

在宽度为 1的特殊情形下, 近似局部对偶空间的一组既约基. 数值实验表明, 无

论从计算时间还是存储空间上, 算法的效率都是较高的.

第三章中, 我们介绍了一种经典的 deflation技术, 讨论了其关于孤立奇异根

的有限终止性, 并且证明了宽度为 1的特殊情形下的一个猜想: 一次 deflation会
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使多项式系统在孤立奇异根处局部对偶空间的深度严格降 1. 对于宽度为 1的孤

立奇异根附近近似根的数值精化问题, 我们提出了一种新算法MRRB1: 解一个

正则化的最小二乘问题作为初始近似根的预处理, 从而得到一个更好的近似根

和一个能够达到二次收敛的迭代方向; 通过计算近似局部对偶空间的一组既约

基和解一个线性方程组, 从而确定合适的迭代步长. 我们证明了算法MRRB1在

宽度为 1的孤立奇异根附近是二次收敛的, 而且数值实验表明, 算法对于带有近

似系数的多项式系统和超定系统(方程个数大于变元个数)同样有效.

第四章中, 我们介绍了一种经典的区间验证方法, 讨论了验证多项式系统孤

立奇异根的若干难点和解决思路. 利用第二章中给出的宽度为 1的特殊情形下,

局部对偶空间一组既约基的参数化表示, 我们提出了一种计算近似奇异根可信

误差界的新算法, 其可以验证一个带有微小扰动的多项式系统, 在误差界内有

一个宽度为 1的孤立奇异根. 对于一般的孤立奇异根, 我们提出一种带光滑参数

的deflation技术, 并且证明了它的有限终止性, 从而将验证宽度为 1的孤立奇异

根的算法推广到一般情形. 在Matlab中我们实现了算法VISS并且测试了大量

的例子, 数值实验表明, 算法对于带有近似系数的多项式系统和复的孤立奇异根

同样适用.

最后一章中, 我们总结了已有的工作成果并讨论了今后的努力方向.





第第第二二二章章章 孤孤孤立立立奇奇奇异异异根根根的的的代代代数数数结结结构构构

本章中, 我们回顾了一些交换代数和代数几何的基本知识, 介绍了多项式系

统孤立奇异根的定义和代数结构, 讨论了局部对偶空间的性质和重结构的计算,

并且提出了计算一种特殊情形下局部对偶空间一组既约基的新算法.

2.1 根根根的的的代代代数数数结结结构构构

K是一个特征为零的域, K是它的代数闭包, 比如实数域K = R, K = C. 如
果K = K, 则称K是代数闭的, 比如复数域K = K = C. 事实上, 本文只考虑这

两个域R和C. K上定义的n元多项式环记为K[x] := K[x1, . . . , xn].

定义 2.1 (孤立根). 如果 x̂ ∈ Kn
和多项式系统F = {f1, . . . , fm}, fi ∈ K[x]满足

∃ ϵ > 0 : {y ∈ Kn | ∥y − x̂∥ < ϵ} ∩ F−1(0) = {x̂},

则称 x̂是F (x) = 0的孤立根. ∥ · ∥是 2-范数, F−1(0) ⊂ Kn
是F (x) = 0的解集.

定义 2.2 (奇异根). 如果 x̂ ∈ Kn
和多项式系统F = {f1, . . . , fm}, fi ∈ K[x]满足

x̂ ∈ F−1(0), rank(Fx(x̂)) < n,

则称 x̂是F (x) = 0的奇异根. Fx是F关于变元x的 Jacobian矩阵.

例 2.1. 考虑如下例子F = {x2
1x2 − x1x

2
2, x1 − x2

2}. (0, 0)是F (x1, x2) = 0的孤立

奇异根, 而 (1, 1)只是孤立根. 因为F−1(0) = {(0, 0), (1, 1)}, 且

Fx =

(
2x1x2 − x2

2 x2
1 − 2x1x2

1 −2x2

)
,

Fx(0, 0) =

(
0 0

1 0

)
, Fx(1, 1) =

(
1 −1

1 −2

)
.

接下来, 我们简单地回顾一些交换代数和代数几何的基本知识, 进而讨论多

项式系统孤立奇异根的代数结构. 这些基本知识都可以在D. Cox, J. Little和D.

O’Shea关于交换代数和代数几何的经典教科书 [3, 4]中找到.
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2.1.1 理理理想想想和和和代代代数数数簇簇簇

定义 2.3 (多项式理想). K[x]中的一个子集 I被称为理想, 如果它满足:

1. 0 ∈ I.

2. 对任意的 f, g ∈ I, f + g ∈ I.

3. 对任意的 f ∈ I和h ∈ K[x], hf ∈ I.

对于给定的一组多项式 f1, . . . , fm ∈ K[x], 可以定义子集 I ∈ K[x]:

I = (f1, . . . , fm) :=

{
m∑
i=1

hifi | ∀h1, . . . , hm ∈ K[x]

}
.

显然, I是一个K[x]中的理想, 称之为由 f1, . . . , fm ∈ K[x]生成的理想.

定义 2.4 (仿射代数簇). 理想 I的(仿射)代数簇定义为

V (I) := {y ∈ Kn | f(y) = 0, ∀ f ∈ I}.

如果F 是一个由 f1, . . . , fm ∈ K[x]构成的多项式系统, I是由这些多项式生

成的理想, 那么F−1(0) = V (I). 因此, 可以通过理想的代数簇, 来研究多项式系

统的根. 另一方面, 对于给定的代数簇V ⊂ Kn
, 它的消逝理想定义为

I(V ) := {f ∈ K[x] | f(y) = 0, ∀y ∈ V } .

消逝理想 I(V )是所有以代数簇V 为解集的多项式构成的理想, 所以它通常

要比 I大. 为了建立起 I与 I(V (I))之间的联系, 需要定义根理想:

√
I :=

{
f ∈ K[x] | ∃ k ∈ Z+ : fk ∈ I

}
.

I与 I(V (I))的联系就是著名的Hilbert零点定理:

定理 2.1. K是一个代数闭域, I ⊆ K[x]是一个理想, 那么
√
I = I(V (I)).

例 2.2 (例 2.1的延续). 令理想 I = (x2
1x2−x1x

2
2, x1−x2

2),那么V (I) = F−1(0) =

{(0, 0), (1, 1)},
√
I = I(V (I)) = (x1 − x2

2, x1 − x2). 令G = {x1 − x2
2, x1 − x2}, 那

么V (
√
I) = G−1(0) = {(0, 0), (1, 1)}. 但这时 (0, 0)只是G(x1, x2) = 0的孤立根

而非奇异根. 所以, F和G的解集虽然相同, 但根的代数结构却不同.
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由上面的例子可以看出, 根理想只能描述多项式系统根的“位置”, 但并不能

保持根的“结构”. 为了刻画根的代数结构, 下面引入不可约代数簇, 素理想和准

素理想的概念.

定义 2.5 (不可约代数簇). 代数簇V ⊂ Kn
被称为是不可约的, 如果V = V1 ∪V2,

那么V1 = V 或V2 = V .

定义 2.6 (素理想). 称理想 I ⊂ K[x]为素理想, 如果 fg ∈ I, 那么 f ∈ I或 g ∈ I.

如果K是代数闭的,不可约代数簇与素理想之间存在着一一对应的关系.因

为V ⊂ Kn是不可约代数簇, 当且仅当 I(V ) ⊂ K[x]是素理想. 并且对任意的代

数簇V ⊂ Kn, 都存在一个有限不可约分解:

定理 2.2. V = V1 ∪ · · · ∪ Vk, Vi是不可约代数簇.

对应地, 对任意的根理想
√
I ⊂ K[x], 都存在一个有限素理想分解:

定理 2.3.
√
I = P1 ∩ · · · ∩ Pk, Pi是素理想.

例 2.3 (例 2.1的延续). I = (x2
1x2 − x1x

2
2, x1 − x2

2), V (I) = {(0, 0)} ∪ {(1, 1)}, 且
√
I = (x1, x2) ∩ (x1 − 1, x2 − 1).

对任意的理想 I ⊂ K[x], 是否也可以将其分解成有限多个简单理想的交集?

答案是肯定的.

定义 2.7 (准素理想). 理想 I ⊂ K[x]被称为是准素理想, 如果 fg ∈ I, 那么 f ∈ I

或 gk ∈ I.

定理 2.4. I = Q1 ∩ · · · ∩Qk, Qi是准素理想.

准素理想Q的根理想
√
Q是素理想. 因此, 代数簇V (Q) = V (

√
Q)是不可

约的, 且V (I) = V (Q1) ∪ · · · ∪ V (Qk)是V (I)的不可约分解. 更为重要的是, 理

想的准素分解保持根的代数结构不变.

例 2.4 (例 2.1的延续). I = (x2
1x2 − x1x

2
2, x1 − x2

2)存在准素分解:

I = (x4
2, x1 − x2

2) ∩ (x1 − 1, x2 − 1).

准素理想 (x4
2, x1 − x2

2)的根理想是 (x1, x2). 令G = {x4
2, x1 − x2

2}, 那么, (0, 0) 仍

然是G的孤立奇异根.

下一小节中, 我们进一步讨论多项式系统孤立奇异根的代数结构.
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2.1.2 重重重数数数和和和重重重结结结构构构

首先, 我们介绍单变元多项式根的重数的定义.

定义 2.8 (单变元多项式根的重数). 称 x̂ ∈ K是多项式 p(x) ∈ K[x]的µ重根, 如

果 x̂满足:

p(x̂) = p′(x̂) = · · · = p(µ−1)(x̂) = 0, 且 p(µ)(x̂) ̸= 0.

即存在多项式 q(x) ∈ K[x], 满足 q(x̂) ̸= 0, 使得 p(x) = (x− x̂)µq(x).

将上述定义翻译成理想与代数簇的语言:

理想: I = (p), p(x) = (x− x̂1)
µ1 · · · (x− x̂k)

µk ,

代数簇和根理想: V (I) = {x̂1, . . . , x̂k},
√
I =

(
k∏

i=1

(x− x̂i)

)
,

不可约分解: V (I) = {x̂1} ∪ · · · ∪ {x̂k},
√
I = (x− x̂k) ∩ · · · ∩ (x− x̂k) ,

准素分解: I = ((x− x̂k)
µ1) ∩ · · · ∩ ((x− x̂k)

µk) .

因此, 对于单变元多项式, 根的代数结构由根的重数决定.

定义 2.9 (多变元多项式根的重数). 假设 x̂ ∈ Kn是多项式系统F = {f1, . . . , fm}
的孤立根, fi ∈ K[x], Qx̂是 x̂在理想 I = (f1, . . . , fm)的准素分解中对应的准素

分支,满足
√
Qx̂ = (x1− x̂1, . . . , xn− x̂n),那么, x̂的重数µ定义为dim(K[x]/Qx̂).

对于多变元多项式, 根的重数不足以决定根的代数结构, 比如两个不同的准

素理想 (x3, y)和 (x2, xy, y2), 在公共根 (0, 0)处却有相同的重数µ = 3.

例 2.5 (例 2.1的延续). x̂ = (0, 0), Qx̂ = (x4
2, x1 − x2

2), µ = dim(R[x]/Qx̂) = 4.

事实上, 多项式系统F = {x2
1x2 − x1x

2
2, x1 − x2

2}和G = {x4
2, x1 − x2

2}都满足:

F (x̂) = 0, G(x̂) = 0,
∂F
∂x2

(x̂) = 0, ∂G
∂x2

(x̂) = 0,(
1
2
∂2F
∂x2

2
+ ∂F

∂x1

)
(x̂) = 0,

(
1
2
∂2G
∂x2

2
+ ∂G

∂x1

)
(x̂) = 0,(

1
6
∂3F
∂x2

3
+ ∂2F

∂x1∂x2

)
(x̂) = 0,

(
1
6
∂3G
∂x3

2
+ ∂2G

∂x1∂x2

)
(x̂) = 0.

显然, 这些微分条件是单变元多项式的导数在多变元情形下的推广, 且所有在 x̂

处满足这些微分条件的多项式构成的集合, 恰为Qx̂ [27, 定理 8].
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由上面的例子可以看出, 对于多变元多项式系统, 理想的准素分解所保持的

根的代数结构除了根的重数, 还包括一些在根处满足的微分条件. 它们就是下一

节中定义的局部对偶空间的一组基.

2.2 局局局部部部对对对偶偶偶空空空间间间

本节中, 我们介绍局部对偶空间的定义和性质, 并讨论计算它的一组基的两

种著名方法: Macaulay方法和MMM方法.

2.2.1 定定定义义义

对于给定的α ∈ Nn和 x̂ ∈ Kn, 微分泛函dα
x̂ : K[x] → K定义如下:

dα
x̂ (f) :=

1

α1! · · ·αn!
· ∂|α|f

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n

(x̂), ∀f ∈ K[x].

微分次数 deg(dα
x̂ ) := |α| = α1 + · · ·+ αn. 微分泛函的正规化形式有如下性质:

dα
x̂

(
n∏

i=1

(xi − x̂i)
βi

)
=

{
1, 如果α = β,

0, 如若不然.
(2.1)

当 x̂上下文明确时, 我们将dα
x̂ 简写为dα = dα1

1 · · · dαn
n , dαi

i = 1
αi!

∂αi

∂x
αi
i

. 记Dx̂ :=

SpanK{dα
x̂ ,α ∈ Nn}, 是所有上述微分泛函, 在K上生成的向量空间. 假设Λ =∑

cαd
α ∈ Dx̂, cα ∈ K, 那么, Λ的支撑定义为 supp(Λ) := {dα | cα ̸= 0}, 微分阶

数定义为 deg(Λ) := max{deg(dα) | dα ∈ supp(Λ)}.

定义 2.10 (局部对偶空间). 假设 x̂ ∈ Kn是F = {f1, . . . , fm}的根, fi ∈ K[x], 理

想 I = (f1, . . . , fm)在 x̂处的局部对偶空间定义为, 对 I中任意元素都消逝的Dx̂

中微分泛函构成的子空间:

Dx̂(I) := {Λ ∈ Dx̂ | Λ(f) = 0, ∀f ∈ I}.

局部对偶空间的维数等于根的重数,

dim(Dx̂(I)) = dim(K[x]/Qx̂).

现在我们可以解释, 为什么对应于 (0, 0)且重数为 3的准素分支有两种不同的形

式Q1 = (x3, y)和Q2 = (x2, xy, y2), 原因就是它们的局部对偶空间不同:

Dx̂(Q1) = SpanR{1, d1, d21}, Dx̂(Q2) = SpanR{1, d1, d2}.
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定义 2.11 (宽度和深度). Dx̂(I)的宽度κ和深度 ρ分别定义为:

κ := n− rank(Fx(x̂)), ρ := max{deg(Λ) | Λ ∈ Dx̂(I)}.

显然, x̂是F的孤立奇异根, 当且仅当κ > 0, 且 0 < ρ < ∞.

例 2.6 (例 2.1的延续). F = {x2
1x2 − x1x

2
2, x1 − x2

2}在 x̂ = (0, 0)处满足的微分条

件可以简写为:

d0(F ) = 0, d2(F ) = 0, (d22 + d1)(F ) = 0, (d32 + d1d2)(F ) = 0.

事实上, Dx̂(I) = SpanR{d0, d2, d
2
2 + d1, d

3
2 + d1d2}, 它的宽度为 1, 深度为 3. 且

Qx̂ = {f ∈ R[x] | Λ(f) = 0, ∀Λ ∈ Dx̂(I)} = (x4
2, x1 − x2

2).

因此, 对于多变元多项式系统, 孤立奇异根的代数结构由局部对偶空间决

定. 下面我们介绍局部对偶空间的一个重要性质—封闭性.

2.2.2 封封封闭闭闭性性性

定义一个反微分算子Φxi
: Dx̂ → Dx̂:

Φxi
(dα

x̂ ) :=

{
d
(α1,...,αi−1,...,αn)
x̂ , 如果αi > 0,

0, 如若不然.

记Dt
x̂(I),是Dx̂(I)中微分阶数小于或等于 t的微分泛函构成的子空间, t ∈ N. 事

实上, 宽度= dim(D1
x̂(I))− dim(D0

x̂(I)), 深度= min{t ∈ N | Dt
x̂(I) = Dt+1

x̂ (I)}.

命题 2.5. ∀Λ ∈ Dt
x̂(I), Φxi

(Λ) ∈ Dt−1
x̂ (I), i = 1, . . . , n.

证明. 显然, deg(Φxi
(Λ)) ≤ t− 1. 多变元微分的乘法法则是著名的Leibniz公式:

dα(fg) =
∑
β≤α

dβ(f)dα−β(g),

β ≤ α意味着βi ≤ αi, i = 1, . . . , n. 对∀f ∈ I, (xi − x̂i)f ∈ I, 因此

0 = Λ((xi−x̂i)f) = d0(xi−x̂i)·Λ(f)+1·Φxi
(Λ)(f)+Λ(xi−x̂i)·d0(f) = Φxi

(Λ)(f).

得到Φxi
(Λ)(f) = 0对∀f ∈ I都成立. 所以Φxi

(Λ) ∈ Dt−1
x̂ (I).
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定义 2.12 (封闭性). 称集合Λ = {Λ1, . . . ,Λk}是封闭的, Λi ∈ Dx̂, 如果满足

对任意给定 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ k, ∃ c1i,j, . . . , cki,j ∈ K : Φxi
(Λj) =

k∑
l=1

cli,jΛl.

假设Λ = {Λ1, . . . ,Λµ}是封闭的, 且在K上线性无关, 如果满足Λl(fj) = 0,

那么Λ是Dx̂(I)的一组基, I = (f1, . . . , fm), 1 ≤ l ≤ µ, 1 ≤ j ≤ m.

根据封闭性, 得到Λl((xi − x̂i)fj) = Φxi
(Λl)(fj) = 0, 因此, 可以归纳地证明

出Λl(f) = 0, 对∀f ∈ I都成立. 再由Λ在K上线性无关, 和dim(Dx̂(I)) = µ, 推

出Λ是Dx̂(I)的一组基.

例 2.7 (例 2.1的延续). 验证Λ = {d0, d2, d
2
2 + d1, d

3
2 + d1d2}是封闭的:{

Φx1(d2) = 0

Φx2(d2) = d0
,

{
Φx1(d

2
2 + d1) = d0

Φx2(d
2
2 + d1) = d2

,

{
Φx1(d

3
2 + d1d2) = d2

Φx2(d
3
2 + d1d2) = d22 + d1

.

且d0(F ) = 0, d2(F ) = 0, (d22+d1)(F ) = 0, (d32+d1d2)(F ) = 0. 所以, Λ是Dx̂(I)

的一组基.

由上面的例子可以看出, 除了定义, 还可以利用封闭性来计算局部对偶空间

的一组基, 即根的重结构.

2.2.3 重重重结结结构构构的的的计计计算算算

Macaulay方法 1916年, 基于矩阵零空间的计算, F.S. Macaulay提出了一种

计算局部对偶空间一组基的算法 [20]. 它的基本思想如下:

假设 x̂ ∈ Kn是多项式系统F = {f1, . . . , fm}的根, fi ∈ K[x]. 如果Λ ∈ Dx̂,

deg(Λ) = t, 对∀α ∈ Nn, |α| < t, 都满足

Λ ((x− x̂)αfj) = 0, j = 1, . . . ,m,

则Λ ∈ Dt
x̂(I). 因此可以逐阶得到Dt

x̂(I)的一组基.若 dim(Dt
x̂(I)) = dim(Dt+1

x̂ (I)),

对某个 t ∈ N成立, 则Dx̂(I) = Dt
x̂(I). 从这里开始, 将d0简写为 1.

例 2.8 (例 2.1的延续). F = {x2
1x2 − x1x

2
2, x1 − x2

2}, x̂ = (0, 0). 对 t = 1, 构造如
下矩阵

1 d1 d2

f1

f2

[
0

0

0

1

0

0

]
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矩阵元素为dα
(
(x− x̂)βfj

)
. 例如, 第二行与第二列的交叉元素, d1(f2) = 1. 通

过计算矩阵的零空间, 得到D1
x̂(I) = SpanR{1, d2}. 对 t = 2, 将矩阵扩展为

1 d1 d2 d2
1 d1d2 d2

2

f1

f2

x1f1

x1f2

x2f1

x2f2



0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

1

0

−1

0

0

0

0


得到D2

x̂(I) = SpanR{1, d2, d22 + d1}. 对 t = 3, 将矩阵继续扩展为

1 d1 d2 d2
1 d1d2 d2

2 d3
1 d2

1d2 d1d
2
2 d3

2

f1

f2

x1f1

x1f2

x2f1

x2f2

x2
1f1

x2
1f2

x1x2f1

x1x2f2

x2
2f1

x2
2f2



0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

−1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

−1

0

0

−1

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

−1

0

0

0

0

0

0


得到D3

x̂(I) = SpanR{1, d2, d22 + d1, d
3
2 + d1d2}. 最后发现, 下一阶扩展矩阵的零

空间维数仍然为 4. 所以Dx̂(I) = SpanR{1, d2, d22 + d1, d
3
2 + d1d2}.

Macaulay方法中, 矩阵的最大规模为m
(
ρ+n
n

)
×
(
ρ+n+1

n

)
.

MMM方法 90年代, M. Marinari, T. Mora和H. Möller利用局部对偶空间的

封闭性提出了一种新算法 [22, 23]. 随后, B. Mourrain又对算法进行了改进 [27].

假设 {Λ1, . . . ,Λk}是Dt
x̂(I)的一组基. 由Dx̂(I)的封闭性, ∀Λ ∈ Dt+1

x̂ (I)满足
Φx1(Λ) = c1,1Λ1 + · · ·+ c1,kΛk,

...

Φxn(Λ) = cn,1Λ1 + · · ·+ cn,kΛk.

(2.2)

如果这些待定系数确定, 那么就可以得到Dt+1
x̂ (I)的一组基. 我们定义一个微分

算子Ψxi
: Dx̂ → Dx̂

Ψxi
(dα

x̂ ) :=

{
d
(α1,...,αi+1,...,αn)
x̂ , 如果α1 = · · · = αi−1 = 0,

0, 如若不然.
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值得注意的是, Φxi
Ψxi

(dα
x̂ ) = dα

x̂ , 但

Ψxi
Φxi

(dα
x̂ ) :=

{
dα
x̂ , 如果α1 = · · · = αi−1 = 0,

0, 如若不然.

定理 2.6. [27] 假设 x̂ ∈ Kn是多项式系统F = {f1, . . . , fm}的根, fi ∈ K[x], 集

合 {Λ1, . . . ,Λk}是Dt
x̂(I)的一组基, 那么Dt+1

x̂ (I)中不含常数项的元素(不含 1)有

如下形式

Λ =
k∑

j=1

c1,jΨx1(Λj) +
k∑

j=1

c2,jΨx2(Λj) + · · ·+
k∑

j=1

cn,jΨxn(Λj), (2.3)

而且满足

(i)
∑k

j=1 ci,jΦxl
(Λj)−

∑k
j=1 cl,jΦxi

(Λj) = 0, 1 ≤ i < l ≤ n,

(ii) Λ(F ) = 0.

证明. 令Λ =
∑

0<|α|≤t+1 cαd
α ∈ Dt+1

x̂ (I), 定义Λ关于 d1, . . . , dl的截断

Λ ∩K[d1, . . . , dl] :=
∑

0<|α|≤t+1

cαd
α, dα ∈ K[d1, . . . , dl].

由(2.2)得到

Λ ∩K[d1] = d1

k∑
j=1

c1,jΛj =
k∑

j=1

c1,jΨx1(Λj), Λ ∩K[d2] = d2

k∑
j=1

c2,jΛj,

它们的相对补集

Λ ∩K[d2]− Λ ∩K[d1] =
k∑

j=1

c2,jΨx2(Λj).

所以Λ ∩K[d1, d2] = (Λ ∩K[d1]) ∪ (Λ ∩K[d2]), 满足

Λ ∩K[d1, d2] = Λ ∩K[d1] +
k∑

j=1

c2,jΨx2(Λj) =
k∑

j=1

c1,jΨx1(Λj) +
k∑

j=1

c2,jΨx2(Λj).

对于Λ∩K[d1, . . . , dl]也采用类似分析,最后得到Λ = Λ∩K[d1, . . . , dn]满足(2.3).

至于条件(i,ii), 它们由封闭性和Dt+1
x̂ (I)的定义自然满足.
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根据定理 2.6, 当满足条件(i,ii)的线性方程组系数矩阵的零空间维数不变时,

即Dt
x̂(I) = Dt+1

x̂ (I), 那么Dx̂(I) = Dt
x̂(I). 因此, 可以从D0

x̂(I) = SpanK{1}出发,

通过定理 2.6逐阶得到Dt
x̂(I)的一组基, 直至Dt

x̂(I) = Dt+1
x̂ (I).

例 2.9 (例 2.1的延续). F = {x2
1x2−x1x

2
2, x1−x2

2}, x̂ = (0, 0). 对 t = 1,由(2.3)构
造Λ = c1d1 + c2d2. 待定系数 c1, c2可以通过计算矩阵

d1 d2[
0

1

0

0

]

的零空间来确定, D1
x̂(I) = SpanR{1, d2}. 对 t = 2, Λ = c1d1+c2d2+c3d1d2+c4d

2
2.

通过计算矩阵
d1 d2 d1d2 d2

2
0

1

0

0

0

0

0

0

1

0

−1

0


的零空间, 可以得到D2

x̂(I) = SpanR{1, d2, d22 + d1}. 对 t = 3, Λ = c1d1 + c2d2 +
c3d1d2 + c4d

2
2 + c5(d

2
1 + d1d

2
2) + c6d

3
2. 通过计算矩阵

d1 d2 d1d2 d2
2 d2

1 + d1d
2
2 d3

2
0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

−1

0

0

−1

0

0

1

0

0

−1

0



的零空间, 得到D3
x̂(I) = SpanR{1, d2, d22 + d1, d

3
2 + d1d2}. 最后发现, 下一阶矩阵

的零空间维数仍然为 4. 所以Dx̂(I) = SpanR{1, d2, d22 + d1, d
3
2 + d1d2}.

MMM方法中, 矩阵的最大规模为 (1
2
µ(n− 1)n+m)× µn.

由上面的例子可以看出, 利用局部对偶空间的封闭性, 我们可以将一些项

绑定在一起(比如 d21 + d1d
2
2), 同时降低了线性方程的个数(矩阵的行). 下一节中,

利用宽度为 1的情形下局部对偶空间的特殊性质, 我们给出一种计算重结构的

新算法, 从而将矩阵的最大规模降低为m × n. 并且我们给出这种情形下, 重结

构的一种参数化表示.

2.3 宽宽宽度度度为为为 1的的的特特特殊殊殊情情情形形形

宽度为 1, 是多项式系统的孤立奇异根中比较特殊的一类情形. 因为在所有

的孤立奇异根中, Jacobian矩阵的列秩亏 1 (宽度为 1)是最为普遍的; 同时这种

情形下, 局部对偶空间具有一些类似于单变元多项式的特殊性质.
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引理 2.7. 假设 x̂ ∈ Kn是多项式系统F = {f1, . . . , fm}的根, fi ∈ K[x], 而且满

足 rank(Fx(x̂)) = n− 1. 那么

dim(Dt+1
x̂ (I)) = dim(Dt

x̂(I)) + 1, t = 0, 1, . . . , ρ− 1,

即µ = ρ+ 1.

这个引理的证明可以通过 [37, 定理 2.2]和[7, 引理 1]直接得到. 因此, 对于

宽度为 1的特殊情形, 当我们逐阶计算Dt
x̂(I)的一组基时, 每一阶新增的微分

泛函至多只有一个, 即存在Dx̂(I)的一组基 {1,Λ1, . . . ,Λµ−1}, 满足 deg(Λi) = i,

i = 1, . . . , µ− 1.

下面利用一些正则化和约化技巧, 我们提出了一种计算宽度为 1的特殊情

形下, 局部对偶空间一组既约基的新算法.

2.3.1 假假假设设设Λ1 = d1

令 x̂ ∈ Kn是F = {f1, . . . , fm}的根, fi ∈ K[x], 满足n − rank(Fx(x̂)) = 1.

假设Fx(x̂)的某一列为零, 不妨设为第一列, 那么D1
x̂(I) = SpanK{1, d1}.

引理 2.8. 假设Dx̂(I) = SpanK{1, d1,Λ2, . . . ,Λµ−1}, deg(Λi) = i, i = 0, . . . , µ−1.

那么Λi有如下形式

Λi = cid
i
1 +

∑
|α|<i

cαdα, ci ̸= 0.

证明. 采用归纳法证明. 显然对于 i = 0, 1, 引理成立. 假设Λk有如上形式, 下面

证明Λk+1也满足. 由 deg(Λk+1) = k + 1, Φxi
(Λk+1) ∈ Dk

x̂(I), 推出

Λk =
n∑

j=1

cjk+1d
k
1dj +

∑
|α|<k+1

cαdα, 且∃ l ∈ {1, . . . , n}, 使得 clk+1 ̸= 0.

如果 l ̸= 1, Φk
x1
(Λk+1) /∈ SpanK{1, d1}, 与封闭性矛盾. 因此, l = 1, 引理成立. 这

里Φk
xi
(dα) = Φxi

◦ · · · ◦︸ ︷︷ ︸
k−1

Φxi
(dα).

将 di1定义为Λi的首项, 记为 lt(Λi) = di1; 将所有的首项系数 ci都约化为 1,

记为 lc(Λi) = 1; 对 {1, d1,Λ2, . . . ,Λµ−1}进行约化, 使之满足

lt(Λi) /∈ supp(Λj), i, j = 0, 1, . . . , µ− 1, i ̸= j. (2.4)

显然, 这样的一组既约基是存在且唯一的, 而且满足下面的引理.
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引理 2.9. 假设Λi = di1 +
∑

1<|α|<i cαdα + ai,2d2 + · · ·+ ai,ndn, i = 2, . . . , k. 那么

Φx1(Λk+1) = Λk, Φxl
(Λk+1) =

k−1∑
j=0

ak+1−j,lΛj.

证明. 由Φxi
(Λk+1) ∈ Dk

x̂(I), 推出
Φx1(Λk+1) = c1,0Λ0 + c1,1Λ1 + · · ·+ c1,kΛk,

Φx2(Λk+1) = c2,0Λ0 + c2,1Λ1 + · · ·+ c2,kΛk,
...

Φxn(Λk+1) = cn,0Λ0 + cn,1Λ1 + · · ·+ cn,kΛk.

(2.5)

根据 lc(Λi) = 1, 引理 2.8和(2.4), 得到

c1,k = 1, cl,k = 0 (l = 2, . . . , n), c1,j = 0 (j = 0, . . . , k − 1).

将这些系数代入(2.5), 等价于

Φx1(Λk+1) = Λk, Φxl
(Λk+1) =

k−1∑
j=0

cl,jΛj.

下面证明 cl,j = ak+1−j,l. 利用Φj
x1
(Λk+1) ∈ Dk+1−j

x̂ (I)和(2.4), 推出

Φj
x1
(Λk+1) = Λk+1−j, Φxl

(
Φj

x1
(Λk+1)

)
=

∑
0<|α|<k−j

cαdα + ak+1−j,lΛ0.

另一方面, 由(2.5)得到

Φj
x1
(Φxl

(Λk+1)) = Φj
x1
(· · ·+ cl,jΛj + · · · ) =

∑
0<|α|<k−j

cαdα + cl,jΛ0.

所以 cl,j = ak+1−j,l.

这个引理表明, 除了 ak+1,l, (2.5)中所有其它的待定系数都是已确定的, 它们

等于Dk
x̂(I)的一组已知既约基 {1, d1,Λ2, . . . ,Λk}中一阶项对应的系数. 因此, 计

算Dk+1
x̂ (I)的一组既约基, 所需要的未知参数只是 ak+1,l, l = 2, . . . , n. 它们可以

通过解线性方程组Λk+1(F ) = 0唯一确定. 如果方程组无解, 则Dx̂(I) = Dk
x̂(I).

利用下面的定理, 我们可以逐阶得到宽度为 1的特殊情形下, 局部对偶空间

满足(2.4)的一组既约基.
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定理 2.10. 假设 {1, d1,Λ2, . . . ,Λk}是Dk
x̂(I)的一组既约基, 满足

Λi = di1 +
∑

1<|α|<i

cαdα + ai,2d2 + · · ·+ ai,ndn, i = 2, . . . , k.

那么, {1, d1,Λ2, . . . ,Λk,Λk+1}是Dk+1
x̂ (I)的一组既约基, 其中Λk+1有如下形式

Λk+1 = Ψx1(Λk) +
k−1∑
j=0

ak+1−j,2Ψx2(Λj) + · · ·+
k−1∑
j=0

ak+1−j,nΨxn(Λj). (2.6)

而且满足Λk+1(F ) = 0.

证明. 定理可以由引理 2.9和定理 2.6直接得到.

例 2.10 (例 2.1的延续). F = {x2
1x2 − x1x

2
2, x1 − x2

2}, x̂ = (0, 0). 计算 Jacobian

矩阵

Fx(x̂) =

(
0 0

1 0

)
,

得到D1
x̂(I) = SpanR{1, d2}. 对 t = 2, 由(2.6)构造Λ2 = d22 + a2,1d1. 通过计算矩

阵
d1 d2

2[
0

1

0

−1

]

的零空间,得到D2
x̂(I) = SpanR{1, d2, d22+d1}. 对 t = 3,构造Λ3 = d2(d

2
2+d1)+

a3,1d1. 通过计算矩阵
d1 d3

2 + d1d2[
0

1

0

0

]

的零空间,可以得到D3
x̂(I) = SpanR{1, d2, d22+d1, d

3
2+d1d2}. 对 t = 4,由(2.6)构

造Λ4 = d2(d
3
2 + d1d2) + d21 + a4,1d1. 矩阵

d1 d4
2 + d1d

2
2 + d2

1[
0

1

−1

0

]

是满秩的, 所以Dx̂(I) = SpanR{1, d2, d22 + d1, d
3
2 + d1d2}.

由上面的例子可以看出, 为了得到Dk+1
x̂ (I)中新增的微分泛函Λk+1, 只需要

计算一个m × n阶矩阵的零空间. 但Fx(x̂)某一列为零的假设一般情况下并不

成立. 当然, 可以通过对原系统F 和它的根 x̂进行线性变换, 从而使得到的新系

统G和它的根 ŷ满足Gy(ŷ)某一列为零. 但从下面的例子我们会看到, 这样做

往往会破坏原系统F 的稀疏性, 而且这样得到的Dx̂(I)的一组基往往会丧失既

约性(2.4).
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例 2.11. 考虑如下例子

F =

{
x2
1 + x2 − 3, x1 +

1

8
x2
2 −

3

2

}
.

x̂ = (1, 2)是F (x1, x2) = 0的孤立奇异根. 计算 Jacobian矩阵

Fx(x̂) =

(
2 1

1 1
2

)
,

它的任意一列都不为零. 因此, 对变元进行线性变换

x1 = −1

2
y1 + 2y2, x2 = y1 + y2,

从而得到新系统

G =

{
1

4
y21 − 2y1y2 + 4y22 + y1 + y2 − 3,

1

8
y21 +

1

4
y1y2 +

1

8
y22 −

1

2
y1 + 2y2 −

3

2

}
,

和它的根 ŷ =
(
6
5
, 4
5

)
. 此时, 新系统的 Jacobian矩阵

Gy(ŷ) =

(
0 5

0 5
2

)
的第一列为零, 但G也变得十分稠密. 通过定理 2.10, 得到一组既约基

Dŷ(J) = SpanR

{
1, d1, d

2
1 −

1

20
d2

}
, J = (g1, g2).

最后通过线性变换得到

Dx̂(I) = SpanR

{
1,−1

2
d1 + d2,

1

4
d21 −

1

2
d1d2 + d22 −

1

10
d1 −

1

20
d2

}
, I = (f1, f2).

但这组基不再满足既约性(2.4).

为了避免线性变换, 我们对定理 2.10直接进行推广.

2.3.2 一一一组组组既既既约约约基基基

令 x̂ ∈ Kn是F = {f1, . . . , fm}的根, fi ∈ K[x], 满足n − rank(Fx(x̂)) = 1.

那么, 必然存在Fx(x̂)的某一列能够被其他列线性表示, 不妨设为第一列. 因此,

D1
x̂(I) = SpanK{1, d1 + a1,2d2 + · · ·+ a1,ndn}.

下面我们在K[d1, . . . , dn]中引入项序 d1 > · · · > dn, 并对引理 2.8, 2.9和定

理 2.10进行推广.
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引理 2.11. 假设Dx̂(I) = SpanK{1, d1 + a1,2d2 + · · · + a1,ndn,Λ2, . . . ,Λµ−1}, 满
足 deg(Λi) = i, i = 0, . . . , µ− 1. 那么Λi有如下形式

Λi = cid
i
1 +

∑
dα<di1

cαdα, ci ̸= 0.

证明. 同样采用归纳法证明. 显然对于 i = 0, 1, 引理成立. 假设Λk有如上形式,

下面证明Λk+1也满足. 由 deg(Λk+1) = k + 1, Φxi
(Λk+1) ∈ Dk

x̂(I), 推出

∃ l ∈ {1, . . . , n}, 使得Λk = ck+1d
k
1dl +

∑
dα<dk1dl

cαdα, ck+1 ̸= 0.

如果 l = 1, 引理成立. 如果 l ̸= 1, Φk
x1
(Λk+1) /∈ D1

x̂(I), 与封闭性矛盾.

所以, 将 di1定义为Λi的首项, 记为 lt(Λi) = di1; 将所有的首项系数 ci都约化

为 1, 记为 lc(Λi) = 1; 对 {1, d1 + a1,2d2 + · · ·+ a1,ndn,Λ2, . . . ,Λµ−1}进行约化, 使

之满足(2.4). 显然, 这样的一组既约基也是存在且唯一的, 而且满足下面的引理.

引理 2.12. 假设Λi = di1 +
∑

d1<dα<di1
cαdα + ai,2d2 + · · · + ai,ndn, i = 1, . . . , k.

那么

Φx1(Λk+1) = Λk, Φxl
(Λk+1) =

k∑
j=0

ak+1−j,lΛj.

证明. 由Φxi
(Λk+1) ∈ Dk

x̂(I)可知, (2.5)依然成立, 而且证明也是类似的, 只不过

cl,k = a1,l, l = 2, . . . , n.

所以, 求和运算的上界由 k − 1变为 k.

定理 2.13. 假设 {1,Λ1,Λ2, . . . ,Λk}是Dk
x̂(I)的一组既约基, 满足

Λi = di1 +
∑

d1<dα<di1

cαdα + ai,2d2 + · · ·+ ai,ndn, i = 1, . . . , k.

那么, {1,Λ1,Λ2, . . . ,Λk,Λk+1}是Dk+1
x̂ (I)的一组既约基, 其中Λk+1有如下形式

Λk+1 = Ψx1(Λk) +
k∑

j=0

ak+1−j,2Ψx2(Λj) + · · ·+
k∑

j=0

ak+1−j,nΨxn(Λj). (2.7)

而且满足Λk+1(F ) = 0.



20 多项式系统孤立奇异根的数值精化和可信验证

证明. 定理可以由引理 2.12和定理 2.6直接得到.

例 2.12 (例 2.11的延续). F = {x2
1 + x2 − 3, x1 +

1
8
x2
2 − 3

2
}, x̂ = (1, 2). 通过计

算 Jacobian矩阵的零空间, 得到D1
x̂(I) = SpanR{1, d1 − 2d2}. 由(2.7)构造

Λ2 = d1(d1 − 2d2) + (−2)d2(−2d2) + a2,2d2.

通过计算矩阵
d2 d2

1 − 2d1d2 + 4d2
2[

1
1
2

1
1
2

]

的零空间, 得到D2
x̂(I) = SpanR{1, d1 − 2d2, d

2
1 − 2d1d2 + 4d22 − d2}. 由(2.7)构造

Λ3 = d1(d
2
1 − 2d1d2 + 4d22) + (−2)d2(4d

2
2) + (−1)d2(d1 − 2d2) + a3,2d2.

最后发现, 矩阵

d2 d3
1 − 2d2

1d2 + 4d1d
2
2 − 8d2

2 − d1d2 + 2d2
2[

1
1
2

0
1
4

]

是满秩的, 所以Dx̂(I) = SpanR{1, d1 − 2d2, d
2
1 − 2d1d2 + 4d22 − d2}.

定理 2.13更重要的意义在于, 我们给出了宽度为 1的特殊情形下, 局部对偶

空间一组既约基的参数化表示. 对于给定的一个多项式系统F = {f1, . . . , fm},
fi ∈ K[x], 它的一个根 x̂ ∈ Kn, 满足n − rank(Fx(x̂)) = 1, 和K[d1, . . . , dn]的某

个项序>, 我们可以得到Dx̂(I)的一组既约基Λ = {1,Λ1, . . . ,Λµ−1}. 而且, 这样

一组既约基由 (µ− 1)(n− 1)个参数 ai,j和(2.7)唯一确定.

2.3.3 算算算法法法及及及实实实现现现

根据定理 2.13, 我们下面给出计算宽度为 1的特殊情形下, 局部对偶空间的

一组既约基的算法. 首先讨论一些算法的细节.

调整变元次序 对于给定的一个多项式系统F = {f1, . . . , fm}, fi ∈ K[x]和它的

一个根 x̂ ∈ Kn, 满足n− rank(Fx(x̂)) = 1. 我们需要调整变元次序, 使

D1
x̂(I) = SpanK{1, d1 + a1,2d2 + · · ·+ a1,ndn}
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成立. 计算 Jacobian矩阵Fx(x̂)的一个非零零向量 (v1, . . . , vn)
T , ∃ t ∈ N, 满足

|vt| ≥ |vi|, i = 1, . . . , n.

交换F和 x̂中变元次序x1 ↔ xt. 另外,

a1,2 =
v2
vt
, . . . , a1,t =

v1
vt
, . . . , a1,n =

vn
vt
.

记a1 := (1, a1,2, . . . , a1,n)
T .

矩阵的LU 分解 根据定理 2.13, 得到Dx̂(I)的一组既约基 {1,Λ1, . . . ,Λµ−1}有
如下形式

Λi = ∆i + ai,2d2 + · · ·+ ai,ndn, ∆i =
∑

1<|α|≤i

cαdα.

当计算每一阶新增的微分泛函时, 需要解线性方程组
d2(f1) · · · dn(f1)

...
...

d2(fm) · · · dn(fm)




ai,2
...

ai,n

 = −


∆i(f1)

...

∆i(fm)

 .

记等式左边的系数矩阵为M , ai := (0, ai,2, . . . , ai,n)
T , i = 2, . . . , µ− 1. 那么每次

解线性方程组时, 更新的只有等式右边的向量, 而系数矩阵M保持不变. 因此,

计算M的LU分解, M = P · L · U , 使得当计算每一阶新增的微分泛函时, 只需

解两个三角化的线性方程组.

微分泛函的赋值 在实验中我们有时会遇到微分泛函∆i的形式十分稠密, 从而

导致∆i(fj)的赋值非常耗时.

例 2.13. 考虑如下例子F = {f1, . . . , fs}

fi = x3
i + x2

i − xi+1, 如果 i < s,

fs = x2
s,

x̂ = (0, . . . , 0)是F (x) = 0重数为 2s的孤立奇异根.
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对于 s = 6, 大约需要 17MB的存储和 2个小时的时间, 得到Dx̂(I)的一组

既约基; 对于 s = 7, 在 3天内无法得到结果; 对于 s = 9, 估计的存储空间已经大

于 1GB. 为此, 我们递归地构造了两组多项式系统

Fi := Gi + Fx · ai, Gi :=
i−1∑
j=1

j

i
· Fi−j,x · aj,

F1 = Fx · a1, 满足

Fi(x̂) = Λi(F ), Gi(x̂) = ∆i(F ). (2.8)

因此, 我们用这两组多项式系统在 x̂处的计值来取代∆i(fj)的赋值, 从而达到降

低计算时间和减少存储空间的目的. (2.8)的证明请见附录中命题 5.2.

算法 下面我们就给出计算宽度为 1的特殊情形下, 局部对偶空间的一组既约

基的算法MSB1 (Multiplicity Structure for Breadth One).

算算算法法法：：：MSB1

输入：I 一个多项式系统F = {f1, . . . , fm}, fi ∈ K[x]和它的一个根 x̂ ∈ Kn.

输出：I Dx̂(I)的一组既约基.

第 1步 计算 Jacobian矩阵Fx(x̂)的零空间V = null(Fx(x̂)).

- 如果 dim(V ) = 1, 调整变元次序, 计算M的LU分解和G2(x̂). 令 i := 2.

- 否则, 退出.

第 2步 解两个三角化的线性方程组

- 如果有解ai, 则令 i := i+ 1, 计算Gi(x̂), 重复第 2步.

- 否则, 令µ := i, 继续.

第 3步 利用ai和(2.7)构造Λ = {1,Λ1, . . . ,Λµ−1}. 返回Λ.

另外, 如果给定的多项式系统系数是近似的或给定的根是近似的, 我们用矩

阵的奇异值分解来代替算法MSB1中 Jacobian矩阵零空间的计算和线性方程组

的求解, 从而给出计算宽度为 1的特殊情形下, 近似局部对偶空间的一组既约基

的算法AMSB1 (Approximate Multiplicity Structure for Breadth One).
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算算算法法法：：：AMSB1

输入：I 多项式系统F = {f1, . . . , fn}, fi ∈ K[x], 近似根 x̃ ∈ Kn和容忍度 τ .

输出：I 近似局部对偶空间的一组既约基.

第 1步 计算 Jacobian矩阵Fx(x̃)的奇异值分解Fx(x̃) = U · Σ · V ⋆.

- 如果σn < τ ≪ σn−1, 调整变元次序,

a1 :=

(
1,

v2
vt
, . . . ,

v1
vt
, . . . ,

vn
vt

)T

,

令 i := 2, 计算G2(x̃).

- 否则, 退出.

第 2步 计算矩阵 (Gi(x̃),M)的奇异值分解 (Gi(x̃),M) = U · Σ · V ⋆.

- 如果σn < τ ,

ai :=

(
1,

v2
v1
, . . . ,

vn
v1

)T

,

令 i := i+ 1, 计算Gi(x̃), 重复第 2步.

- 否则, 令µ := i, 继续.

第 3步 利用ai和(2.7)构造Λ = {1,Λ1, . . . ,Λµ−1}. 返回Λ.

注 1. 在矩阵的奇异值分解U ·Σ · V ⋆中, Σ = diag{σ1, . . . , σn}, σn是矩阵的最小

奇异值, (v1, . . . , vn)
T 是V 的最后一列, 即对应于σn的右奇异向量.

在Maple中我们实现了算法MSB1和算法AMSB1, 程序代码和一些实验结

果可以在 http://www.mmrc.iss.ac.cn/~lzhi/Research/hybrid/breadthone/

找到.

实验结果 从下面的例子可以看到, 算法MSB1对于解析系统同样适用.

例 2.14. [6, 例 6] 考虑如下例子

F = {x2 sin(y), y − z2, z + sin(xn)}.

x̂ = (0, 0, 0)是F (x, y, z) = 0重数为 2(n+ 1)的孤立奇异根.

http://www.mmrc.iss.ac.cn/~lzhi/Research/hybrid/breadthone/
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表 2.1: 例子 2.14的实验结果

n 5 50 100 200 300 400 500

根的重数 12 102 202 402 602 802 1002

时间(秒) 0.056 0.608 2.077 9.596 35.415 105.060 232.490

表 2.2: 例子 2.13的实验结果

变量个数 6 7 8 9 10

根的重数 64 128 256 512 1024

时间(秒) 0.593 1.377 3.445 10.913 44.659

表 2.2展示了, 利用算法MSB1计算出例 2.13中所有参数ai需要的时间.

例 2.15. [7] 考虑如下例子

F =
{
14x+ 33 y − 3

√
5
(
x2 + 4 xy + 4 y2 + 2

)
+
√
7 + x3 + 6 x2y

+12xy2 + 8 y3, 41 x− 18 y −
√
5 + 8x3 − 12 x2y + 6 xy2 − y3

+3
√
7
(
4xy − 4x2 − y2 − 2

)}
.

x̂ = (2
√
7

5
+

√
5
5
,−

√
7
5
+ 2

√
5

5
)是F (x, y) = 0的 5重根.

首先需要指出的是, 不同于那些基于Gröbner基的算法, 尽管多项式系统系

数中含有无理数
√
5和

√
7, 算法MSB1依然可以得到Dx̂(I)的一组既约基.{

1, d1 +
1

3
d2, d

2
1 +

1

3
d1d2 +

1

9
d22, d

3
1 +

1

3
d21d2 +

1

9
d1d

2
2 +

1

27
d32 −

125

81
d2,

d41 +
1

3
d31d2 +

1

9
d21d

2
2 +

1

27
d1d

3
2 +

1

81
d42 −

125

81
d1d2 −

125

81
d22.

}
下面我们将F 中的所有多项式系数和 x̂都截断到小数点后 5位, 然后利用
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算法AMSB1得到近似局部对偶空间的一组既约基

{1, d1 + 0.33341 d2, d
2
1 + 0.33343 d1d2 + 0.11116 d22,

d31 + 0.33343 d21d2 + 0.11117 d1d
2
2 + 0.03706 d32 − 1.54321 d2,

d41 + 0.33343 d31d2 + 0.11117 d21d
2
2 + 0.03706 d1d

3
2 + 0.01235 d42

−1.54321 d1d2 − 0.51441 d22},

满足

Λ0(F ) = (−0.00066377,−0.00039331)T ,

Λ1(F ) = (−0.00023342, 0.00023341)T , Λ2(F ) = (−0.00000997, 0.00000997)T ,

Λ3(F ) = (−0.00060593, 0.00060608)T , Λ4(F ) = (0.00080432,−0.00080428)T .





第第第三三三章章章 近近近似似似奇奇奇异异异根根根的的的精精精化化化

经典的求根问题(root-finding)通常由两部分组成: 第一, 全局地对互不相同

的根进行隔离(root isolation), 第二, 局部地对每一个近似根分别进行精化(root

refinement). 本章主要讨论多项式系统近似根的精化问题:

问题 3.1. 假设F (x̂) = 0. 对于给定的多项式系统F = {f1, . . . , fn}, fi ∈ C[x],
和 x̂附近的近似根 x̃ ∈ Cn, 满足 ∥x̃− x̂∥ = ϵ ≪ 1, 如何将 x̃精化到更高的精度?

值得注意的是, 本章只考虑方程个数等于变元个数的多项式系统(m = n).

除非特别声明, x̂表示F的一个精确根, x̃表示 x̂ 附近的一个近似根.

众所周知, 如果F和 x̂满足 rank(Fx(x̂)) = n, Newton法

ỹ = −Fx(x̃)
−1F (x̃), (3.1)

当初始近似 x̃足够接近精确根 x̂时, 可以达到二次收敛 ∥x̃+ ỹ− x̂∥ = O(ϵ2) [12].

然而当 rank(Fx(x̂)) < n时, Newton法的收敛速度经常是线性的, 而且有时甚至

不收敛 [11]. 我们看下面的例子:

例 3.1 (例 2.11的延续). 多项式系统F = {x2
1 + x2 − 3, x1 + 0.125x2

2 − 1.5}有一
个孤立奇异根 x̂ = (1, 2). 对近似根 x̃ = (1.01, 2.01)采用Newton法(3.1):

• 10次迭代后, x̃ ≈ (1.00007008380087, 1.99985982936138);

• 100次迭代后, x̃ ≈ (1.00000033405564, 1.99999933188861);

• 1000次迭代后, x̃ ≈ (1.00000033405564, 1.99999933188861).

本章中, 我们介绍了处理奇异根的经典技术 deflation, 讨论了它对于孤立奇

异根的有限终止性, 基于宽度为 1的特殊情形下重结构的参数化表示, 提出了一

种正则化的Newton法, 并且证明了算法在宽度为 1的孤立奇异根附近是二次收

敛的.
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3.1 Deflation技技技术术术

80年代, T. Ojika等人提出了一种处理奇异根的 deflation方法 [28, 29]. 随

后, A. Leykin等人又对方法进行了改进 [17]. 它的基本思想是: 通过添加一些新

方程, 使原系统的一个孤立奇异根变成新系统的一个正则根或者正则根的一部

分. 下面我们列举两种添加新方程的方法: 子式法和零向量法.

假设多项式系统F = {f1, . . . , fn}, fi ∈ C[x]和它的根 x̂ ∈ Cn, 满足

r = rank(Fx(x̂)) < n.

记F r+1
x 是 Jacobian矩阵Fx所有 r + 1阶子式所构成的集合. 那么对∀A ∈ F r+1

x ,

由 r = rank(Fx(x̂)), 得到 det(A(x̂)) = 0. 因此, x̂是增广系统

G(x) =

{
F,

det(A),∀A ∈ F r+1
x ,

(3.2)

的根.

例 3.2 (例 2.11的延续). F = {x2
1 + x2 − 3, x1 + 0.125x2

2 − 1.5}有一个孤立奇异
根 x̂ = (1, 2). 计算 Jacobian矩阵

Fx =

(
2x1 1

1 0.25x2

)
,

所以G = {f1, f2, 0.5x1x2 − 1}. 此时G的 Jacobian矩阵

Gx =


2x1 1

1 0.25x2

0.5x2 0.5x1

 , 且Gx(x̂) =


2 1

1 0.5

1 0.5


仍然是列秩亏的,所以继续添加Gx的二阶子式作为新方程,得到H = {g1, g2, g3, x2

1−
0.5x2, 0.5x1 − 0.125x2

2}. 此时H的 Jacobian矩阵

Hx(x̂) =



2 1

1 0.5

1 0.5

2 −0.5

0.5 −0.5


是列满秩的, 因此 x̂ = (1, 2)现在是增广系统H(x1, x2) = 0的正则根.
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除了 Jacobian矩阵的 r + 1阶子式, 还可以利用Fx的非零零向量来添加新

方程. 存在唯一的 λ̂ ∈ Cr+1, 使得 (x̂, λ̂)是增广系统

G(x,λ) =


F,

FxBλ,

h⋆λ− 1,

(3.3)

的根, 其中随机矩阵B ∈ Cn×(r+1)和随机向量h ∈ Cr+1中的元素来自复单位圆,

概率为 1地保证了 λ̂的唯一性(rank(Fx(x̂)) = r ⇔ corank(Fx(x̂)B) = 1).

例 3.3 (例 2.11的延续). 根据F 的 Jacobian矩阵, 可以得到G = {f1, f2, 2x1x3 +

x4, x3 + 0.25x2x4, x3 − 1}. 此时G的 Jacobian矩阵

Gx =



2x1 1 0 0

1 0.25x2 0 0

2x3 0 2x1 1

0 0.25x4 1 0.25x2

0 0 1 0


, 且Gx(ŷ) =



2 1 0 0

1 0.5 0 0

2 0 2 1

0 −0.5 1 0.5

0 0 1 0


仍然是列秩亏的, 其中 ŷ = (1, 2, 1,−2), 所以我们继续添加Gx的非零零向量, 得

到H = {g1, . . . , g5, 2x1x5 + x6, x5 +0.25x2x6, 2x3x5 +2x1x7 + x8, 0.25x4x6 + x7 +

0.25x2x8, x7, x5 − 1}. 此时H的 Jacobian矩阵

Hx(ẑ) =



2 1 0 0 0 0 0 0

1 0.5 0 0 0 0 0 0

2 0 2 1 0 0 0 0

0 −0.5 1 0.5 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

2 0 0 0 2 1 0 0

0 −0.5 0 0 1 0.5 0 0

0 0 2 0 2 0 2 1

0 −0.5 0 −0.5 0 −0.5 1 0.5

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0 0 0


是列满秩的, 其中 ẑ = (1, 2, 1,−2, 1,−2, 0,−2), 因此原系统F (x1, x2) = 0的孤

立奇异根 x̂ = (1, 2)现在是增广系统H(x1, . . . , x8) = 0正则根 ẑ的一部分.
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称(3.2)或(3.3)为F 的一次 deflation. 如果 x̂或 (x̂, λ̂), 仍然是(3.2)或(3.3)的

奇异根, 那么我们对增广系统(3.2)或(3.3)再做一次 deflation. 如果 x̂是F 的一个

孤立奇异根, 那么在重复有限次 deflation后, 我们总可以得到一个增广系统和它

的一个正则根, 即 deflation方法是有限终止的.

3.1.1 有有有限限限终终终止止止性性性

A. Leykin等人证明了, 一次 deflation (3.3)会使 (x̂, λ̂)的重数严格小于 x̂的

重数 [17, 定理 3.1]. 随后, B. Dayton和Z. Zeng进一步证明了, 一次 deflation后

严格下降的不只是根的重数, 还有局部对偶空间的深度.

定理 3.1. [7] 假设Dx̂(I)的深度 0 < ρI < ∞, I = (f1, . . . , fn), 那么D(x̂,λ̂)(J)的

深度 ρJ < ρI . 其中 J = (g1, . . . , g2n+1)是由(3.3)定义的.

证明. 令ΛJ ∈ D(x̂,λ̂)(J), deg(ΛJ) = k, 有如下形式

ΛJ = ΛI +
r+1∑

j=1,Λj∈R1

Λjdn+j +
∑

dα∈R1,dβ∈R2,|β|>1

cα+βdαdβ,

R1 = C[d1, . . . , dn], R2 = C[dn+1, . . . , dn+r+1], ΛI =
∑

dα∈R1
cαdα.

首先证明ΛI ∈ Dx̂(I)且 deg(ΛI) = k.

ΛJ ∈ D(x̂,λ̂)(J) ⇒ ΛJ((x− x̂)αgi) = 0 ⇒ ΛJ((x− x̂)αfi) = 0

⇒ ΛI((x− x̂)αfi) = 0 ⇒ ΛI ∈ Dx̂(I),

i = 1, . . . , n. 当deg(ΛJ) = 1时, 如果 deg(ΛI) = 0, 那么

ΛJ = cn+1dn+1 + · · ·+ cn+r+1dn+r+1,

满足ΛJ(G) = 0, 即满足

(
Fx(x̂)B

h⋆

)
cn+1

...

cn+r+1

 = 0.

由 corank(Fx(x̂)B) = 1和h中元素的随机性, 推出等式左边的矩阵满秩. 因此

cn+1 = · · · = cn+r+1 = 0,
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与deg(ΛJ) = 1矛盾. 所以 deg(ΛI) = 1. 运用引理 2.8和 2.11中类似的技巧, 可

以归纳地证明出deg(ΛI) = deg(ΛJ). 由封闭性得到

Φλj
(ΛJ) = Λj +

∑
dα∈R1,dβ∈R2,|β|>0

cα+βdαdβ ∈ D(x̂,λ̂)(J),

j = 1, . . . , r + 1, 所以Λj ∈ Dx̂(I).

假设ΛJ ∈ D(x̂,λ̂)(J), deg(ΛJ) = ρI , 则 deg(ΛI) = ρI , 且

ΛJ(FxBλ) = 0 ⇔ ΛI(FxBλ) +
r+1∑
j=1

Λjdn+j(FxBλ) = 0

⇔ ΛI(
n∑

i=1

pi(λ)
∂F

∂xi

) +
r+1∑
j=1

Λjdn+j(
n∑

i=1

pi(λ)
∂F

∂xi

) = 0

⇔ (
n∑

i=1

pi(λ̂)ΛI
∂

∂xi

)(F ) + (
r+1∑
j=1

n∑
i=1

bi,jΛj
∂

∂xi

)(F ) = 0

⇔ Λ(F ) = 0,

pi(λ) = bi,1λ1 + · · ·+ bi,r+1λr+1, bi,j是随机矩阵B中第 i行第 j列的元素.

最后通过归纳法可以证明

Λ =
n∑

i=1

pi(λ̂)ΛI
∂

∂xi

+
r+1∑
j=1

n∑
i=1

bi,jΛj
∂

∂xi

∈ Dx̂(I),

且deg(Λ) = ρI + 1, 这与Dx̂(I)的深度为 ρI矛盾. 所以 ρJ < ρI .

根据定理 3.1, 如果 x̂是F 的一个孤立奇异根, 那么重复至多 ρI次 deflation

后可以得到一个增广系统和它的一个正则根. 而且对于宽度为 1的特殊情形, B.

Dayton和Z. Zeng提出了一个猜想: ρJ = ρI − 1. 接下来利用第二章中给出的,

宽度为 1的特殊情形下, 局部对偶空间一组既约基的参数化表示, 我们来证明这

个猜想.

3.1.2 一一一个个个猜猜猜想想想

猜想 3.1. [7] 假设 x̂ ∈ Cn是多项式系统F = {f1, . . . , fn}的根, fi ∈ C[x], 而且
满足 rank(Fx(x̂)) = n − 1, ρI < ∞, I = (f1, . . . , fn). 那么, 存在唯一的 λ̂ ∈ Cn,
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使得 (x̂, λ̂)是增广系统

G(x,λ) =


F,

Fxλ,

h⋆λ− 1,

的根, 并且满足 ρJ = ρI − 1. 随机向量h ∈ Cn, J = (g1, . . . , g2n+1).

事实上, 由 rank(Fx(x̂)) = n − 1, 必然存在Fx(x̂)的某一列能够被其他列线

性表示, 不妨设为第一列. 否则我们可以通过调整变元的次序, 使Fx(x̂)的第一

列可以被其他列线性表示.

定理 3.2. 假设 rank(M) = n− 1, M是Fx(x̂)去掉第一列剩下的子矩阵. 那么存

在唯一的 λ̂ ∈ Cn, 使得 (x̂, λ̂)是增广系统

G(x,λ) =


F,

Fxλ,

λ1 − 1,

的根. 而且如果 ρI = 1, rank(Gx,λ(x̂, λ̂)) = 2n; 如果 ρI > 1, rank(Gx,λ(x̂, λ̂)) =

2n− 1, ρJ = ρI − 1. J = (g1, . . . , g2n+1), G = {g1, . . . , g2n+1}.

证明. 令 d1 > · · · > dn, 根据定理 2.13, Dx̂(I)存在唯一的一组既约基

Dx̂(I) = SpanC{1, d1 + a1,2d2 + · · ·+ a1,ndn,Λ2, . . . ,ΛρI}

满足 deg(Λi) = i, i = 2, . . . , µ− 1. 由Fx(x̂)λ̂ = 0, 显然

λ̂1 = 1, λ̂2 = a1,2, . . . , λ̂n = a1,n.

计算G的 Jacobian矩阵

Gx,λ(x̂, λ̂) =


∂F (x̂)
∂x1

M 0

Fxx(x̂)λ̂
∂F (x̂)
∂x1

M

0 1 0

 ,

其中

Fxx(x̂)λ̂ =

(
n∑

i=1

λ̂i
∂2F (x̂)

∂x1xi

, . . . ,

n∑
i=1

λ̂i
∂2F (x̂)

∂xnxi

)
.
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显然 rank(Gx,λ(x̂, λ̂)) ≥ 2n−1. 如果 ρI = 1,假设v = (v1, . . . , v2n)
T 是Gx,λ(x̂, λ̂)

的一个非零零向量. 那么 v1 ̸= 0, v1d1 + · · ·+ vndn ∈ Dx̂(I), 且

n∑
i=1

v2i d
2
i +

∑
i ̸=j

vivjdidj ∈ Dx̂(I),

与 ρI = 1矛盾. 所以, Gx,λ(x̂, λ̂)不存在非零零向量, 即 rank(Gx,λ(x̂, λ̂)) = 2n.

如果 ρI > 1, v = (1, a1,2, . . . , a1,n, 1, 2a2,2, . . . , 2a2,n)
T 是Gx,λ(x̂, λ̂)的一个非零零

向量, 所以 rank(Gx,λ(x̂, λ̂)) = 2n− 1.

下面证明 ρJ = ρI − 1. 如果 ρI > 1, 由

D2
x̂(I) = SpanC{1, d1 + a1,2d2 + · · ·+ a1,ndn,∆2 + a2,2d2 + · · ·+ a2,ndn}

可以推出

D1
(x̂,λ̂)

(J) = SpanC{1, d1 + a1,2d2 + · · ·+ a1,ndn + 2a2,2dn+2 + · · ·+ 2a2,nd2n}.

事实上, 可以归纳地证明出

Dk
x̂(I) = SpanC{1, d1 + a1,2d2 + · · ·+ a1,ndn, . . . ,∆k + ak,2d2 + · · ·+ ak,ndn}

可以诱导出

Dk−1

(x̂,λ̂)
(J) = SpanC{1, d1 + a1,2d2 + · · ·+ a1,ndn + 2a2,2dn+2 + · · ·+ 2a2,nd2n,

. . . ,∆′
k−1 + kak,2dn+2 + · · ·+ kak,nd2n},

∆′
i的表示形式和具体证明请见附录中的命题 5.3. 因此我们得到 ρJ ≥ ρI − 1, 再

根据定理 3.1, 推出 ρJ = ρI − 1.

根据定理 3.2,如果 x̂是F的一个宽度为 1的孤立奇异根,直至 ρI次deflation

后我们才可以得到一个增广系统和它的一个正则根. 值得注意的是, (3.3)定义的

一次 deflation会使新系统的变元个数和方程个数都翻倍, 最坏的情形(例如宽度

为 1 )会使最终增广系统的规模达到

(2ρIn)× (2ρIn).



34 多项式系统孤立奇异根的数值精化和可信验证

事实上, 对于宽度为 1的特殊情形, 还可以添加那些满足(2.8)的方程作为一

次deflation [7], 重复 ρI步后得到增广系统

G(x, a1,2, . . . , a1,n, . . . , aρI ,2, . . . , aρI ,n) =


F,

F1 = Fx · a1,
...

FρI =
∑ρI−1

j=1
j
ρI

· FρI−j,x · aj + Fx · aρI ,

a1 = (1, a1,2, . . . , a1,n)
T , ai = (0, ai,2, . . . , ai,n)

T , i = 2, . . . , ρI ,和它的一个正则根.

从而将系统的规模降低为

(n+ ρIn)× (n+ ρIn) = (µn)× (µn).

第四章中, 我们会利用上述增广系统来验证宽度为 1的孤立奇异根.

例 3.4 (例 2.11的延续). 由定理 2.13, Dx̂(I)存在唯一的一组既约基

Dx̂(I) = {1, d1 + x3d2, d
2
1 + x3d1d2 + x2

3d
2
2 + x4d2},

I = (x2
1 + x2 − 3, x1 + 0.125x2

2 − 1.5). 因此我们得到增广系统

G(x1, x2, x3, x4) = {f1, f2, 2x1 + x3, 0.25x2x3 + 1, x4 + 1, 0.125x2
3 + 0.25x2x4 + 1}

和它的一个正则根 ŷ = (1, 2,−2,−1).

下一节中, 对于宽度为 1的孤立奇异根附近近似根的数值精化问题, 我们提

出了一种正则化的Newton法: 解一个正则化的最小二乘问题作为初始近似根

的预处理, 从而得到一个更好的近似根和一个能够达到二次收敛的迭代方向; 通

过计算近似局部对偶空间的一组既约基和解一个线性方程组, 从而确定合适的

迭代步长. 算法中涉及的矩阵的最大规模仅为n× n, 并且我们证明了算法在宽

度为 1的孤立奇异根附近是二次收敛的.

3.2 正正正则则则化化化的的的Newton法法法

本节主要考虑如下问题:

问题 3.2. 假设F (x̂) = 0且 rank(Fx(x̂)) = n − 1. 对于给定的多项式系统F =

{f1, . . . , fn}, fi ∈ C[x]和 x̂附近的近似根 x̃ ∈ Cn, 满足 ∥x̃ − x̂∥ = ϵ ≪ 1, 如何

将 x̃精化到更高的精度?
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记A = Fx(x̃), b = −F (x̃), σ1 ≥ . . . ≥ σn是A的奇异值, 那么

∥b∥ = O(ϵ), σn = O(ϵ), σi = Θ(1), i = 1, . . . , n− 1. (3.4)

注 2. O(ϵ)表示 ϵ的高阶无穷小, Θ(ϵ)表示 ϵ的同阶无穷小.

3.2.1 正正正则则则化化化的的的最最最小小小二二二乘乘乘问问问题题题

对于宽度为 1的近似奇异根 x̃, 我们解一个带阻尼的最小二乘问题(damped

least-squares problem)来代替Newton法(3.1):

min ∥Ay − b∥2 + λ∥y∥2,

实数λ被称为正则化参数(regularization parameter) [40].

定理 3.3. 如果选择A的最小奇异值σn作为正则化参数, 正则化最小二乘问题

(A⋆A+ σnIn)y = A⋆b (3.5)

的解 ỹ满足

∥ỹ∥ = O(ϵ), ∥F (x̃+ ỹ)∥ = O(ϵ2).

证明. 令A = U ·Σ ·V ⋆是A的奇异值分解, Σ = diag{σ1, . . . , σn}, 那么(3.5)的解

ỹ = V · (Σ2 + σnIn)
−1 · Σ · U⋆b.

由(3.4)和酉变换保持2-范数不变, 推出

∥ỹ∥2 =
n∑

i=1

(
σi|b′i|

σ2
i + σn

)2

= O(ϵ2),

b′ = (b′1, . . . , b
′
n)

T = U⋆b, ∥b′∥ = ∥b∥ = O(ϵ). 因此 ∥ỹ∥ = O(ϵ).

F在 x̃处的Taylor展开满足

F (x̂) = −b+ A(x̂− x̃) +O(ϵ2).

所以

∥ − b+ A(x̂− x̃)∥ = O(ϵ2).
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再由酉变换保持2-范数不变得到

∥ − U⋆b+ Σ · V ⋆(x̂− x̃)∥ = O(ϵ2).

因为σn = O(ϵ)和 ∥V ⋆(x̂− x̃)∥ = ∥x̂− x̃∥ = ϵ, 所以

|b′n| = O(ϵ2). (3.6)

另一方面,

Aỹ − b = U · diag
{

−σn

σ2
1 + σn

, . . . ,
−σn

σ2
n + σn

}
· b′,

因此

∥Aỹ − b∥2 =
n∑

i=1

(
σn|b′i|
σ2
i + σn

)2

,

σn

σ2
n + σn

= Θ(1),
σn

σ2
i + σn

= O(ϵ), i = 1, . . . , n− 1,

由(3.6)推出

∥Aỹ − b∥ = O(ϵ2). (3.7)

最后由F在 x̃处的Taylor展开, 我们得到

∥F (x̃+ ỹ)∥ ≤ ∥ − b+ Aỹ∥+O(ϵ2) = O(ϵ2).

根据定理 3.3, 通过解一个正则化的最小二乘问题(3.5), 可以得到一个“更好

的”近似根 x̃+ ỹ, 满足

∥x̃+ ỹ − x̂∥ ≤ ∥x̃− x̂∥+ ∥ỹ∥ = ϵ+O(ϵ).

如果 ∥x̃ + ỹ − x̂∥ = O(ϵ2), 则已经达到二次收敛, 但这通常是不可能的. 所以大

多数情况下, 我们得到

∥x̃+ ỹ − x̂∥ = Θ(ϵ).

虽然如此, 下面我们证明Fx(x̃ + ỹ)对应于σn的右奇异向量vn是一个能够

达到二次收敛的迭代方向.
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定理 3.4. 假设A = U ·Σ·V ⋆是A = Fx(x̃+ỹ)的奇异值分解, Σ = diag{σ1, . . . , σn},
U = (u1, . . . ,un), V = (v1, . . . ,vn). 那么

|v⋆
n(x̂− x̃− ỹ)| = Θ(ϵ), |v⋆

i (x̂− x̃− ỹ)| = O(ϵ2), i = 1, . . . , n− 1.

证明. F在 x̃+ ỹ处的Taylor展开满足

F (x̂) = F (x̃+ ỹ) + A(x̂− x̃− ỹ) +O(ϵ2).

等式两边分别乘以u⋆
i , 得到

−u⋆
iF (x̃+ ỹ) = u⋆

iA(x̂− x̃− ỹ) +O(ϵ2).

因为 ∥F (x̃+ ỹ)∥ = O(ϵ2)和u⋆
iA = σiv

⋆
i , 所以

σi|v⋆
i (x̂− x̃− ỹ)| = O(ϵ2).

再由(3.4)推出

|v⋆
i (x̂− x̃− ỹ)| = O(ϵ2), i = 1, . . . , n− 1.

最后因为 ∥x̃+ ỹ − x̂∥ = Θ(ϵ), 所以 |v⋆
n(x̂− x̃− ỹ)| = Θ(ϵ).

因此vn是一个能够达到二次收敛的迭代方向, 步长可以取为

δ = v⋆
n(x̂− x̃− ỹ).

那么 |v⋆
i (x̃+ ỹ + δvn − x̂)| = O(ϵ2), i = 1, . . . , n, 即 ∥x̃+ ỹ + δvn − x̂∥ = O(ϵ2).

例 3.5 (例 2.11的延续). F = {x2
1 + x2 − 3, x1 + 0.125x2

2 − 1.5}和 x̂ = (1, 2). 对

于近似根 x̃ = (1.01, 2.01), ∥x̃ − x̂∥ = ϵ ≈ 0.01414, F (x̃) ≈ (0.0301, 0.01501)T ,

σ1 = 2.517, σ2 = 0.00598, 通过解正则化的最小二乘问题(3.5), 得到

ỹ ≈ (−0.01193,−0.005992), ∥ỹ∥ ≈ 0.01135,

x̃+ ỹ ≈ (0.9981, 2.004), F (x̃+ ỹ) ≈ (0.0001442, 0.00007224)T .

计算 Jacobian矩阵Fx(x̃+ ỹ)的奇异值分解Fx(x̃+ ỹ) = U · Σ · V ⋆, 满足

σ1 = 2.497, σ2 = 0.00004657, V ⋆(x̃+ ỹ) = (−0.00006629, 0.004449)T .

如果取步长为 δ = v⋆
2(x̂− x̃− ỹ) ≈ −0.004449, 那么

x̃+ ỹ + δv2 = (1.00005927, 2.00002969).
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由上面的例子可以看出, 对于更好的近似根 x̃ + ỹ, Jacobian矩阵的右奇异

向量vn确实是一个能够达到二次收敛的迭代方向. 下面通过计算近似局部对偶

空间的一组既约基和解一个线性方程组, 我们来确定合适的步长 δ.

3.2.2 近近近似似似重重重结结结构构构

首先,假设 x̃ ∈ Cn是多项式系统F = {f1, . . . , fn}的近似根, fi ∈ C[x],而且
满足F (x̂) = 0, rank(Fx(x̂)) = n− 1和 ∥x̃− x̂∥ = ϵ ≪ 1. 如果 {1,Λ1, . . . ,Λµ−1}
是理想 I = (f1, . . . , fn)在 x̃处, 近似局部对偶空间的一组既约基, 那么

∥Λi(F )∥ = O(ϵ), i = 1, . . . , µ− 1. (3.8)

例 3.6 (例 2.1的延续). 多项式系统F = {x2
1x2 − x1x

2
2, x1 − x2

2}有一个孤立奇异
根 x̂ = (0, 0). 根据定理 2.13, Dx̂(I)存在唯一的一组既约基

Dx̂(I) = SpanR{1, d2 + a1d1, d
2
2 + a1d1d2 + a21d

2
1 + a2d1,

d32 + a1d1d
2
2 + a21d

2
1d2 + a31d

3
1 + a2d1d2 + 2a1a2d

2
1 + a3d1},

I = (x2
1x2 − x1x

2
2, x1 − x2

2). 对近似根 x̃ = (0.01, 0.01), ∥x̃ − x̂∥ ≈ 0.01414, 通过

算法AMSB1, 我们得到近似局部对偶空间的一组既约基

Dx̂(I) = SpanR{1,Λ1,Λ2,Λ3}, a1 ≈ 0.02, a2 ≈ 1, a3 ≈ −0.00001825,

满足

Λ0(F ) ≈ (0.2× 10−5, 0.0099)T , Λ1(F ) ≈ (0.000306,−0.8993× 10−7)T ,

Λ2(F ) ≈ (0.0111, 0.00005832)T , Λ3(F ) ≈ (0.0608,−0.00001831)T .

通过解正则化的最小二乘问题(3.5), 我们可以得到更好的近似根 x̃ + ỹ. 假

设奇异值分解Fx(x̃ + ỹ) = U · Σ · V ⋆, Σ = diag{σ1, . . . , σn}, U = (u1, . . . ,un),

V = (v1, . . . ,vn). 下面证明, 如果 x̂的重数µ > 2, 那么σn = O(ϵ2). 为了简化证

明过程, 对变元进行线性变换

x = Wz,

酉矩阵W = (vn,v1, . . . ,vn−1). 显然 ẑ = W ⋆x̂是H(z) := F (Wz)的根, 满足

rank(Hz(ẑ)) = rank(Fx(x̂)W ) = n− 1.
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事实上, ẑ的重数也等于µ [19, 定理 3.3]. z̃ = W ⋆(x̃+ ỹ)是H的近似根, 满足

∥z̃− ẑ∥ = ∥W ⋆(x̃+ ỹ − x̂)∥ = Θ(ϵ), H(z̃) = F (x̃+ ỹ) = O(ϵ2).

根据定理 3.4, 得到

|z̃1 − ẑ1| = |v⋆
n(x̃+ ỹ − x̂)| = Θ(ϵ),

|z̃i − ẑi| = |v⋆
i−1(x̃+ ỹ − x̂)| = O(ϵ2), i = 2, . . . , n.

Jacobian矩阵的第一列满足∥∥∥∥∂H(z̃)

∂z1

∥∥∥∥ = ∥Fx(x̃+ ỹ)vn∥ = σn.

由(3.4)和定理 2.10, 理想 J = (h1, . . . , hn)在 z̃处的近似局部对偶空间, 存在

一组既约基 {1, d1,Λ2, . . . ,Λµ−1}满足(3.8).

定理 3.5. 如果µ > 2, 那么

σn =

∥∥∥∥∂H(z̃)

∂z1

∥∥∥∥ = O(ϵ2).

证明. 如果µ > 2, 根据定理 2.10和(3.8), 存在二阶微分泛函

∥Λ2(H)∥ =

∥∥∥∥12 ∂2H(z̃)

∂z21
+ a2,2

∂H(z̃)

∂z2
+ · · ·+ a2,n

∂H(z̃)

∂zn

∥∥∥∥ = O(ϵ).

令un是Fx(x̃+ ỹ)的奇异值分解中对应于σn的左奇异向量. 由

u⋆
nHz(z̃) = u⋆

nFx(x̃+ ỹ)W = σnv
⋆
nW = σn(1, 0, . . . , 0),

推出

u⋆
n

∂H(z̃)

∂zi
= 0, 2 ≤ i ≤ n.

因此 ∣∣∣∣u⋆
n

∂2H(z̃)

∂z21

∣∣∣∣ = O(ϵ).

H在 x̃处的Taylor展开满足

H(ẑ) = H(z̃) +Hz(z̃)(ẑ− z̃) +Hzz(z̃)(ẑ− z̃)2 +O(ϵ3),
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其中 (ẑ − z̃)2表示由所有二阶单项式 (ẑi − z̃i)(ẑj − z̃j)构成的向量, Hzz(z̃)表示

由所有二阶偏导数 ∂2H(z̃)
∂zi∂zj

构成的矩阵. 基于

|z̃1 − ẑ1| = Θ(ϵ), |z̃i − ẑi| = O(ϵ2), i = 2, . . . , n,

除了 (ẑ1 − z̃1)
2外, (ẑ− z̃)2中其他元素都是O(ϵ3)的. 因为∣∣∣∣u⋆

n

∂2H(z̃)

∂z21
(ẑ1 − z̃1)

2

∣∣∣∣ = O(ϵ3),

所以 ∣∣u⋆
n Hzz(z̃)(ẑ− z̃)2

∣∣ = O(ϵ3).

另一方面, 令u0是Fx(x̂)的左零向量. 利用类似的分析, 可以得到

|u⋆
0Hzz(ẑ)(z̃− ẑ)2| = O(ϵ3).

结合H在 x̂处的Taylor展开

H(z̃) = H(ẑ) +Hz(ẑ)(z̃− ẑ) +Hzz(ẑ)(z̃− ẑ)2 +O(ϵ3),

推出

u⋆
0H(z̃) = O(ϵ3).

再由 ∥un − u0∥ = O(ϵ)和H(z̃) = O(ϵ2), 得到

|u⋆
nH(z̃)| ≤ |(un − u0)

⋆H(z̃)|+ |u⋆
0H(z̃)| = O(ϵ3).

因此

|u⋆
nHz(z̃)(ẑ− z̃)| = |u⋆

nH(z̃)|+ |u⋆
nHzz(z̃)(ẑ− z̃)2|+O(ϵ3) = O(ϵ3).

等价于

|u⋆
nHz(z̃)(ẑ− z̃)| = |σn(1, 0, . . . , 0)(ẑ− z̃)| = σn|z̃1 − ẑ1| = O(ϵ3).

所以σn = O(ϵ2).
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事实上, 对于vn = (vn,1, . . . , vn,n)
T , ∃ t ∈ N, 满足

|vn,t| ≥ |vn,i|, i = 1, . . . , n.

交换变元次序x1 ↔ xt, 可以得到理想 I = (f1, . . . , fn)在 x̃ + ỹ处, 近似局部对

偶空间的一组既约基 {1, d1 + a1,2d2 + · · ·+ a1,ndn,Λ2, . . . ,Λµ−1},

a1,2 =
v2
vt
, . . . , a1,t =

v1
vt
, . . . , a1,n =

vn
vt
, a1 = (1, a1,2, . . . , a1,n)

T .

如果µ > 2,

∥Λ1(F )∥ = ∥Fx(x̃+ ỹ)a1∥ =
σn

|vn,t|
= O(ϵ2).

不仅如此, 我们还发现

∥Λi(F )∥ = O(ϵ2), i = 1, . . . , µ− 2.

即通过解正则化的最小二乘问题(3.5),我们不仅得到了更好的近似根 x̃+ ỹ,

而且近似重结构也得到了精化.

定理 3.6. 如果µ > 2,

∥Λi(F )∥ = O(ϵ2), i = 1, . . . , µ− 2.

证明. 首先根据定理 3.5, 对于µ = 3定理成立. 如果µ = 4, 根据定理 3.2, 存在

唯一的 λ̂ ∈ Cn, 使得 (x̂, λ̂)是增广系统

G(x,λ) =


F,

Fxλ,

λ1 − 1,

的根, 并且重数为 3. 显然 (x̃+ ỹ, a1)是G(x,λ)的近似根, 满足

∥(x̃+ ỹ, a1)− (x̂, λ̂)∥ = Θ(ϵ), ∥G(x̃+ ỹ, a1)∥ = O(ϵ2).

由定理 3.4和 3.5的证明, 存在 (x̃+ ỹ, a1)处的一阶微分泛函

∥Λ′
1(G)∥ = ∥(d1 + a1,2d2 + · · ·+ a1,ndn +2a2,2dn+2 + · · ·+2a2,nd2n)(G)∥ = O(ϵ2).

由定理 3.2的证明, Λ′
1可以诱导出 x̃+ ỹ处的一阶微分泛函Λ2,

Λ2 = ∆2 + a2,2d2 + · · ·+ a2,ndn, ∥Λ2(F )∥ = ∥Λ′
1(G)∥ = O(ϵ2).

因此对于µ = 4定理成立. 余下的证明可以通过归纳法得到.
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例 3.7 (例 2.1的延续). F = {x2
1x2 − x1x

2
2, x1 − x2

2}有一个孤立奇异根 x̂ = (0, 0).

对于近似根 x̃ = (0.01, 0.01), 通过解正则化的最小二乘问题(3.5), 得到

x̃+ ỹ ≈ (0.000107, 0.0102).

对更好的近似根 x̃+ ỹ, ∥x̃+ ỹ − x̂∥ ≈ 0.0102, 通过算法AMSB1, 得到近似局部

对偶空间的一组既约基

Dx̂(I) = SpanR{1,Λ1,Λ2,Λ3}, a1 ≈ 0.0204, a2 ≈ 1, a3 ≈ −0.4429× 10−5,

满足

Λ0(F ) ≈ (0.1125×10−7, 0.2987×10−5)T , Λ1(F ) ≈ (0.436×10−5,−0.4627×10−9)T ,

Λ2(F ) ≈ (0.0006379, 0.1357× 10−6)T , Λ3(F ) ≈ (0.04163,−0.4429× 10−5)T .

事实上, 基于定理 3.5和 3.6, 通过解线性方程组


∆µ(f1) d2(f1) · · · dn(f1)

...
...

...

∆µ(fn) d2(fn) · · · dn(fn)




aµ,1

aµ,2
...

aµ,n

 = −


Λµ−1(f1)

...

Λµ−1(fn)

 , (3.9)

可以确定步长 δ := aµ,1

µ
. 我们看下面两个例子:

例 3.8 (例 2.1的延续). 对于近似根 x̃ = (0.01, 0.01), 通过解正则化的最小二乘

问题(3.5), 得到

x̃+ ỹ ≈ (0.000107, 0.01019877),

再通过算法AMSB1, 得到近似局部对偶空间的一组既约基

Dx̂(I) = SpanR{1, d2 + a1d1, d
2
2 + a1d1d2 + a21d

2
1 + a2d1

d32 + a1d1d
2
2 + a21d

2
1d2 + a31d

3
1 + a2d1d2 + 2a1a2d

2
1 + a3d1},

和∆4 = d42 + a1d1d
3
2 + a21d

2
1d

2
2 + a31d

3
1d2 + a41d

4
1

+a2d1d
2
2 + 2a1a2d

2
1d2 + 3a21a2d

3
1 + a3d1d2 + (2a1a3 + a22)d

2
1,

满足

a1 ≈ 0.02039754, a2 ≈ 1.00000014, a3 ≈ −0.00000443.
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最后通过解线性方程组(
∆4(f1) d1(f1)

∆4(f2) d1(f2)

)(
a4,1

a4,2

)
= −

(
Λ3(f1)

Λ3(f2)

)
,

得到步长

δ :=
a4,1
4

≈ −0.01009929.

从而

x̃+ ỹ + δ(1, a1) ≈ (−0.000099, 0.00009948).

例 3.9 (例 2.11的延续). F = {x2
1 + x2 − 3, x1 + 0.125x2

2 − 1.5}有一个孤立奇异
根 x̂ = (1, 2). 对于近似根 x̃ = (1.01, 2.01), 通过解正则化的最小二乘问题(3.5),

得到

x̃+ ỹ ≈ (0.99806632, 2.00400783),

再通过算法AMSB1, 得到近似局部对偶空间的一组既约基

Dx̂(I) = SpanR{1, d1 + a1d2, d
2
1 + a1d1d2 + a21d

2
2 + a2d2},

和∆3 = d31 + a1d
2
1d2 + a21d1d

2
2 + a31d

3
2 + a2d1d2 + 2a1a2d

2
2, 满足

a1 ≈ −1.99610606, a2 ≈ −0.99882255.

最后通过解线性方程组(
∆3(f1) d2(f1)

∆3(f2) d2(f2)

)(
a3,1

a3,2

)
= −

(
Λ2(f1)

Λ2(f2)

)
,

得到步长

δ :=
a3,1
3

≈ 0.00197084.

从而

x̃+ ỹ + δ(1, a1) ≈ (1.00003716, 2.00007382).

由上面两个例子可以看出, 通过解线性方程组(3.9)的确可以得到合适的步

长 δ.
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3.2.3 算算算法法法和和和二二二次次次收收收敛敛敛性性性

根据前面的分析, 我们接下来给出算法MRRB1(Multiple Roots Refiner for

Breadth One), 并证明算法在宽度为 1的孤立奇异根附近是二次收敛的.

算算算法法法：：：MRRB1

输入：I 多项式系统F = {f1, . . . , fn}, fi ∈ C[x], 近似根 x̃ ∈ Cn和容忍度 τ .

输出：I 精化的近似根 x̃.

第 0步 解正则化的最小二乘问题(3.5), 令 x̃ := x̃+ ỹ.

第 1步 计算 Jacobian矩阵Fx(x̃)的奇异值分解Fx(x̃) = U · Σ · V ⋆.

- 如果σn < τ ≪ σn−1, 利用算法AMSB1计算a1, Fµ−1(x̃)和Gµ(x̃).

- 否则, 退出.

第 2步 解线性方程组(3.9)

(Gµ(x̃),M) aµ = −Fµ−1(x̃),

令 δ := aµ,1
µ
.

第 3步 返回 x̃ := x̃+ δ · a1.

定理 3.7. 假设 x̃ ∈ Cn是F = {f1, . . . , fn}的近似根, fi ∈ C[x], 满足F (x̂) = 0,

rank(Fx(x̂)) = n − 1和 ∥x̃ − x̂∥ = ϵ ≪ 1. 如果重数µ的计算正确无误, 那么算

法MRRB1返回的精化根 x̃满足

∥x̃− x̂∥ = O(ϵ2).

证明. 根据算法MRRB1, 通过解正则化的最小二乘问题(3.5), 得到更好的近似

根 x̃ := x̃+ ỹ. 调整变元次序, 根据定理 3.6和(3.8),

∥Λi(F )∥ = O(ϵ2), 0 ≤ i ≤ µ− 2, ∥Λµ−1(F )∥ = O(ϵ),

{1, d1 + a1,2d2 + · · · + a1,ndn,Λ2, . . . ,Λµ−1}是理想 I = (f1, . . . , fn)在 x̃处, 近似

局部对偶空间的一组既约基, 满足

Λi(F ) = Fi(x̃) = Gi(x̃) + ai,2
∂F (x̃)

∂x2

+ · · ·+ ai,n
∂F (x̃)

∂xn

.
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由局部对偶空间的封闭性推出

∥Λi((x− x̃)αF )∥ = O(ϵ2), 0 ≤ i ≤ µ− 2, ∀α ∈ Nn.

通过解线性方程组(3.9), 其中∆µ(F ) = Gµ(x̃), 得到

Λµ := Λµ−1 + aµ,1 ·∆µ + aµ,2 · d2 + · · ·+ aµ,n · dn,

满足Λµ(F ) = 0. 由 ∥Λµ−1(F )∥ = O(ϵ)和(3.9)中的系数矩阵满秩(σn > τ)得到

∥aµ∥ = O(ϵ).

再由Φxi
(∆µ) ∈ SpanC{1,Λ1, . . . ,Λµ−1}和 |aµ,1| = O(ϵ), 推出

∥Λµ((x− x̃)αF )∥ = O(ϵ2).

因此

∥Mµ+1 · Λi(v(x)µ)∥ = O(ϵ2), i = 0, 1, . . . , µ− 2, µ,

Mµ+1是多项式系统F 和它所有直至µ阶的延拓在 x̃处的Taylor展开对应的系

数矩阵, 即Macaulay方法中系数矩阵的µ阶截断(详情见 [44]),

v(x)µ = ((x1 − x̃1)
µ, . . . , (x− x̃)α, . . . , xn − x̃n, 1)

T .

值得注意的是, 我们通过封闭性条件直接构造出Mµ+1的近似零空间而无需计算

它本身(矩阵规模很大). 类似于 [44, 注 18]中的分析, 基于近似零向量Λi(v(x)µ)

得到的乘法矩阵 M̃xi
的迹满足

1

µ
Trace(M̃xi

) =
1

µ
Trace(Mxi

) +O(ϵ2) = x̂i − x̃i +O(ϵ2).

事实上, 乘法矩阵 M̃x1满足

M̃x1 ·


1 0 · · · 0

0 1
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 · · · 0 1

 =



0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . . . . 1

0 · · · · · · 0 aµ,1


.
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因此 ∣∣∣∣x̃1 +
aµ,1
µ

− x̂1

∣∣∣∣ = O(ϵ2).

最后根据定理 3.4, 我们得到

∥x̃− x̂∥ = O(ϵ2), x̃ := x̃+
aµ,1
µ

·


1

a1,2
...

a1,n

 .

3.3 数数数值值值实实实验验验

在Maple中我们实现了算法MRRB1, 程序代码和一些例子的实验结果可以

在 http://www.mmrc.iss.ac.cn/~lzhi/Research/hybrid/rootrefinerbreadthone/

找到.

表 3.1展示了算法MRRB1对下述例子的测试结果:

1. Ojika1 [28]: x2 + y − 3, x+ 1
8
y2 − 3

2

2. Ojika2 [28]: x2 + y + z − 1, x+ y2 + z − 1, x+ y + z2 − 1

3. Ojika3 [28]: x+ y + z − 1, 2x3 + 5y2 − 10z + 5z3 + 5, 2x+ 2y + z2 − 1

4. Ojika4 [28]: x+ x3z + xy2z − xz, 10y − 2x2yz − y3z − yz,

6x4z2 − 3x2y2z2 − x2z2 + 28x2z − 3y4z3 + 2y2z2 + 7y2z + z2 − 11z + 10

5. Decker2 [8]: x+ y3, x2y − y4

6. DZ3 [7]: 14x+33y−3
√
5(x2+4xy+4y2+2)+

√
7+x3+6x2y+12xy2+8y3,

41x− 18y −
√
5 + 8x3 − 12x2y + 6xy2 − y3 + 3

√
7(4xy − 4x2 − y2 − 2)

7. Dayton2 [5]: 2x2−x−x3+ z3, x− y−x2+xy+ z2, xy2z−x2z− y2z+x3z

8. RG [35]: x2x2 − x1x
2
2, x1 − x2

2

9. SY5 [36]: x1 + x2 − 2,x2
1 + x2

2 − 2

http://www.mmrc.iss.ac.cn/~lzhi/Research/hybrid/rootrefinerbreadthone/
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10. Menzel [24]: x2−xy+ y2+x− 2, 3x2+2xy+2y− 7, 2x2− 8x+ y2− 4y+9

表 3.1中最后一列表示近似奇异根的精度变化: 第一个数字表示初始近似

的精度, 一个箭头表示迭代一次算法MRRB1.

表 3.1: 算法MRRB1的实验结果

系统 孤立奇异根 方程 变量 重数 精度

Ojika1 (1, 2) 2 2 3 2 → 3 → 8 → 16

Ojika2 (1, 0, 0) 3 3 2 2 → 3 → 7 → 14

Ojika3 (−5
2
, 5
2
, 1) 3 3 2 2 → 4 → 7 → 16

Ojika4 (0, 0, 10) 3 3 3 3 → 4 → 8 → 17

Decker2 (0, 0) 2 2 4 3 → 8 → 25

DZ3 (2
√
7

5
+

√
5
5
,−

√
7
5
+ 2

√
5

5
) 2 2 5 3 → 8 → 12

Dayton2 (0, 0, 0) 3 3 5 3 → 5 → 10 → 20

RG (0, 0) 2 2 4 2 → 4 → 7 → 16

SY5 (1, 1) 2 2 2 2 → 4 → 9 → 19

Menzel1 (1, 1) 3 2 2 2 → 4 → 9 → 20

注 3. 例子DZ3和Menzel1表明, 算法MRRB1对于带有近似系数的多项式系统

和超定系统(方程个数大于变元个数)同样有效.
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本章中, 我们介绍了经典的多项式系统正则根的区间验证方法, 讨论了验证

孤立奇异根的若干难点和解决思路. 利用宽度为 1的特殊情形下重结构的参数

化表示, 我们提出了一种计算近似奇异根可信误差界的新算法, 从而保证了一个

带有微小扰动的多项式系统, 在误差界内有一个宽度为 1的孤立奇异根. 对于一

般的孤立奇异根, 我们提出一种带光滑参数的 deflation技术, 并且基于这种技

术, 我们将验证宽度为 1孤立奇异根的算法推广到了一般情形.

4.1 根根根的的的区区区间间间验验验证证证

大多数基于浮点计算的求根算法, 只能对数值结果的近似程度提供误差“估

计”. 我们希望能够计算近似根的误差“界”, 从而证明精确根的存在性.

问题 4.1. 对于给定的一个多项式系统F = {f1, . . . , fn}, fi ∈ R[x]和它的一个
近似根 x̃ ∈ Rn, 如何得到一个区间向量X ∈ IRn, 使得存在唯一的 x̂ ∈ x̃ +X满

足F (x̂) = 0?

记 IR是实数域上的区间集合, IRn和 IRn×n分别是实数域上的区间向量集

合和区间矩阵集合. 除非特殊声明, 本章只考虑实系数多项式系统的实根.

下面我们介绍多项式系统正则根的区间验证方法, 并且讨论验证奇异根的

若干难点和解决思路.

4.1.1 正正正则则则根根根

多项式系统正则根的区间验证主要基于如下定理 [15, 25, 33]:

定理 4.1. 假设 x̃ ∈ Rn是F = {f1, . . . , fn}的近似根, fi ∈ R[x]. 对于给定的区
间向量X ∈ IRn满足0 ∈ X和区间矩阵M ∈ IRn×n满足∇fi(x̃ +X) ⊆ Mi,:,如

果区间判定条件

−F−1
x (x̃)F (x̃) + (In − F−1

x (x̃)M)X ⊆ int(X)

成立, 则存在唯一的 x̂ ∈ x̃+X满足F (x̂) = 0. 而且所有矩阵 M̃ ∈ M都是非奇

异的, 特别地, Jacobian矩阵Fx(x̂)非奇异.
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定理 4.1的证明主要基于Brouwer的区间不动点定理和多变元系统的中值

定理 [33]: 对∀ỹ ∈ x̃ +X, 存在 M̃ ∈ M满足F (ỹ) = F (x̃) + M̃(ỹ − x̃). 基于定

理 4.1, S. Rump在 INTLAB [34]中已经实现了算法 verifynlss. 值得注意的是, 算

法 verifynlss由两部分组成: 首先对近似根 x̃进行精化, 然后利用定理 4.1进行验

证, 从而得到 x̂ ∈ x̃+X.

例 4.1 (例 2.1的延续). 对于F = {x2
1x2 − x1x

2
2, x1 − x2

2}和近似根 (1.01, 1.01),

≫ f = inline(′[x(1)2 ∗ x(2)− x(1) ∗ x(2)2;x(1)− x(2)2]′)

f =

Inline function :

f(x) = [x(1)2 ∗ x(2)− x(1) ∗ x(2)2;x(1)− x(2)2]

≫ verifynlss(f, [1.01; 1.01])

intval ans =

[0.99999999999999, 1.00000000000001]

[0.99999999999999, 1.00000000000001]

而对于近似根 (0.01, 0.01),

≫ verifynlss(f, [0.01; 0.01])

intval ans =

[ NaN, NaN]

[ NaN, NaN]

这是因为 (1, 1)是F (x1, x2) = 0的正则根, 而 (0, 0)是奇异根.

由上面的例子可以看出, 算法 verifynlss只适用于多项式系统正则根的区间

验证(Jacobian矩阵Fx(x̂)非奇异).

4.1.2 奇奇奇异异异根根根

利用第三章中介绍的 deflation技术, 可以将多项式系统奇异根的可信验证

问题转化为一个增广系统正则根的区间验证. 但通过 deflation技术得到的增广

系统总是超定的(over-determined), 从而导致定理 4.1依然无法适用.

为了克服这个困难, 我们试图对原多项式系统添加一些光滑参数, 构造一个

带扰动的多项式系统, 然后验证它在狭窄的扰动误差界内有一个孤立奇异根. 这
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种解决思路是合理的, 因为验证多项式系统是否有奇异根是一个病态问题—多

项式系数任意微小的扰动都可能导致一个奇异根变成一族正则根. 因此, 利用带

有舍入误差的浮点计算, 来验证多项式系统奇异根的存在性是不可能的 [35].

目前已经有一些工作 [13, 21, 35]沿着这种解决思路进行了尝试.

Y. Kanzawa和 S. Oishi首先注意到光滑参数的添加位置和 Jacobian矩阵行

的线性无关性有关 [13]. 他们提出了一种带光滑参数的 deflation技术, 使增广系

统的变元个数等于方程个数. 然后利用定理 4.1, 证明了增广系统正则根的存在

唯一性, 从而给出了“不完美”奇异根(imperfect singular solution)的区间验证.

例 4.2 (例 2.11的延续). 对于F = {x2
1 + x2 − 3, x1 + 0.125x2

2 − 1.5}和它的一个
近似根 x̃ = (1.01, 2.01), F的 Jacobian矩阵

Fx(x̃) =

(
2.02 1

1 0.5025

)
.

由于Fx(x̃)的第一行能被第二行近似线性表示, 我们将第一个光滑参数x3

添加到第一个方程上, 得到G = {f1 + x3, f2, 2x1 + x4, 0.25x2x4 + 1}和它的一个
近似根 ỹ = (1.01, 2.01, 0,−2.014). G的 Jacobian矩阵

Gx(ỹ) =


2.02 1 1 0

1 0.5025 0 0

2 0 0 1

0 −0.5035 0 0.5025

 .

由于Gx(ỹ)的第三行能被另三行近似线性表示, 我们将第二个光滑参数x5

添加到第三个方程上,得到H = {g1, g2, g3+x5, g4, 2x1+x6+x7, 0.25x2x6+1, x8+

2, 0.25x4x6 + 0.25x2x8}和近似根 z̃ = (1.01, 2.01, 0,−2.014, 0,−1.99, 0.03,−2).

≫ f = inline(′[x(1)2 + x(2)− 3 + x(3);x(1) + 0.125 ∗ x(2)2 − 1.5;

2 ∗ x(1) + x(4) + x(5); 1 + 0.25 ∗ x(2) ∗ x(4); 2 ∗ x(1) + x(6) + x(7);

1 + 0.25 ∗ x(2) ∗ x(6);x(8) + 2; 0.25 ∗ x(4) ∗ x(6) + 0.25 ∗ x(2) ∗ x(8)]′)

f =

Inline function :

f(x) = [x(1)2 + x(2)− 3 + x(3);x(1) + 0.125 ∗ x(2)2 − 1.5;

2 ∗ x(1) + x(4) + x(5); 1 + 0.25 ∗ x(2) ∗ x(4); 2 ∗ x(1) + x(6) + x(7);

1 + 0.25 ∗ x(2) ∗ x(6);x(8) + 2; 0.25 ∗ x(4) ∗ x(6) + 0.25 ∗ x(2) ∗ x(8)]
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≫ verifynlss(f, [1.01; 2.01; 0;−2.014; 0;−1.99; 0.03;−2])

intval ans =

[ 0.99999999999999, 1.00000000000001]

[ 1.99999999999999, 2.00000000000001]

[−0.00000000000001, 0.00000000000001]

[−2.00000000000001,−1.99999999999999]

[−0.00000000000001, 0.00000000000001]

[−2.00000000000001,−1.99999999999999]

[−0.00000000000001, 0.00000000000001]

[−2.00000000000000,−2.00000000000000]

上述区间向量内, 存在增广系统H唯一的一个正则根, 从而验证了F 的一

个 (x̂3, x̂5)-“不完美”奇异根(详情见 [13]).

S. Rump和S. Graillat进一步分析了二重根(double roots), 验证了一个带

扰动的多项式系统在狭窄的扰动误差界内有一个二重根 [35].

例 4.3. 对例 4.2中的G = {x2
1+x2+x3−3, x1+0.125x2

2−1.5, 2x1+x4, 0.25x2x4+1}
和近似根 ỹ = (1.01, 2.01, 0,−2.014), 扰动多项式系统 G̃ = {g1, g2, g3 + x̂5, g4}在
扰动误差界

−0.00000000000001 ≤ x̂5 ≤ 0.00000000000001

内存在唯一的二重根 (x̂1, x̂2, x̂3, x̂4), 且 rank(G̃x(x̂1, x̂2, x̂3, x̂4)) = 3.

A. Mantzaflaris和B. Mourrain利用近似局部对偶空间一组给定的既约基,

验证了一个原系统附近的多项式系统(另一个系统)有一个孤立奇异根 [21]. 这种

验证方法很大程度上依赖于给定重结构的近似程度.

沿着同样的思路, 下面利用第二章中给出的, 宽度为 1的特殊情形下重结构

的参数化表示, 我们提出了一种计算近似奇异根可信误差界的新算法, 从而保证

了一个带有微小扰动的多项式系统, 在误差界内有一个宽度为 1的孤立奇异根.
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4.2 宽宽宽度度度为为为 1的的的孤孤孤立立立奇奇奇异异异根根根的的的验验验证证证

我们注意到, [13]中的方法之所以只能验证“不完美”奇异根, 是因为他们将

光滑参数不仅添加到原系统上, 同样也添加到其他 deflation系统上. 这也是为

什么 [35]中的方法可以验证二重根的原因(唯一的光滑参数只添加到原系统上).

同时我们注意到, [21]中的方法虽然将所有光滑参数都添加到原系统上, 但由于

他们利用“近似的”重结构生成 deflation系统, 所以只能验证一个原系统附近的

多项式系统(另一个系统)有一个孤立奇异根. 因此我们考虑利用第二章中给出

的, 宽度为 1的特殊情形下重结构的参数化表示, 结合一种恰当的光滑参数添加

方法, 来验证宽度为 1的孤立奇异根的存在性.

假设 x̂ ∈ Rn是F = {f1, . . . , fn}的根, fi ∈ R[x], 满足n− rank(Fx(x̂)) = 1.

那么, 必然存在Fx(x̂)的某一列能够被其他列线性表示, 不妨设为第一列; 必然

存在Fx(x̂)的某一行能够被其他行线性表示, 不妨设为第一行. 如若不然, 我们

计算 Jacobian矩阵Fx(x̂)的一个非零零向量 (v1, . . . , vn)
T 和F T

x (x̂)一个非零零

向量 (u1, . . . , un)
T . 那么∃ t1, t2 ∈ N, 满足

|vt1| ≥ |vi|, |ut2| ≥ |ui|, i = 1, . . . , n.

交换变元次序x1 ↔ xt1和方程次序 f1 ↔ ft2 .

假设理想 I = (f1, . . . , fn)在 x̃处, 近似局部对偶空间的一组既约基有参数

化表示SpanR{1, d1 + a1,2d2 + · · ·+ a1,ndn,Λ2, . . . ,Λµ−1}. 我们引入µ− 1个光滑

参数 b0, b1, . . . , bµ−2, 并考虑增广系统:

G(x,b, a) =


F0(x,b) = F (x) +

(∑µ−2
ν=0

bνxν
1

ν!

)
e1

F1(x,b, a1,2, . . . , a1,n)
...

Fµ−1(x,b, a1,2, . . . , a1,n, . . . , aµ−1,2, . . . , aµ−1,n)

 , (4.1)

b = (b0, b1, . . . , bµ−2), a = (a1,2, . . . , a1,n, . . . , aµ−1,2, . . . , aµ−1,n), e1 = (1, 0, . . . , 0)T ,

Fk(x,b, a1,2, . . . , a1,n, . . . , ak,2, . . . , ak,n) = Λk(F0), k = 1, . . . , µ− 1.

值得注意的是, 我们将光滑参数 bν乘以第一个变元的某个幂次xν
1添加到原

系统的第一个方程上, 而选择第一个变元和第一个方程正是因为 Jacobian矩阵

的第一列和第一行能够被其他列行线性表示. (4.1)中, 增广系统G(x,b, a)的方

程个数µn等于变元个数n+ (µ− 1) + (n− 1)(µ− 1).
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定理 4.2. 如果 (x̂, b̂, â)是增广系统G(x,b, a) = 0的正则根, 那么 x̂是扰动多项

式系统 F̃ (x) := F0(x, b̂) = 0的µ重根, 且满足n− rank(F̃x(x̂)) = 1.

证明. 由G(x̂, b̂, â) = 0, 得到 F̃ (x̂) = 0, 且

F1(x̂, b̂, â1,2, . . . , â1,n) = F̃x(x̂) · â1 = 0,

â1 = (1, â1,2, . . . , â1,n)
T . 因为 â1 ̸= 0, 所以

rank(F̃x(x̂)) ≤ n− 1.

而且 F̃x(x̂)的第一列能够被其他列线性表示. 因此

rank(M) = rank(F̃x(x̂)) ≤ n− 1,

M是 F̃x(x̂)去掉第一列的子矩阵.

同样地, 由Fk(x̂, b̂, â1,2, . . . , â1,n, . . . , âk,2, . . . , âk,n) = 0 和(2.8), 得到

rank(∆k(F̃ ),M) = rank(M) ≤ n− 1, k = 2, . . . , µ− 1.

下面证明

rank(M) = n− 1且 rank(∆µ(F̃ ),M) = n.

事实上, 利用等价形式

∂Fk

∂aj,i
=

∂Fk−j

∂xi

, i = 2, . . . , n, j = 1, . . . , k − 1,

可以得到增广系统G(x,b, a)的 Jacobian矩阵Gx,b,a的简化形式

Gx,b,a =



F0,x e1 x1e1 · · · x
µ−3
1

(µ−3)!
e1

x
µ−2
1

(µ−2)!
e1 0 0 · · · 0 0

F1,x 0 e1 · · · x
µ−4
1

(µ−4)!
e1

x
µ−3
1

(µ−3)!
e1 F0,y 0 · · · 0 0

F2,x 0 0 · · · x
µ−5
1

(µ−5)!
e1

x
µ−4
1

(µ−4)!
e1 F1,y F0,y · · · 0 0

.

.

.
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.

Fµ−2,x 0 0 · · · 0 e1 Fµ−3,y Fµ−4,y · · · F0,y 0

Fµ−1,x 0 0 · · · 0 0 Fµ−2,y Fµ−3,y · · · F1,y F0,y


, (4.2)

这里y = (x2, . . . , xn), Fk,y是Fk,x去掉第一列的子矩阵, Fk,x是Fk关于变元x

的 Jacobian矩阵, k = 0, 1, . . . , µ− 1.
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假设 rank(M) ≤ n− 2, 则存在非零向量v满足Mv = 0. 那么

(0, . . . , 0,vT )T

是矩阵Gx,b,a(x̂, b̂, â)的零向量(F0,y(x̂, b̂) = M), 与 (x̂, b̂, â)是G(x,b, a) = 0的

正则根矛盾. 因此

rank(F̃x(x̂)) = rank(∆k−1(F̃ ),M) = rank(M) = n− 1.

另一方面,假设 rank(∆µ(F̃ ),M) = n−1,则存在向量v满足Mv = −∆µ(F̃ ).

由(2.8)推出

(1, â1,2, . . . , â1,n, 0, . . . , 0, 2â2,2, . . . , 2â2,n, . . . , (µ− 1)âµ,2, . . . , (µ− 1)âµ,n,v
T )T .

是矩阵Gx,b,a(x̂, b̂, â)的零向量, 同样与 (x̂, b̂, â)是G(x,b, a) = 0的正则根矛盾.

因此

rank(∆µ(F̃ ),M) = n.

最后由定理 2.13, 我们得到 x̂是扰动多项式系统 F̃ (x) = 0的µ重根.

根据定理 4.2, 如果能够验证增广系统G(x,b, a) = 0正则根 (x̂, b̂, â)的存在

性, 那么就可以保证一个带有微小扰动的多项式系统 F̃ (x) = 0有一个宽度为 1

的孤立奇异根 x̂. 下面证明, 如果多项式系统F (x) = 0有一个宽度为 1的孤立

奇异根 x̂, 那么满足G(x̂,0, â) = 0和Gx,b,a(x̂,0, â)非奇异的增广系统G(x,b, a)

必存在.

定理 4.3. 假设 x̂是多项式系统F (x) = 0的一个宽度为 1的孤立奇异根, 而且满

足 Jacobian矩阵Fx(x̂)的第一列和第一行能够分别被其他列和其他行线性表示.

那么存在形如(4.1)的增广系统G(x,b, a)和它的一个正则根 (x̂,0, â).

证明. 由Fx(x̂)的第一列和第一行能够分别被其他列和其他行线性表示, 推出

rank(M, e1) = n,

M是Fx(x̂)去掉第一列的子矩阵, e1 = (1, 0, . . . , 0)T .

假设理想 I = (f1, . . . , fn)在 x̂处局部对偶空间的一组既约基有参数化表示

SpanR{1, d1 + a1,2d2 + · · ·+ a1,ndn,Λ2, . . . ,Λµ−1}.
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构造形如(4.1)的增广系统G(x,b, a). 显然∃ â ∈ R(n−1)(µ−1)满足

G(x̂,0, â) = 0,

Dx̂(I) = SpanR{1, d1 + â1,2d2 + · · ·+ â1,ndn,Λ2, . . . ,Λµ−1}.

下面证明Gx,b,a(x̂,0, â)非奇异.

假设 rank(Gx,b,a(x̂,0, â)) < µn, 存在非零向量v, 满足Gx,b,a(x̂,0, â)v = 0.

由 rank(M, e1) = n和(4.2)的第一行, 得到 v1 ̸= 0, 不妨设 v1 = 1.

类似于定理 4.2的证明, 我们推出M(vµn−n+2, . . . , vµn)
T = −∆µ(F ). 因此

rank(∆µ(F ),M) = n− 1.

根据定理 2.13, 这与 dim(Dx̂(I)) = µ矛盾. 所以, Gx,b,a(x̂,0, â)不存在非零零向

量, 即Gx,b,a(x̂,0, â)非奇异.

对于给定的多项式系统F 和近似奇异根 x̃, 我们首先利用宽度为 1的特殊

情形下重结构的参数化表示计算

ã = (ã1,2, . . . , ã1,n, . . . , ãµ−1,2, . . . , ãµ−1,n)

和构造形如(4.1)的增广系统G(x,b, a), 然后利用定理 4.1验证近似根 (x̃,0, ã)附

近的正则根 (x̂, b̂, â), 满足G(x̂, b̂, â) = 0.

定理 4.4. 假设定理 4.1适用于增广系统G(x,b, a)和近似根 (x̃,0, ã), 并且得到

正则根 (x̂, b̂, â)的可信误差界. 那么 x̂是扰动多项式系统 F̃ (x) := F0(x, b̂)的孤

立奇异根, 满足

rank(F̃x(x̂)) = n− 1,

且Dx̂(I) = SpanR{1, d1 + â1,2d2 + · · ·+ â1,ndn,Λ2, . . . ,Λµ−1}.

证明. 定理可以由定理 4.2和定理 4.3直接得到.

例 4.4 (例 2.11的延续). 对于F = {x2
1 + x2 − 3, x1 + 0.125x2

2 − 1.5}和它的一个
近似根 x̃ = (1.01, 2.01), 利用宽度为 1的特殊情形下重结构的参数化表示

Dx̂(I) = SpanR{1, d1 + a1d2, d
2
1 + a1d1d2 + a21d

2
2 + a2d2},
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得到 ã1 = −2.014, ã2 = −1.002和构造

G(x1, x2, b0, b1, a1, a2) =



x2
1 + x2 − 3 + b0 + b1x1

x1 + 0.125x2
2 − 1.5

2x1 + a1 + b1

1 + 0.25a1x2

1 + a2

0.125a21 + 0.25a2x2


.

利用 INTLAB中的算法 verifynlss, 得到可信误差界

≫ f = inline(′[x(1)2 + x(2)− 3 + x(3) + x(1) ∗ x(4);x(1) + 0.125 ∗ x(2)2 − 1.5;

2 ∗ x(1) + x(4) + x(5); 1 + 0.25 ∗ x(2) ∗ x(5);

1 + x(6); 0.125 ∗ x(5)2 + 0.25 ∗ x(2) ∗ x(6)]′)

f =

Inline function :

f(x) = [x(1)2 + x(2)− 3 + x(3) + x(1) ∗ x(4);x(1) + 0.125 ∗ x(2)2 − 1.5;

2 ∗ x(1) + x(4) + x(5); 1 + 0.25 ∗ x(2) ∗ x(5);

1 + x(6); 0.125 ∗ x(5)2 + 0.25 ∗ x(2) ∗ x(6)]

≫ verifynlss(f, [1.01; 2.01; 0; 0;−2.014;−1.002])

intval ans =

[ 0.99999999999999, 1.00000000000001]

[ 1.99999999999999, 2.00000000000001]

[−0.00000000000001, 0.00000000000001]

[−0.00000000000001, 0.00000000000001]

[−2.00000000000001,−1.99999999999999]

[−1.00000000000000,−1.00000000000000]

上述区间向量内, 存在增广系统G唯一的一个正则根 (x̂, b̂, â). 最后根据定

理 4.4, 扰动多项式系统 F̃ = {x2
1 + x2 − 3 + b̂0 + b̂1x1, x1 + 0.125x2

2 − 1.5}在扰动
误差界

−0.00000000000001 ≤ b̂0 ≤ 0.00000000000001

−0.00000000000001 ≤ b̂1 ≤ 0.00000000000001
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内存在唯一的孤立奇异根 (x̂1, x̂2), 而且

Dx̂(I) = SpanR{1, d1 + â1d2, d
2
1 + â1d1d2 + â21d

2
2 + â2d2}.

注意到宽度为 1的特殊情形下, 光滑参数添加的形式(乘以某个变元的幂

次)和位置(原系统的某个方程), 是由 Jacobian矩阵中能够被其他列和其他行线

性表示的“某列”和“某行”决定的. 受此启发, 下面对于一般的孤立奇异根, 我们

提出一种带光滑参数的 deflation技术, 并且基于这种技术, 我们将验证宽度为 1

孤立奇异根的方法推广到一般情形.

4.3 带带带光光光滑滑滑参参参数数数的的的deflation技技技术术术

假设 x̂ ∈ Rn是F = {f1, . . . , fn}的孤立奇异根, fi ∈ R[x], 满足

rank(Fx(x̂)) = n− d, (1 < d ≤ n).

第一, 必然存在Fx(x̂)的某 d列能够被其他列线性表示, 记 c = {c1, . . . , cd} (1 ≤
c1 < . . . < cd ≤ n)是它们的指标集合, F c

x(x̂)是Fx(x̂)去掉第 c1, . . . , cd列的子矩

阵, 那么

rank(F c
x(x̂)) = n− d. (4.3)

第二, 必然存在Fx(x̂)的某 d行能够被其他行线性表示, 记k = {k1, . . . , kd} (1 ≤
k1 < . . . < kd ≤ n)是它们的指标集合, 那么

rank(F c
x(x̂), Ik) = n, (4.4)

Ik = (ek1 , ek2 , . . . , ekd), eki = (0, . . . , 0,
ki
1, 0, . . . , 0)T .

基于(4.3)和(4.4)的假设, 下面我们讨论一种带光滑参数的 deflation技术.

4.3.1 一一一阶阶阶deflation

我们引入 d个光滑参数 b0,1, . . . , b0,d, 并考虑增广系统:

G(x,b0, a1) =

(
F (x) +

∑d
i=1 b0,ieki

Fx(x)v1

)
, (4.5)

b0 = (b0,1, . . . , b0,d), a1 = (a1,1, . . . , a1,n−d), v1 = (a1,1, . . . ,
c1
1, . . . ,

cd
1 , . . . , a1,n−d)

T .

显然增广系统G(x,b0, a1)的方程个数 2n等于变元个数n+ d+ (n− d).
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事实上, 如果我们不考虑(4.5)中的光滑参数, 增广系统

G̃(x, a1) =

(
F (x)

Fx(x)v1

)
(4.6)

等价于(3.3)中的一次 deflation. 由(4.3), 存在唯一的 â1 ∈ Rn−d, 使得 (x̂, â1)是增

广系统 G̃(x, a1) = 0的根. 显然, (x̂,0, â1)是G(x,b0, a1) = 0的根.

定理 4.5. 比较(4.5)和(4.6)中两个增广系统的 Jacobian矩阵,

null (Gx,b0,a1(x̂,0, â1)) =




y1

0

y2

 ∈ R2n |

(
y1

y2

)
∈ null

(
G̃x,a1(x̂, â1)

) .

证明. 计算(4.5)和(4.6)中两个增广系统的 Jacobian矩阵

Gx,b0,a1(x̂,0, â1) =

(
Fx(x̂) Ik On,n−d

Fxx(x̂)v̂1 On,d F c
x(x̂)

)
,

G̃x,a1(x̂, â1) =

(
Fx(x̂) On,n−d

Fxx(x̂)v̂1 F c
x(x̂)

)
,

Fxx是F的Hessian矩阵, Oi,j是 i×j阶零矩阵. 若

(
y1

y2

)
∈ null

(
G̃x,a1(x̂, â1)

)
,

则


y1

0

y2

 ∈ null (Gx,b0,a1(x̂,0, â1)).

另一方面, 假设


y1

z

y2

 ∈ null (Gx,b0,a1(x̂,0, â1)), 那么

Fx(x̂)y1 + Ikz = 0.

由 rank(F c
x(x̂), Ik) = n, 显然 z = 0.

根据定理 4.5,与(4.6)中的一次deflation相比, (4.5)中带光滑参数的 deflation

得到的增广系统不仅变元个数等于方程个数, 而且保留了 Jacobian矩阵零空间

的所有信息. 因此根据定理 3.1, 重复至多 ρI次(4.5)中带光滑参数的 deflation后,

可以得到一个增广系统(变元个数等于方程个数)和它的一个正则根.
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4.3.2 二二二阶阶阶deflation

假设 (x̂,0, â1)仍然是G(x,b0, a1)的孤立奇异根, 满足

rank(Gx,b0,a1(x̂,0, â1)) = 2n− d′, (1 < d′ ≤ 2n).

记 c′ = {c′1, . . . , c′d′}和k′ = {k′
1, . . . , k

′
d′}是满足

rank(Gc′

x,b0,a1
(x̂,0, â1)) = 2n− d′. (4.7)

rank(Gc′

x,b0,a1
(x̂,0, â1), Ik′+n) = 2n, (4.8)

的指标集合, Gc′

x,b0,a1
(x̂,0, â1)是Gx,b0,a1(x̂,0, â1)去掉第 c′1, . . . , c

′
d′列的子矩阵,

Ik′+n =

(
On,d′

Ik′

)
, Ik′ = (ek′1 , ek′2 , . . . , ek′d′ ).

定理 4.6. 存在指标集合 c′ ⊆ c和k′ ⊆ k分别满足(4.7)和(4.8).

证明. 假设

Gc
x,b0,a1

(x̂,0, â1) =

(
F c
x(x̂) Ik On,n−d

⋆ On,d F c
x(x̂)

)
,

是Gx,b0,a1(x̂,0, â1)去掉第 c1, . . . , cd列的子矩阵. 由(4.3)和(4.4)推出

rank(Gc
x,b0,a1

(x̂,0, â1)) = 2n− d.

因此 d′ ≤ d, 且存在指标集合 c′ ⊆ c满足(4.7).

根据 (4.4), 显然

rank(Gc
x,b0,a1

(x̂,0, â1), Ik+n) = 2n,

Ik+n =

(
On,d

Ik

)
. 因此存在指标集合k′ ⊆ k满足(4.8).

如果 (x̂,0, â1)依然是G(x,b0, a1)的孤立奇异根, 我们再做一步(4.5)中带光

滑参数的 deflation. 根据定理 4.6, 得到新的增广系统:

H(x,b0,b1, a1, a2) =


F (x) + Ikb0

Fx(x)v1 + Ik′b1

Gx,b0,a1(x,b0, a1)v2

 (4.9)
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b1 = (b1,1, . . . , b1,d′), a2 = (a2,1, . . . , a2,2n−d′),

v2 = (a2,1, . . . ,
c′1
1, . . . ,

c′
d′

1 , . . . , a2,2n−d′)
T .

值得注意的是, 增广系统H(x,b0,b1, a1, a2)中新的光滑参数b1并没有添加

到原系统F 上, 而是添加到 deflation系统Fx(x)v1上. 下面我们考虑改进的增广

系统:

H̃(x,b0,b1, a1, a2) =


F (x) +X0b0 +X1b1

Fx(x)v1 + Ik′b1

G̃x,b0,a1(x,b0,b1, a1)v2

 , (4.10)

X0 = Ik, X1 = (xc′1
ek′1 , . . . , xc′

d′
ek′

d′
),

G̃(x,b0,b1, a1) =

(
F (x) +X0b0 +X1b1

Fx(x)v1 + Ik′b1

)
.

根据(4.7),存在唯一的 â2 ∈ R2n−d′ ,使得 (x̂,0,0, â1, â2)是H(x,b0,b1, a1, a2)

的根, 也是 H̃(x,b0,b1, a1, a2)的根.

定理 4.7. 比较(4.9)和(4.10)中两个增广系统的 Jacobian矩阵,

null (Hx,b0,b1,a1,a2(x̂,0,0, â1, â2)) = null
(
H̃x,b0,b1,a1,a2(x̂,0,0, â1, â2)

)
.

证明. 计算(4.9)中增广系统的 Jacobian矩阵Hx,b0,b1,a1,a2(x̂,0,0, â1, â2)
Fx(x̂)

Fxx(x̂)v̂1

Ik

On,d

On,d′

Ik′

On,n−d

F c
x(x̂)

O2n,2n−d′

⋆

⋆

On,d

On,d

On,d′

On,d′

⋆

⋆

F c′
x (x̂) Ik On,n−d

⋆ On,d F c
x(x̂)

 ,

和(4.10)中增广系统的 Jacobian矩阵 H̃x,b0,b1,a1,a2(x̂,0,0, â1, â2)
Fx(x̂)

Fxx(x̂)v̂1

Ik

On,d

X̂1

Ik′

On,n−d

F c
x(x̂)

O2n,2n−d′

⋆

⋆

On,d

On,d

Ik′

On,d′

⋆

⋆

F c′
x (x̂) Ik On,n−d

⋆ On,d F c
x(x̂)

 .
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X̂1 = (x̂c′1
ek′1 , . . . , x̂c′

d′
ek′

d′
).

类似于定理 4.5, 对∀ (y1, z1, z2,y2,y3)
T ∈ null (Hx,b0,b1,a1,a2(x̂,0,0, â1, â2)),

必然满足 z1 = 0, z2 = 0. 显然

null (Hx,b0,b1,a1,a2(x̂,0,0, â1, â2)) ⊆ null
(
H̃x,b0,b1,a1,a2(x̂,0,0, â1, â2)

)
.

由于k′ ⊆ k, 通过若干次初等列变换我们可以将 H̃x,b0,b1,a1,a2(x̂,0,0, â1, â2)

变成Hx,b0,b1,a1,a2(x̂,0,0, â1, â2), 因此它们的秩相等. 所以,

null (Hx,b0,b1,a1,a2(x̂,0,0, â1, â2)) = null
(
H̃x,b0,b1,a1,a2(x̂,0,0, â1, â2)

)
.

根据定理 4.7, 与(4.9)中的 deflation相比, (4.10)中改进的deflation不仅将新

的光滑参数b1也添加到原系统F 上, 而且保持了增广系统 Jacobian矩阵零空间

不变. 事实上, 如果记 F̃ (x,b0,b1) := F (x) +X0b0 +X1b1, 那么

F̃x(x,b0,b1)v1 = Fx(x)v1 + (0, · · · ,
c′1

b1,1ek′1 , · · · ,
c′
d′

b1,d′ek′
d′
, · · · ,0)v1

= Fx(x)v1 + (ek′1 , . . . , ek′d′ )b1 (c
′ ⊆ c)

= Fx(x)v1 + Ik′b1

对于给定的多项式系统F 和近似奇异根 x̃, 如果我们能够利用(4.10)中改进

的deflation得到增广系统 H̃(x,b0,b1, a1, a2)和近似根 (x̃,0,0, ã1, ã2), 然后利用

定理 4.1得到 H̃(x,b0,b1, a1, a2)正则根 (x̂, b̂0, b̂1, â1, â2)的可信误差界. 那么, x̂

是扰动多项式系统 F̃ (x, b̂0, b̂1)的孤立奇异根, 因为

F̃ (x̂, b̂0, b̂1) = F̃x(x̂, b̂0, b̂1)v̂1 = 0.

例 4.5. [7, DZ1] 考虑如下例子:

F = {x4
1 − x2x3x4, x

4
2 − x1x3x4, x

4
3 − x1x2x4, x

4
4 − x1x2x3}.

有一个 131重根 (0, 0, 0, 0).

对于近似根 x̃ = (0.01, 0.01, 0.01, 0.01), F的 Jacobian矩阵

Fx(x̃) =


0.4× 10−5 −0.0001 −0.0001 −0.0001

−0.0001 0.4× 10−5 −0.0001 −0.0001

−0.0001 −0.0001 0.4× 10−5 −0.0001

−0.0001 −0.0001 −0.0001 0.4× 10−5

 .
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近似满足 d = 4, c = k = {1, 2, 3, 4}. 因此得到增广系统

G(x,b0) =

(
F (x) + Ikb0

Fx(x)v1

)
和 b̃0 = (0, 0, 0, 0), v1 = (1, 1, 1, 1)T .

G的 Jacobian矩阵

Gx,b0(x̃, b̃0) =

(
Fx(x̃) Ik

Fxx(x̃)v1 O4,4

)
,

Fxx(x̃)v1 =


0.0012 −0.02 −0.02 −0.02

−0.02 0.0012 −0.02 −0.02

−0.02 −0.02 0.0012 −0.02

−0.02 −0.02 −0.02 0.0012


近似满足 d′ = 4, c′ = k′ = {1, 2, 3, 4}. 因此根据(4.10), 得到增广系统

H(x,b0,b1, a2) =


F (x) +X0b0 +X1b1

Fx(x)v1 + Ik′b1

G̃x,b0(x,b0,b1)v2


和近似根 b̃1 = (0, 0, 0, 0), ã2 = (0.0003, 0.0003, 0.0003, 0.0003),

v2 = (1, 1, 1, 1, a2,1, a2,2, a2,3, a2,4)
T .

利用 INTLAB中的算法 verifynlss, 得到可信误差界

−10−321 ≤ x̂i, b̂0,i, b̂1,i, â2,i ≤ 10−321,

i = 1, 2, 3, 4. 因此 (x̂1, x̂2, x̂3, x̂4)是扰动多项式系统

F̃ (x, b̂0, b̂1) =


x4
1 − x2x3x4 + b̂0,1 + b̂1,1x1

x4
2 − x1x3x4 + b̂0,2 + b̂1,2x2

x4
3 − x1x2x4 + b̂0,3 + b̂1,3x3

x4
4 − x1x2x3 + b̂0,4 + b̂1,4x4


的孤立奇异根.

由上面的例子可以看出, 正因为(4.10)中改进的 deflation将原本应该添加

到deflation系统Fx(x)v1上的光滑参数b1, 以X1b1的形式添加到原系统F 上,

所以成功验证了扰动多项式系统 F̃ (x, b̂0, b̂1)的孤立奇异根. 下面我们将这种改

进的 deflation推广到更高阶情形.
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4.3.3 高高高阶阶阶deflation

我们现在递归地给出改进的高阶 deflation:

假设 (x̂,0, â)仍然是Gt(x,b, a)的孤立奇异根,

b = (b0, . . . ,bt−1), a = (a1, . . . , at), t > 0,

满足

rank(Gt,x,b,a(x̂,0, â) = 2tn− d(t), (1 < d(t) ≤ 2tn).

记 c(t) = {c(t)1 , . . . , c
(t)

d(t)
}和k(t) = {k(t)

1 , . . . , k
(t)

d(t)
}是满足

rank(Gc(t)

t,x,b,a(x̂,0, â)) = 2tn− d(t). (4.11)

rank(Gc(t)

t,x,b,a(x̂,0, â), Ik(t)+2tn−n) = 2tn, (4.12)

的指标集合, Gc(t)

t,x,b,a(x̂,0, â)是Gt,x,b,a(x̂,0, â)去掉第 c
(t)
1 , . . . , c

(t)

d(t)
列的余子式,

Ik(t)+2tn−n =

(
O2tn−n,d(t)

Ik(t)

)
, Ik(t) = (e

k
(t)
1
, e

k
(t)
2
, . . . , e

k
(t)

d(t)

).

我们考虑增广系统:

Gt+1(x,b,bt, a, at+1) =



F (x) +
∑t

i=0 Xibi

Fx(x)v1 +
∑t

i=1 X
′
ibi

G1,x,b0,a1(x,b,bt+1, a1)v2

G2,x,b0,b1,a1,a2(x,b,bt+1, a1, a2)v3

...

Gt,x,b,a(x,b,bt+1, a)vt+1


, (4.13)

Xi =
1
i!

(
xi

c
(i)
1

e
k
(i)
1
, . . . , xi

c
(i)

d(i)

e
k
(i)

d(i)

)
, X ′

i =
1

(i−1)!

(
x
(i−1)

c
(i)
1

e
k
(i)
1
, . . . , x

(i−1)

c
(i)

d(i)

e
k
(i)

d(i)

)
,

Gj(x,b,bt+1, a1, . . . , aj) =



F (x) +
∑t

i=0 Xibi

Fx(x)v1 +
∑t

i=1 X
′
ibi

G1,x,b0,a1(x,b,bt+1, a1)v2

...

Gj−1,x,b0,...,bj−2,a1,...,aj−1
(x,b,bt+1, a1, . . . , aj−1)vj


.
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4.3.4 有有有限限限终终终止止止性性性

如果 x̂是F的孤立奇异根, 那么(4.13)中改进的 deflation是有限终止的.

定理 4.8. 假设 x̂ ∈ Rn是F = {f1, . . . , fn}的孤立奇异根, fi ∈ R[x], 那么重复
至多 ρI次(4.13)中改进的 deflation后, 可以得到一个增广系统和它的一个正则

根.

证明. 首先根据定理 4.7, 可以归纳地证明出, 利用(4.5)和(4.13)中的 deflation得

到的增广系统 Jacobian矩阵零空间总保持不变; 然后根据定理 4.5, 可以归纳地

证明出, 利用(4.5)和(4.6)中的 deflation得到的增广系统 Jacobian矩阵零空间的

维数总相等; 最后根据定理 3.1, 重复至多 ρI次(4.6)中的 deflation后, 可以得到

一个增广系统和它的一个正则根, 所以定理成立.

4.3.5 一一一般般般的的的孤孤孤立立立奇奇奇异异异根根根的的的验验验证证证

定理 4.9. 存在指标集合 c(t) ⊆ c(t−1)和k(t) ⊆ k(t−1)分别满足(4.11)和(4.12).

证明. 根据定理 4.6, 4.7可以归纳地得到.

对于给定的多项式系统F和近似奇异根 x̃,重复 t次(4.13)中改进的deflation

后, 我们得到增广系统Gt(x,b, a)和近似根 (x̃,0, ã).

定理 4.10. 假设定理 4.1适用于增广系统Gt(x,b, a)和近似根 (x̃,0, ã), 并且得

到正则根 (x̂, b̂, â)的可信误差界. 那么 x̂是扰动多项式系统

F̃ (x, b̂) := F (x) +
t∑

i=0

Xib̂i

的孤立奇异根, 满足

rank(F̃x(x̂)) < n.

证明. 显然 F̃ (x̂, b̂) = 0. 根据定理 4.9, 得到

F̃x(x̂, b̂)v̂1 = Fx(x)v̂1 +
t∑

i=1

X̂ ′
ib̂i = 0.

再由 v̂1 ̸= 0, 推出 rank(F̃x(x̂)) < n.



66 多项式系统孤立奇异根的数值精化和可信验证

例 4.6. [7, DZ2] 考虑如下例子:

F = {x4
1, x

2
1x2 + x4

2, x3 + x2
3 − 7x3

1 − 8x2
1}.

有一个 16重根 (0, 0,−1).

对于近似根 x̃ = (0.01, 0.01,−1.01), 应用二阶 deflation得到

G2(x,b0,b1, a1, a2) =


F (x) +X0b0 +X1b1

Fx(x)v1 +X ′
1b1

G1,x,b0,a1(x,b0,b1, a1)v2

 ,

X0 =


1 0

0 1

0 0

 , X1 =


x1 0

0 x2

0 0

 , X ′
1 =


1 0

0 1

0 0

 ,

此时 d(2) = 1, c(2) = k(2) = {1}. 因此根据(4.13), 得到增广系统

G3(x,b, a) =


F (x) +X0b0 +X1b1 +X2b2

Fx(x)v1 +X ′
1b1 +X ′

2b2

G1,x,b0,a1(x,b0,b1,b2, a1)v2

G2,x,b0,b1,a1,a2(x,b0,b1,b2, a1, a2)v3,

 ,

X2 =
1

2


x2
1

0

0

 , X ′
2 =


x1

0

0

 .

利用 INTLAB中的算法 verifynlss, 我们得到扰动多项式系统

F̃ (x, b̂) = {f1 + b̂0,1 + b̂1,1x1 +
1

2
b̂2,1x

2
1, f2 + b̂0,2 + b̂1,2x2, f3}.

在扰动误差界

−0.00000000000001 ≤ b̂0,1, b̂0,2, b̂1,1, b̂1,2, b̂2,1 ≤ 0.00000000000001,

内有孤立奇异根 (x̂1, x̂2, x̂3), 满足

−0.00000000000001 ≤ x̂1, x̂2 ≤ 0.00000000000001,

−1.00000000000001 ≤ x̂3 ≤ −0.99999999999999.
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4.4 数数数值值值实实实验验验

根据上述分析,我们接下来给出算法VISS (Verification for Isolated Singular

Solution).

算算算法法法：：：VISS

输入：I 多项式系统F = {f1, . . . , fn}, fi ∈ R[x], 近似根 x̃ ∈ Cn和容忍度 τ .

输出：I 扰动多项式系统 F̃ (x,b)和可信误差界X, B.

第 1步 计算 Jacobian矩阵Fx(x̃)的奇异值分解Fx(x̃) = U · Σ · V ⋆, σ0 := +∞.

- 如果σn < τ ≪ σn−1, 根据(4.1)构造增广系统G和计算 (x̃,0, ã).

- 如果σn−d+1 < τ ≪ σn−d, 根据(4.13)构造增广系统G和计算 (x̃,0, ã).

第 2步 利用 INTLAB中的算法 verifynlss计算X, B, 同时返回 F̃ (x,b).

诸一骏帮我们在matlab中实现了算法VISS, 程序代码和一些例子的实验结

果可以在 http://www.mmrc.iss.ac.cn/~lzhi/Research/hybrid/VISS/找到.

表 4.1展示了算法VISS对下述例子和表 3.1中部分例子的测试结果:

1. DZ1 [7]: x4
1 − x2x3x4, x

4
2 − x1x3x4, x

4
3 − x1x2x4, x

4
4 − x1x2x3, (0, 0, 0, 0)

2. DZ2 [7]: x4, x2y + y4, z + z2 − 7x3 − 8x2, (0, 0,−1)

3. cbms1 [39]: x3 − yz, y3 − xz, z3 − xy, (0, 0, 0)

4. cbms2 [39]: x3 − 3x2y + 3xy2 − y3 − z2, z3 − 3z2x+ 3zx2 − x3 − y2,

y3 − 3y2z + 3yz2 − z3 − x2, (0, 0, 0)

5. mth191 [17]: x3 + y2 + z2 − 1, x2 + y3 + z2 − 1, x2 + y2 + z3 − 1, (0, 1, 0)

6. KSS [14]: fi = x2
i +

∑10
j=1 xj − 2xi − 9 (i = 1, . . . , 10), (1, . . . , 1)

7. Caprasse [26]: x2
2x3 + 2x1x2x4 − 2x1 − x3, 2x2x3x4 + x1x

2
4 − x1 − 2x3,

−x1x
3
3 + 4x2x

2
3x4 + 4x1x3x

2
4 + 2x2x

3
4 + 4x1x3 + 4x2

3 − 10x2x4 − 10x2
4 + 2,

−x3
1x3 + 4x1x

2
2x3 + 4x2

1x2x4 + 2x3
2x4 + 4x2

1 − 10x2
2 + 4x1x3 − 10x2x4 + 2,

(2,−i
√
3, 2, i

√
3)

http://www.mmrc.iss.ac.cn/~lzhi/Research/hybrid/VISS/


68 多项式系统孤立奇异根的数值精化和可信验证

8. cyclic9 [9]: fi =
∑8

j=0

∏i+j
k=j xk (i = 0, . . . , 7), f8 = 1−

∏8
j=0 xj,

(z0, z1, z2, z0,−z2,−z1, z0,−z2,−z1), z0 = −.9396926− .3420201i,

z1 = −2.4601472− .8954204i, z2 = −.3589306− .1306401i

9. LZ [18]: fi = x2
i + xi − xi+1 (i = 1, . . . , 999), f1000 = x3

1000, (0, . . . , 0)

表 4.1中第四列表示 deflation过程中增广系统的 Jacobian矩阵近似零空间

的维数变化, 最后两列表示孤立奇异根和光滑参数的可信误差界规模.

表 4.1: 算法VISS的实验结果

系统 变元 重数 d(t) ∥X∥ ∥B∥
DZ1 4 131 4 → 4 → 0 e-321 e-321

DZ2 3 16 2 → 2 → 1 → 0 e-14 e-14

cbms1 3 11 3 → 0 e-321 e-321

cbms2 3 8 3 → 0 e-321 e-321

mth191 3 4 2 → 0 e-14 e-14

KSS 10 638 9 → 0 e-14 e-14

Caprasse 4 4 2 → 0 e-14 e-14

cyclic9 9 4 2 → 0 e-13 e-13

RG 2 4 1 → 1 → 1 → 0 e-14 e-14

LZ 1000 3 1 → 1 → 0 e-12 e-12

Ojika1 2 3 1 → 1 → 0 e-14 e-14

Ojika2 3 2 1 → 0 e-14 e-14

Ojika3 3 2 1 → 0 e-14 e-14

Ojika4 3 3 1 → 1 → 0 e-14 e-14

Decker2 3 4 1 → 1 → 1 → 0 e-14 e-14

DZ3 2 4 1 → 1 → 1 → 0 e-7 e-7

注 4. 例子KSS表明, 对于一般的孤立奇异根, 实际的 deflation次数有时要远远

小于理论的界; 例子Caprasse和 cyclic9表明, 算法VISS对于复的孤立奇异根同
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样适用. 值得注意的是例子DZ3, 由于我们将多项式系数截断成浮点小数, 因此

算法VISS得到的扰动误差界B不包含零.





第第第五五五章章章 结结结论论论与与与展展展望望望

本文主要研究多项式系统孤立奇异根的数值精化和可信验证问题.

第二章中, 我们讨论了多项式系统在孤立奇异根处, 局部对偶空间的性质和

重结构的计算. 利用一些正则化和约化技巧, 我们提出了一种计算宽度为 1的特

殊情形下, 局部对偶空间一组既约基的新算法MSB1 , 从而将算法涉及的矩阵的

最大规模降低为方程个数×变元个数(首次与孤立奇异根的重数无关). 更为重

要的是, 我们首次给出了宽度为 1的特殊情形下, 局部对偶空间一组既约基的参

数化表示. 算法MSB1对于解析系统同样适用, 而算法AMSB1可以用于计算带

有近似系数的多项式系统或近似奇异根, 在宽度为 1的特殊情形下, 近似局部对

偶空间的一组既约基. 数值实验表明, 无论从计算时间还是存储空间上, 算法都

是十分高效的.

第三章中, 我们研究了多项式系统孤立奇异根的数值精化问题. 我们首次证

明了经典的 deflation方法, 在宽度为 1的特殊情形下的一个猜想: 一次 deflation

会使多项式系统在孤立奇异根处局部对偶空间的深度严格降 1. 对于精化宽度

为 1的孤立奇异根附近的近似根, 我们提出了一种新算法MRRB1: 解一个正则

化的最小二乘问题作为初始近似根的预处理, 从而得到一个更好的近似根和一

个能够达到二次收敛的迭代方向; 通过计算近似局部对偶空间的一组既约基和

解一个线性方程组, 从而确定合适的迭代步长. 我们证明了算法MRRB1在宽度

为 1的孤立奇异根附近是二次收敛的, 而且数值实验表明, 算法对于带有近似系

数的多项式系统和超定系统(方程个数大于变元个数)同样有效.

第四章中, 我们研究了多项式系统孤立奇异根的可信验证问题. 利用区间

验证方法和第二章中给出的宽度为 1的特殊情形下, 局部对偶空间一组既约基

的参数化表示, 我们提出了一种计算近似奇异根可信误差界的新算法, 其可以

验证一个带有微小扰动的多项式系统, 在误差界内有一个宽度为 1的孤立奇异

根. 对于一般的孤立奇异根, 我们提出一种带光滑参数的 deflation技术, 并证明

了它的有限终止性, 从而将验证宽度为 1的孤立奇异根的方法推广到一般情形.

在Matlab中我们实现了算法VISS并且测试了大量的例子, 数值实验表明, 算法

对于带有近似系数的多项式系统和复的孤立奇异根同样适用.

今后的工作主要包含以下几个方向:
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1. 将多项式系统在孤立奇异根处的局部对偶空间的概念, 推广到不可约代数

簇上, 并且以此为工具研究多项式系统正维解的奇异性.

2. 将已有的工作应用到几何建模问题中去, 例如计算隐式曲线曲面的拓扑和

参数曲面的交点等.

3. 研究更多非线性系统(例如微分方程)解的可信验证问题.



附附附 录录录

假设 x̂ ∈ Kn是F = {f1, . . . , fm}的根, fi ∈ K[x], 满足n− rank(Fx(x̂)) = 1,

且Fx(x̂)的第一列能够被其他列线性表示. 因此, 由定理 2.13, Dx̂(I)的一组既约

基有参数化表示 {1, d1 + a1,2d2 + · · ·+ a1,ndn, . . . ,Λµ−1}, 满足

Λk = ∆k + ak,2d2 + · · ·+ ak,ndn, k = 2, . . . , µ− 1,

∆k =
∑

1<|α|≤k

cαdα = Ψx1(Λk−1) +
k−1∑
j=1

ak−j,2Ψx2(Λj) + · · ·+
k−1∑
j=1

ak−j,nΨxn(Λj).

这里dα = dα1
1 · · · dαn

n , dαi
i = 1

αi!
∂αi

∂x
αi
i

. 下面证明∆k满足的另一个等价形式.

命题 5.1.

k∆k = Λk−1
∂

∂x1

+
n∑

j=2

(a1,jΛk−1 + · · ·+ (k − 1)ak−1,jΛ1)
∂

∂xj

.

证明. 采用归纳法证明. 首先根据定理 2.13得到

∆2 = (d1 + a1,2d2 + · · ·+ a1,ndn)d1 +
n∑

j=2

a1,j(a1,jdj + · · ·+ a1,ndn)dj

=
1

2

[
(
∂

∂x1

+ a1,2
∂

∂x2

+ · · ·+ a1,n
∂

∂xn

)
∂

∂x1

+
n∑

j=2

a1,j(
∂

∂x1

+ a1,2
∂

∂x2

+ · · ·+ a1,n
∂

∂xn

)
∂

∂xj

]
.

因此对于 k = 2, 命题成立. 假设∆k满足如上等式, 下面证明∆k+1也满足. 记

Γk := Λk−1
∂

∂x1

+
n∑

j=2

(a1,jΛk−1 + · · ·+ (k − 1)ak−1,jΛ1)
∂

∂xj

,

CΛk
dα , C

∆k
dα 和CΓk

dα分别是dα在Λk, ∆k和Γk中的系数. 下面证明

C
Γk+1

dα = (k + 1)C
∆k+1

dα , ∀α ∈ Nn, |α| ≤ k + 1.
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对于dα = dα1
1 · · · dαn

n , 记录α中非零元素的顺序和位置. 如果αi ̸= 0,

jα1+···+αi−1+l := i, l = 1, . . . , αi.

那么dα =
∏|α|

l=1 djl . 例如对于dα = d21d3d
2
4, 记 j1 = j2 = 1, j3 = 3, j4 = j5 = 4.

根据引理 2.12, C
∆k+1

dα = CΛk

Φx1(d
α), α1 ̸= 0,

C
∆k+1

dα = a1,jC
Λk

Φxj (d
α) + · · ·+ ak,jC

Λ1

Φxj (d
α), αj ̸= 0.

(5.1)

接下来利用上述公式分次分类地证明C
Γk+1

dα = (k + 1)C
∆k+1

dα .

1. 如果 |α| = 2且α1 ̸= 0, 即dα = dj1dj2 , j1 = 1, 1 < j2 ≤ n, 那么

C
Γk+1

dα = ak,j2 + k ak,j2 = (k + 1)ak,j2 = (k + 1)C
∆k+1

dα .

2. 如果 |α| = 2且α1 = 0, 即dα = dj1dj2 , 1 < j1 ≤ j2 ≤ n, 那么

C
Γk+1

dα = a1,j1ak,j2 + · · ·+ kak,j1a1,j2

+a1,j2ak,j1 + · · ·+ kak,j2a1,j1

= (k + 1)(a1,j1ak,j2 + · · ·+ ak,j1a1,j2)

= (k + 1)C
∆k+1

dα .

3. 如果 |α| > 2且α1 ̸= 0, 利用归纳法,

CΓk

Φx1 (d
α) = kC∆k

Φx1 (d
α)

= (α1 − 1)C
Λk−1

Φ2
x1

(dα) +
n∑

j=2

αj

(
a1,jC

Λk−1

Φx1Φxj (d
α) + · · ·+ (k − 2)ak−2,jC

Λ1

Φx1Φxj (d
α)

)
.

再由(5.1), 得到C
∆k+1

dα = CΛk

Φx1 (d
α) = C∆k

Φx1(d
α)且

C
Γk+1

dα = α1C
Λk

Φx1 (d
α) +

n∑
j=2

αj

(
a1,jC

Λk

Φxj (d
α) + · · ·+ (k − 1)ak−1,jC

Λ1

Φxj (d
α)

)
= α1C

Λk−1

Φ2
x1

(dα) +
n∑

j=2

αj

(
a1,jC

Λk−1

Φx1Φxj (d
α) + · · ·+ (k − 2)ak−2,jC

Λ1

Φx1Φxj (d
α)

)
= (k + 1)C∆k

Φx1 (d
α) = (k + 1)C

∆k+1

dα .
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4. 如果 |α| > 2且α1 = 0,

C
Γk+1

dα =a1,j1C
∆k

Φxj1
(dα) + · · ·+ kak,j1C

∆1

Φxj1
(dα)

+ · · ·+ a1,j|α|C
∆k

Φxj|α|
(dα) + · · ·+ kak,j|α|C

∆1

Φxj|α|
(dα).

再由(5.1)推出C∆k
dα = a1,j1C

Λk−1

Φxj1
(dα) + · · ·+ ak−1,j1C

Λ1

Φxj1
(dα).

考虑C
Γk+1

dα 中关于 ap,j1的部分, 1 ≤ p ≤ k,

pap,j1C
Λk−p+1

Φxj1
(dα)

+ ap,j1

(
a1,j2C

Λk−p

Φxj1
Φxj2

(dα) + · · ·+ (k − p)ak−p,j2C
Λ1

Φxj1
Φxj2

(dα)

)
+ · · ·+ ap,j1

(
a1,j|α|C

Λk−p

Φxj1
Φxj|α|

(dα) + · · ·+ (k − p) · ak−p,j|α|C
Λ1

Φxj1
Φxj|α|

(dα)

)
= p · ap,j1C

Λk−p+1

Φxj1
(dα) + (k − p+ 1)ap,j1C

Λk−p+1

Φxj1
(dα)

= (k + 1)ap,j1C
Λk−p+1

Φxj1
(dα).

因此, C
Γk+1

dα = (k + 1)
∑k

p=1 ap,j1C
Λk−p+1

Φxj1
(dα) = (k + 1)C

∆k+1

dα .

根据上述分析我们得到, 对∀α ∈ Nn, |α| ≤ k + 1, C
Γk+1

dα = (k + 1)C
∆k+1

dα . 所以

命题成立.

命题 5.2. 假设两组多项式系统

Fi := Gi + Fx · ai, Gi :=
i−1∑
j=1

j

i
· Fi−j,x · aj, i = 2, . . . , µ− 1,

F1 = Fx · a1. a1 := (1, a1,2, . . . , a1,n)
T , ai := (0, ai,2, . . . , ai,n)

T . 那么

Fi(x̂) = Λi(F ), Gi(x̂) = ∆i(F ).

证明. 首先由F1 = Fx · a1, 得到

Λ1(F ) = (d1 + ak,2d2 + · · ·+ ak,ndn)(F )

= Fx(x̂) · a1

= F1(x̂).
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根据命题 5.1, 可以归纳地证明出

∆i(F ) =
1

i

[
Λi−1

∂

∂x1

+
n∑

j=2

(a1,jΛi−1 + · · ·+ (i− 1)ai−1,jΛ1)
∂

∂xj

]
(F )

=
1

i

[
Λi−1

(
∂

∂x1

+ a1,2
∂

∂x2

+ · · ·+ a1,n
∂

∂xn

)
+

i−1∑
j=2

(i− j)Λi−j

(
aj,2

∂

∂x2

+ · · ·+ aj,n
∂

∂xn

)]
(F )

=
i−1∑
j=1

j

i
· Fi−j,x(x̂) · aj

= Gi(x̂),

还有

Λi(F ) = (∆i + ak,2d2 + · · ·+ ak,ndn)(F )

= ∆i(F ) + Fx(x̂) · ai

= Gi(x̂) + Fx(x̂) · ai

= Fi(x̂).

所以命题成立.

命题 5.3. 假设 rank(M) = n− 1, M是Fx(x̂)去掉第一列剩下的子矩阵, 那么增

广系统

G(x,λ) =


F,

Fxλ,

λ1 − 1,

在 (x̂, λ̂)处局部对偶空间的一组既约基有如下形式:

D(x̂,λ̂)(J) = SpanC{1, d1 + a1,2d2 + · · ·+ a1,ndn + 2a2,2dn+2 + · · ·+ 2a2,nd2n,

. . . ,∆′
µ−2 + (µ− 1)aµ−1,2dn+2 + · · ·+ (µ− 1)aµ−1,nd2n},

而且满足

∆′
k(Fxλ) = (k + 1)∆k+1(F ).
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证明. 类似于定理 3.1的证明, 可以归纳地得到∆′
k满足

∆′
k = Λk +

n∑
j=2

(2a2,jΛk−1 + · · ·+ kak−1,jΛ1)dn+j +
∑

dα∈R1,dβ∈R2,|β|>1

cα+βdαdβ,

R1 = C[d1, . . . , dn], R2 = C[dn+2, . . . , dn+r+1]. 因此

∆′
k(Fxλ) = Λk(Fxa1) +

n∑
j=2

(2a2,jΛk−1 + · · ·+ kak−1,jΛ1)

(
∂F

∂xj

)

= Λk

(
∂F

∂x1

)
+

n∑
j=2

(a1,jΛk + · · ·+ kak−1,jΛ1)

(
∂F

∂xj

)

根据命题 5.1得到

∆′
k(Fxλ) = (k + 1)∆k+1(F ).

所以增广系统G(x,λ)在 (x̂, λ̂)处局部对偶空间的一组既约基满足

Λ′
k(Fxλ) = [∆′

k + (k + 1)ak+1,2dn+2 + · · ·+ (k + 1)ak+1,nd2n] (Fxλ)

= [(k + 1)∆k+1 + (k + 1)ak+1,2d2 + · · ·+ (k + 1)ak+1,ndn] (F )

= (k + 1)Λk+1(F ) = 0.
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