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摘 要

摘 要

多项式优化问题在生产生活实践中广泛出现，其强大的建模能力和丰富的
代数性质使得多项式优化理论在优化领域占据独特地位。群作用是描述对称性
的基本工具，合理地利用群作用有助于简化问题的分析和计算。本文讨论了群作
用及其在优化领域中的两个应用：无标记传感问题和 Cayley变换的表示理论。
无标记传感问题（USP）旨在求解一个线性方程组 𝐴𝑥 = 𝜋𝑦，其中右端项带

有未知置换 𝜋 ∈ 𝔖𝑚的作用。这一数学问题在数据保护，信号处理，生物信息学
等领域中有应用。本文讨论了无标记传感问题的解的性质和数值求解的算法.

本文通过考察 USP中的双有理等价特性证明了一般的 𝑛个未知数的 USP可
以被 𝑛 + 1个等幂和多项式唯一求解。利用解的唯一性，本文提出了求解 𝑛 + 1个
幂和多项式超定系统的符号（基于 Gröbner基）和数值（基于半定规划）计算方
法。超定系统的引入使得算法避免计算 𝑂(𝑛!)多个增根的信息，从而提高计算效
率。松弛阶取 ⌈𝑛+1

2 ⌉时，我们的数值算法相较于同伦算法有显著加速。通过数值
实验我们测试了算法的有效性和稳定性。

经典 Cayley 变换作为二次矩阵群与其 Lie 代数间的等变的双有理映射由
Cayley于 1846年首次发现。这一变换为 Lie群上优化问题提供了计算高效的投
影算子，在数值代数、信号处理领域也有重要应用。本文着眼于从表示论视角拓
展经典 Cayley变换，并推广到 𝑓 -型 Cayley表示。
本文建立了 Lie群表示适用 Cayley变换的普适性判据，幂扩张性质；利用

幂扩张性质和半单 Lie代数表示理论揭示半单不可约 Cayley表示的权图的几何
结构（Cayley构型）；在此基础上给出经典单 Lie群及其紧致实形式 Cayley表示
的完全分类，除已知的例子外，分类表中唯一新增的例外情形是 Spin(8)群的旋
量表示；针对推广的 𝑓 -型 Cayley表示证明了半单条件下 Cayley构型的唯一性。
多项式优化和 Lie 群上计算相比一般的流形上优化计算问题具备远为丰富

的代数和几何性质。本文探究的两个例子可以看作是代数学中的群论方法应用
于优化计算领域的尝试。

关键词：群作用，多项式优化，矩阵补全，半定规划，Cayley变换，半单 Lie代
数，表示论，代数群，无标记传感问题
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Abstract

Abstract

Polynomial optimization problems have emerged widely in practice, where the
powerful modeling capabilities and rich algebraic properties endow polynomial opti-
mization theory with a unique status in the optimization field. Group actions are fun-
damental tools for describing symmetry, and their proper utilization often simplifies
problem analysis and computation. This paper discusses two topics intersecting group
actions and optimization: the unlabeled sensing problem and the representation theory
of Cayley transforms.

The unlabeled sensing problem (USP) aims to solve a linear system 𝐴𝑥 = 𝜋𝑦
with an unknown permutation 𝜋 ∈ 𝔖𝑚 acting on the right side. This mathematical
problem finds applications in data protection, signal processing, and bioinformatics.
We investigate the unlabeled sensing problem from the theoretical analysis of solution
properties and computational methodologies.

Theoretically, by examining the birational equivalence characteristics in USP, we
prove that a generic USP with 𝑛 unknowns can be uniquely solved by 𝑛 + 1 power
sum polynomials. Computationally, leveraging the uniqueness of the solution, we pro-
pose symbolic (based on the Gröbner basis) and numerical (based on semidefinite pro-
gramming) methods to solve the overdetermined system of 𝑛 + 1 power sum polyno-
mials. Introducing an overdetermined system enables algorithms to avoid computing
𝑂(𝑛!) extraneous roots, thereby improving computational efficiency. Theoretical analy-
sis demonstrates that with the relaxation order ⌈𝑛+1

2 ⌉, our numerical algorithm achieves
significant acceleration compared to homotopy continuation methods. Numerical ex-
periments validate the effectiveness and stability of the algorithms.

The classical Cayley transform, an equivariant birational map between quadratic
matrix groups and their Lie algebras, was first discovered by Cayley in 1846. This
transform provides computationally efficient projection operators for optimization over
Lie groups, with applications in numerical algebra and signal processing. This paper
extends the classical Cayley transform from a representation-theoretic perspective, gen-
eralizing it to 𝑓 -type Cayley representations.

The main contributions in this part include: Establishing universal criteria and
power span properties for Cayley transforms applicable to Lie group representations;
Revealing the geometric structure (Cayley configuration) ofweight diagrams for semisim-
ple irreducible Cayley representations through power span properties and semisimple
Lie algebra representation theory; Providing complete classifications of Cayley repre-
sentations for classical simple Lie groups and their compact real forms, where the only
exceptional new case in the classification table is the spinor representation of Spin(8)
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group; Proving uniqueness of Cayley configurations under semisimple conditions for
generalized 𝑓 -type Cayley representations.

Compared with general manifold computation, polynomial optimization and com-
putations over Lie groups possess substantially richer algebraic and geometric struc-
tures. The two case studies explored in this paper can be regarded as attempts to perme-
ate group-theoretic methods from algebra into optimization and computational fields.

KeyWords: GroupAction, Polynomial Optimization,Matrix Completion, Semi-definite
Programming, Cayley Transform, Semisimple Lie algebra, Representation Theory, Al-
gebraic Group, Unlabeled Sensing Problem
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ℝ 实数域 real number field
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ℤ 整数环 integer ring
ℍ 四元数代数 quaternion algebra
ℕ 自然数集 natural number
ℤ+ 正整数集 positive integer
𝕆 奇数集 odd number
𝔽 域,假设 char 𝔽 = 0 field
𝑅× 环 𝑅中可逆元构成的群 invertible group of ring

交换代数
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√𝐼 根理想 radical ideal
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𝔽 (𝑋) 不可约簇 𝑋 的有理函数域 rational function field
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𝔽 (𝑡) 𝔽 添加符号 𝑡的有理分式域 fraction field
𝔽 [[𝑡]] 𝔽 添加符号 𝑡的形式幂级数环 formal power series ring
𝑅𝔭 交换环 𝑅在素理想 𝔭处的局部化 localization
𝑅𝑆 𝑅-模𝑁 中 𝑆 张成的 𝑅-子模 submodule spanned by 𝑆
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ker − 态射 −的核 kernel
im − 态射 −的像 image
ℜ − 取 −实部 real part
ℑ − 取 −虚部 imaginary part
ℛ𝑒𝑠 限制函子 restriction functor
ℐ𝑛𝑑 诱导函子 induction functor
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−ℂ −的复化 complexification
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𝑉𝜆 表示 𝑉 中权 𝜆对应的权空间 weight space
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𝑂(𝑔) 阶上界不高于 𝑔 big O
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SDP Semi-definite Programming 半定规划
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USP Unlabeled Sensing Problem 无标记传感问题

LPR Lemire-Popov-Reichstein
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第 1章 绪论

1.1 研究背景

对称性作为数学研究的核心主题之一,在代数结构分析与几何对象表征中具
有重要作用. 群和群的表示理论为复杂系统的对称性分析提供了基础工具. 流形
上的优化计算是应用数学关心的核心问题之一. 流形上优化面临非凸,约束条件
复杂,参数空间维数高等挑战. 一个自然的问题是对于具备良好对称性的流形,能
否在优化计算中有效地利用对称性,以达到简化计算的目的.
本文以两个具体问题无标记传感问题（Unlabeled Sensing Problem, USP）和

Cayley 变换为切入点, 探讨计算问题中的群作用, 通过代数几何与 Lie 群表示理
论的结合,为解决两类典型问题提供新的研究思路.
多项式优化问题历史悠久且应用广泛,其标准形式为:

⎧⎪
⎨
⎪⎩

min
𝑥∈ℝ𝑛 𝑝(𝑥)

s.t. 𝑔𝑖(𝑥) ≥ 0, 𝑖 = 1, … , 𝑚.

多项式优化问题的理论源头是对实数域上非负多项式的研究 [1]. 奥地利数学家
Artin 论证了利用平方和表示非负实多项式的可行性 [2], 这使得利用半定规划技
术计算非负多项式表示成为可能 [3]. 特别地, 利用多项式优化的半定松弛 [4,5] 可
以求零维多项式系统的实根和实根理想 [6–8]. 本文中我们利用这一技术求解无标
记传感问题.
无标记传感问题 [9,10]要求求解带有未知置换作用的线性方程组 𝐴𝑥 = 𝜋𝑦,其

中 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝑥 ∈ ℝ𝑛, 𝑦 ∈ ℝ𝑚,而 𝜋 ∈ 𝔖𝑚,这里𝔖𝑚表示 𝑚个元素的置换群. 该问
题广泛存在于自然科学与工程领域,例如计算机视觉 [11–15] 和通信网络 [16–18] 等.
给定 𝐴, 𝑦,如果 𝜋已知,那么 𝑥可以利用线性代数理论求解. 未知的置换 𝜋使得本
问题高度非线性. 一般地通过穷举 𝔖𝑚 中的元素可能会导致需要求解 𝑚!个线性
方程,当𝑚较大时这一策略是不可行的. 在实际问题中 𝑛通常较小. 帮助我们攻克
这一问题的思路是利用群作用𝔖𝑚 ↷ ℝ[𝑦1, … , 𝑦𝑚]的不变量,即对称多项式 [19]:

𝑝𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑚) =
𝑚

∑
𝑗=1

𝑦𝑘
𝑗 , 𝑘 = 1, … , 𝑛 + 1.

通过考察方程组 𝑝𝑘(𝐴𝑥) − 𝑝𝑘(𝜋𝑦) = 𝑝𝑘(𝐴𝑥) − 𝑝𝑘(𝑦) = 0,我们将枚举并求解 𝑚!个
线性方程组的问题转化成求解 1个高次数的多项式方程组,并利用多项式优化的
技术最终求解这一方程组.
在 Lie 群等齐性空间上的计算是另一类典型的计算问题 [20]. 其中最常见的

是在特殊正交群 SO𝑛(ℝ)上的计算 [21]. 通常的流形优化方法采用如下的路径追踪
框架:

1
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(1) 确定 𝑥𝑘处下降方向 𝑣𝑘 ∈ 𝑇𝑥𝑘𝑀 ,
(2) 确定步长 𝛾𝑘 ∈ ℝ,
(3) 沿下降方向步进至 𝑦𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝛾𝑘𝑣𝑘,
(4) 投影回到流形 𝑥𝑘+1 = 𝑃𝑘 (𝑦𝑘)上,
(5) 判断终止条件 (如微分范数条件等),返回结果或回到第一步.

确定下降方向
𝑣𝑘 ∈ 𝑇𝑥𝑘

𝑀

确定步长
𝛾𝑘 ∈ ℝ

沿下降方向步进至
𝑦𝑘 ← 𝑥𝑘 + 𝛾𝑘𝑣𝑘

投影到流形
𝑥𝑘+1 ← 𝑃𝑘 (𝑦𝑘)

终止条件满足? 返回结果
�̂� ← 𝑥𝑘+1

是

否

优化迭代循环

图 1-1流形优化算法框架

对于一般的流形而言, 投影映射 𝑃𝑘 需要进行专门设计
[22]. Lie群 𝐺 的流形结构

上天然存在有收缩映射 exp ∶ Lie 𝐺 → 𝐺. exp具备优良的几何性质,例如 Lie群
上的测地线可以通过 exp得到, 但是 exp的精确计算涉及无穷级数, 因此在实际
应用中通常使用 exp的逼近— Cayley变换. Cayley观察到 [23]可以利用有理逼近

𝐶 (
𝑥
2) ≔ 𝔰𝔬𝑛(ℝ) 99K SO𝑛(ℝ), 𝑥 ↦

1 + 𝑥
2

1 − 𝑥
2

作为收缩映射. 本文考虑 Cayley 变换的表示论推广, 从而可以应用到更一般的
Lie群上优化的问题中.

1.2 论文结构及主要结果

本文的结构与主要结果如下.
本文第 2章简要介绍所需的预备知识: 初等代数几何,群作用与表示论基础,

以及多项式优化的基本知识. 包括代数簇的概念, 正则映射, 代数簇的局部性质,

2
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对称多项式与置换群作用, Lie理论基本定理,多项式优化的Moment-SoS松弛分
层等内容. 特别地,定理 2.2.11关于商簇商映射的有限性,为第 3章双有理等价模
型中的映射 𝛽 的有限性提供依据.
第 3章的主要结果如下. 在第 3.3节我们通过对于解性质的理论研究, 建立

双有理等价模型: 对一般矩阵 𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛,证明无标记传感问题的解可以被 𝑛 + 1
个等幂和给出的方程

𝑝𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑚) =
𝑚

∑
𝑗=1

𝑦𝑘
𝑗 = 𝑝𝑘 (𝐴𝑥) , 𝑘 = 1, … , 𝑛 + 1,

唯一确定 (定理 3.3.1). 算法设计方面, 在 3.4.1 节, 利用解的唯一性, 我们设计
了基于 Gröbner 基的符号计算方法 3.2 和基于半定规划的数值计算方法 3.3. 在
第 3.4.2节,我们证明了数值算法 3.3的正确性,并比较了这几种算法的复杂度. 在
第 3.4.3小节,我们测试了算法 3.2相对于直接计算的算法 3.1有显著加速,原因在
于算法 3.2有效地排除了增根,从而 Gröbner基具备简单的线性形式. 我们的数值
实验还表明对于较小的 𝑛 = 3, … , 6,算法 3.3在最低阶松弛 ⌈𝑛+1

2 ⌉恢复了 USP的
唯一解.
第 4章中我们探索经典 Cayley变换的表示论推广. 在 4.3节中我们定义 Cay-

ley表示, Cayley变换适用等基本概念,并从 Lie群-Lie代数对应角度给出一般的
Cayley表示的刻画: Cayley表示等价于满足幂扩张性质的表示 (定理 4.3.9). 通过
考察交换 Lie代数的包络代数, 我们得到 Cayley表示的刻画 (命题 4.3.12). 我们
还考虑了 Cayley表示在 Lie群自同构群作用下的表现 (定理 4.3.14),说明 Cayley
变换的适用性是在自同构群作用下稳定的性质.
在第 4.4 节中, 我们把半单 Lie 代数的性质与一般的 Cayley 表示的刻画定

理 4.3.9结合起来,得到了关键的 Cartan子代数判据 (定理 4.4.9). 在 4.4.3小节中,
我们引入了关键的 Cayley构型 (定义 4.4.1),这使得我们在第 4.5.2小节中分类所
有经典单 Lie群的 Cayley表示. 我们的分类表明,对于经典单 Lie群,除了二次矩
阵群直接诱导的 Cayley表示,唯一的例外只有 Spin8(ℂ)的半旋量表示.
在 4.6 节中, 我们考察使用不同的 exp 的有理逼近对于 Cayley 表示的影响,

提出 𝑓 -型 Cayley表示,类似地发展了 𝑓 -型 Cayley表示的一般刻画以及半单性理
论. 我们发现 𝑓 -型 Cayley表示与 Lemire-Popov-Reichstein (LPR)问题有密切的关
系, 在忠实性假设下构造出 LPR问题的肯定性例子 (命题 4.6.4). 𝑓 -型 Cayley表
示的半单性理论反映了 Cayley构型和 Cayley给出的有理逼近 𝐶(𝑡) = 1+𝑡

1−𝑡 的中心
性 (定理 4.6.24和定理 4.6.23).
第 5章中我们对全文进行总结, 对本文中留下的问题进行简要说明, 并展望

未来进一步研究的方向.
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第 2章 预备知识

第 2章 预备知识

2.1 初等代数几何

代数几何是研究多项式求解问题的重要理论工具. 本节简要介绍代数几何的
一些基本想法. 本节中用 𝔽 表示一个特征 0的代数闭域, 𝔽 上的 𝑛元多项式环记
为 𝔽 [𝑥] ≔ 𝔽 [𝑥1, … , 𝑥𝑛]. 用 𝐼 表示交换环中的一个理想. 如果不特别说明,代数簇
定义在代数闭域上. 本小节的内容可以参考任何标准的代数几何教程 (例如 [24]).

2.1.1 理想与簇

定义 2.1.1 (仿射簇,坐标环,零化理想). 称多项式环 𝔽 [𝑥]中理想 𝐼 的公共零点集
为 (仿射)代数簇:

𝒱(𝐼) = {𝑥 ∈ 𝔽 𝑛 ∶ 𝑓(𝑥) = 0, ∀𝑓 ∈ 𝐼} .

𝑋 ⊆ 𝔽 𝑛,在 𝑋 上取值为 0的多项式构成一个理想 ℐ(𝑋),称为 𝑋 的零化理想:

ℐ(𝑋) = {𝑓 ∈ 𝔽 [𝑥] ∶ 𝑓(𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ 𝑋} .

称仿射簇 𝑋 的多项式函数环为 𝑋 的坐标环,记作 𝔽 [𝑋], 𝔽 [𝑋] ≃ 𝔽 [𝑥]/ℐ(𝑋).

定义 2.1.2 (不可约簇, 函数域). 如果代数簇 𝑋 不能写成两个非空真闭子簇的并,
则称 𝑋 不可约. 称不可约簇 𝑋 的坐标环的分式域为 𝑋 的函数域,记作 𝔽 (𝑋).

定义 2.1.3 (正则映射, 有理映射). 称代数簇 𝑋 和 𝑌 之间由多项式诱导的映射为
正则映射;如果 𝑓 是代数簇 𝑋 和 𝑌 之间由有理分式诱导的映射,且存在 𝑈 ⊆ 𝑋
是 𝑋 中的稠密开集,使得 𝑓 在 𝑈 上正则,则称 𝑓 是有理映射.
定理 2.1.1 (Zariski主定理). [25] [7.2节 Zariski’s Main Theorem] 𝔽 是代数闭域, 𝜑 ∶
𝑋 → 𝑌 是 𝔽 -簇的可分态射. 如果 𝜑是双射,且 𝑌 正规,那么 𝜑是同构.

定义 2.1.4 (代数簇的维数). 仿射簇 𝑋 的坐标环 𝔽 [𝑋] 的 Krull维数称为 𝑋 的维
数.

定义 2.1.5 (零维理想). 称交换环𝑅中的理想 𝐼是零维理想,如果商环𝑅/𝐼的Krull
维数等于 0.

定义 2.1.6 (代数簇的奇点,光滑性). 称代数簇 𝑋 中的点 𝑥 ∈ 𝑋 为奇点,如果 𝑥处
的局部环 𝔽 [𝑋]𝔪𝑥 不是正则局部环. 如果 𝑋 上没有奇点,则称 𝑋 是光滑的 (或非
奇异的)簇.

代数几何的基本观点是代数对象与几何对象的对应.

5
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定理 2.1.2 (零点定理). 对于代数闭域 𝔽 和簇 𝑋 的坐标环中的理想 𝐼 , 根理想
√𝐼 = ℐ(𝒱(𝐼)). 其中√𝐼 ≔ {𝑓 ∈ 𝔽 [𝑋] ∶ ∃𝑘 ∈ ℕ, 𝑓 𝑘 ∈ 𝐼}.

对于非代数闭域 ℝ,也可以发展相应的实代数几何理论.

定义 2.1.7 (实仿射簇,实根理想). 实仿射簇 𝑋 ⊆ ℝ𝑛 是指某个理想 𝐼 ⊆ ℝ[𝑥]给出
的复代数簇的实点. 𝑋 = 𝒱(𝐼) ∩ ℝ𝑛 ≕ 𝒱ℝ(𝐼). 实多项式环中的理想 𝐼 ⊆ ℝ[𝑥]的实
根理想定义为

𝑟𝑒√𝐼 ≔ {𝑓 ∈ ℝ[𝑥] ∶ 𝑓 2𝑘 + 𝑔 ∈ 𝐼对某个多项式𝑔 ∈ ∑ ℝ[𝑥]2可写作平方和, 𝑘 ∈ ℕ+
} .

如果 𝐼 = 𝑟𝑒√𝐼 ,则简称 𝐼 是实根理想.

定理 2.1.3 (实零点定理). 对于理想 𝐼 ⊆ ℝ[𝑥], 𝑟𝑒√𝐼 = ℐℝ(𝒱ℝ(𝐼)),其中

ℐℝ(𝑋) = {𝑓 ∈ ℝ[𝑥] ∶ 𝑓(𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ 𝑋} .

2.1.2 行列式簇

定义 2.1.8 (行列式簇). 称 𝔽 上 𝑚 × 𝑛的矩阵空间中秩不超过 𝑟 ≤ min{𝑚, 𝑛}的矩
阵构成的代数簇为行列式簇,记作 𝑌𝑟(𝔽 𝑚×𝑛).
定理 2.1.4. [26] [命题 1.1]行列式簇 𝑌𝑟(𝔽 𝑚×𝑛)是不可约代数簇.

2.1.3 双有理等价

定义 2.1.9 (双有理等价). 称代数簇 𝑋 与 𝑌 双有理等价, 如果存在有理映射 𝑓 ∶
𝑋 99K 𝑌 和 𝑔 ∶ 𝑌 99K 𝑋 (本文用 𝑓 ∶ 𝑋 99K 𝑌 表示有理映射, 99K是指 𝑓 并不定
义在整个 𝑋 上),使得 𝑓 ∘ 𝑔 = Id𝑌 , 𝑔 ∘ 𝑓 = Id𝑋 .

定理 2.1.5. 对于不可约代数簇 𝑋 和 𝑌 以下条件等价:

(1) 𝑋 与 𝑌 双有理等价.
(2) 函数域 𝔽 (𝑋) ≃ 𝔽 (𝑌 )作为 𝔽 -域同构.
(3) 存在开集 𝑈 ⊆ 𝑋, 𝑉 ⊆ 𝑌 ,使得 𝑈 ≃ 𝑉 作为 𝔽 -簇同构.

2.2 群与群作用

2.2.1 置换群与对称多项式

定义 2.2.1 (不变集,不变量). 对群 𝐺在集合 𝑋 上的作用 𝐺
𝜌

↷ 𝑋,称 𝑋 的子集

𝑋𝐺 ≔ {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑔𝑥 = 𝑥, ∀𝑔 ∈ 𝐺}

为群作用的不动点集或不变集. 𝑋𝐺 中的元素称为群作用的不动点或不变量.
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用 𝔖𝑛 表示 𝑛个元素的置换群. 𝔖𝑛 在多项式环 𝔽 [𝑋1, … , 𝑋𝑛]上有自然的作
用

(𝜎𝑓)(𝑋1, … , 𝑋𝑛) = 𝑓(𝑋𝜎−1(1), … , 𝑋𝜎−1(𝑛)).

在分式域 𝔽 (𝑋1, … , 𝑋𝑛)上可定义相似的作用.

定义 2.2.2 (对称多项式环, 对称多项式, 对称有理分式域, 对称有理分式). 称群
作用 𝔖𝑛 ↷ 𝔽 [𝑋1, … , 𝑋𝑛] 的不变集为对称多项式环, 不变量为对称多项式. 对
1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.
在分式域 𝔽 (𝑋1, … , 𝑋𝑛)上可定义相应的对称有理分式域 𝔽 (𝑋1, … , 𝑋𝑛)𝔖𝑛 和

对称有理分式.

定义 2.2.3 (初等对称多项式,幂和). 对群作用𝔖𝑛 ↷ 𝔽 [𝑋1, … , 𝑋𝑛],定义

𝑒𝑘 ≔ ∑
1≤𝑖1<…<𝑖𝑘≤𝑛

∏
1≤𝑗≤𝑘

𝑋𝑖𝑗 ∈ 𝔽 [𝑋1, … , 𝑋𝑛]𝔖𝑛

为第 𝑘个 𝑛元初等对称多项式;定义

𝑝𝑘 ≔
𝑛

∑
𝑟=1

𝑋𝑘
𝑟 ∈ 𝔽 [𝑋1, … , 𝑋𝑛]𝔖𝑛

为第 𝑘个幂和或第 𝑘个牛顿多项式.
定理 2.2.1 (对称多项式基本定理). [19]自然同态

𝔽 [𝑋1, … , 𝑋𝑛] → 𝔽 [𝑋1, … , 𝑋𝑛]𝔖𝑛

𝑋𝑖 ↦ 𝑒𝑖

是环同构,从而可以将 𝔽 [𝑋1, … , 𝑋𝑛]𝔖𝑛 与 𝔽 [𝑒1, … , 𝑒𝑛]等同.

对于对称有理分式域,类似地有 𝔽 (𝑋1, … , 𝑋𝑛)𝔖𝑛 = 𝔽 (𝑒1, … , 𝑒𝑛).
定理 2.2.2 (Newton公式). [19]幂和与初等对称多项式相互表出

∑
𝑖+𝑗=𝑘
0≤𝑖≤𝑛

𝑗≤1

(−1)𝑗+1𝑒𝑖𝑝𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

(−1)𝑘𝑝𝑘𝑒𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛
0, 𝑘 > 𝑛.

推论 2.2.3. [19] 𝔽 [𝑒1, … , 𝑒𝑛] = 𝔽 [𝑝1, … , 𝑝𝑛] = 𝔽 [𝑋1, … , 𝑋𝑛]𝔖𝑛 ≃ 𝔽 [𝑋1, … , 𝑋𝑛].

2.2.2 Lie理论基础

Lie理论是研究连续群和连续对称性的重要理论工具. 本小节简介 Lie理论
的一些概念和基本原理: Lie群-Lie代数对应. 本小节的内容可以参考 Lie理论的
标准教程 (比如 [25]).
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2.2.2.1 Lie群与 Lie代数

定义 2.2.4 (Lie群,复 Lie群,代数群). 称群 𝐺是 (实) Lie群如果群 𝐺上带有流形
结构使得群运算 (乘法和取逆)

𝜑 ∶ 𝐺 × 𝐺 → 𝐺 𝜓 ∶ 𝐺 → 𝐺
(𝑔1, 𝑔2) ↦ 𝑔1 ⋅ 𝑔2 𝑔 ↦ 𝑔−1

是 (实)流形的光滑映射. (实) Lie群 𝐺, 𝐻 之间的态射是指 𝐺到𝐻 的光滑群同态.
特别地,如果 𝐺 带有复流形结构,且群运算是复解析的,则称 𝐺 是复 Lie群.

复 Lie群 𝐺, 𝐻 之间的态射是指 𝐺到 𝐻 的复解析群同态;如果 𝐺带有 𝔽 -簇结构,
且群运算是 𝔽 -簇正则的,则称 𝐺是 𝔽 -代数群,代数群 𝐺, 𝐻 之间的态射是指 𝐺到
𝐻 的正则群同态.
定理 2.2.4 (代数群是光滑代数簇). [27]代数群的代数簇结构是光滑的.

定义 2.2.5 (Lie代数). [28]称 𝔽 上的向量空间 𝔤是 𝔽 -Lie代数如果 𝔤上带有 Lie方
括号运算

[−, −] ∶ 𝔤 × 𝔤 → 𝔤

是 𝔤上的 𝔽 双线性映射,满足
(1) 反对称

[𝑥, 𝑥] = 0 ∀𝑥 ∈ 𝔤.

(2) Jacobi恒等式

[𝑥, [𝑦, 𝑧]] + [𝑦, [𝑧, 𝑥]] + [𝑧, [𝑥, 𝑦]] = 0 ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝔤.

称 𝔽 -线性映射 𝜃 ∶ 𝔤 → 𝔥是 Lie代数 𝔤, 𝔥间的态射如果 𝜃保持 Lie方括号:

𝜃 ([𝑥, 𝑦]𝔤) = [𝜃(𝑥), 𝜃(𝑦)]𝔥.
定理 2.2.5 (Lie群的 Lie代数). [28] Lie群 𝐺 (相应地,复 Lie群,代数群)在单位元
𝑒处的切空间 𝑇𝑒𝐺构成一个 Lie代数,称为该 Lie群的 Lie代数,记为 Lie 𝐺.通过
取切空间和切映射, Lie给出了从 Lie群 (相应地,复 Lie群,代数群)范畴到 Lie代
数范畴的一个函子.

定义 2.2.6 (Lie子群, 代数子群). 称子群 𝐻 < 𝐺 是 Lie群 (相应地, 代数群)𝐺 的
Lie子群 (相应地,代数子群)如果𝐻 作为拓扑空间是嵌入到 𝐺中的闭集 (相应地,
Zariski闭集).

注 2.2.1. 放松嵌入条件可能会导致拓扑问题,见例 4.3.1.不妨称 𝐻 是 𝐺 的浸入
Lie子群如果有 Lie群间的单态射 𝜌 ∶ 𝐻 → 𝐺.
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2.2.2.2 Lie理论基本定理: Lie群 Lie代数对应

定理 2.2.6 (Lie群 Lie代数第一对应原则). [28]设 𝐺, 𝐻 为 Lie群,有 Lie代数 𝔤, 𝔥.
如果 𝐺是连通的,则 𝐺到𝐻 的 Lie群同态由其切映射唯一决定:

Lie ∶ Hom(𝐺, 𝐻) ↪ Hom(𝔤, 𝔥)
𝜌 ↦ 𝑑𝜌.

在以上定理 2.2.6中,考虑 𝐺是 𝐻 的浸入 Lie子群,借助指数映射,立即得到
Lie理论第一基本定理:
定理 2.2.7 (Lie理论第一基本定理). [28] Lie群 𝐻 的 Lie代数为 𝔥, 𝐻 连通的浸入
Lie子群 𝐺 (Lie代数为 𝔤)与 𝔥的 Lie子代数一一对应.

定理 2.2.8 (Lie理论第二基本定理: Lie群 Lie代数第二对应原则). [28]设 𝐺, 𝐻 为
Lie群,有 Lie代数 𝔤, 𝔥.如果 𝐺是单连通的,则 𝐺到 𝐻 的 Lie群同态与 𝔤到 𝔥的
Lie代数同态一一对应:

Lie ∶ Hom(𝐺, 𝐻) ≃⟶ Hom(𝔤, 𝔥)
𝜌 ↦ 𝑑𝜌.

定理 2.2.9 (Ado定理). [28]有限维实 Lie代数 𝔤有有限维忠实表示 𝜃 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 ),
使得 𝜃将 𝔤的极大幂零理想 Nil(𝔤)映射到 𝔤𝔩(𝑉 )中的幂零元.

由定理 2.2.9和 2.2.7,立即得到 Lie理论第三基本定理.
定理 2.2.10 (Lie理论第三基本定理). [28]任何有限维实 Lie代数都是 Lie群的 Lie
代数: 𝔤是有限维实 Lie代数,则存在实 Lie群 𝐺使得 Lie 𝐺 ≃ 𝔤.

2.2.2.3 Lie代数的包络代数

定义 2.2.7 (包络). [25]设 𝔤是 𝔽 上的 Lie代数,定义其包络代数为一个 𝔽 -代数𝒰 𝔤:

𝒰 𝔤 ≔ (𝒯 𝔤)/(𝑎 ⊗𝔽 𝑏 − 𝑏 ⊗𝔽 𝑎 − [𝑎, 𝑏])𝑎,𝑏∈𝔤.

其中 𝒯 𝔤表示 𝔤的张量代数. Lie代数 𝔤, 𝔥间的同态,自然地拓展成包络代数间的
同态:

𝒰 ∶ Hom(𝔤, 𝔥) ↪ Hom(𝒰 𝔤, 𝒰 𝔥)
𝜃 ↦ 𝒰 𝜃.

2.2.3 作用与表示

注 2.2.2. 除非特殊说明,本文中的表示均表示在复向量空间上. 本小节中的代数
簇定义在特征 0的代数闭域上. 本小节中 𝔽 = ℝ或 ℂ.
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2.2.3.1 有限群在代数簇上的作用

定义 2.2.8 (代数群作用). 设 𝐺是代数群, 𝑋是代数簇,称群作用 𝐺 ↷ 𝑋称为代数
的,如果群作用是由代数簇的正则映射给出:

𝜑 ∶ 𝐺 × 𝑋 → 𝑋
(𝑔, 𝑥) ↦ 𝜑(𝑔, 𝑥).

设 𝐺是有限群,作用在代数簇 𝑋 上.赋予 𝐺离散的代数群结构,则这一作用
𝐺 ↷ 𝑋 是代数的.用 𝑋/𝐺表示这一作用的商空间, 𝜋 ∶ 𝑋 → 𝑋/𝐺表示商映射.

定理 2.2.11 (商簇). [27] 𝐺是有限群,作用在仿射代数簇 𝑋.则商空间 𝑋/𝐺上可以
赋予自然的商代数簇结构,使得商映射 𝜋 ∶ 𝑋 → 𝑋/𝐺是有限映射.

2.2.3.2 表示

定义 2.2.9 (线性表示). 称在向量空间上的线性作用为线性表示.
(1) 群 𝐺的有限维表示是指群 𝐺在有限维向量空间 𝑉 上的线性作用

𝜑 ∶ 𝐺 × 𝑉 → 𝑉 .

群表示也可以由以下群同态描述:

𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )
𝑔 ↦ 𝜑(𝑔, −) ∶ 𝑉 → 𝑉 .

特别地:
(a) 如果 𝐺是 (实) Lie群, 𝜑是光滑映射,则称此表示为 (实) Lie群表示,
(b) 如果 𝐺是复 Lie群, 𝜑是复解析映射,则称此表示为复 Lie群表示,
(c) 如果 𝐺是代数群, 𝜑是正则映射,则称此表示为代数群的正则表示.

(2) 𝔽 上的 Lie代数 𝔤的有限维表示是指 Lie代数 𝔤在有限维向量空间 𝑉 上的
线性作用

𝜑 ∶ 𝔤 × 𝑉 → 𝑉 ,

满足:
(a) 𝜑(𝑘𝑥, 𝑣) = 𝑘𝜑(𝑥, 𝑣), ∀𝑘 ∈ 𝔽 , 𝑥 ∈ 𝔤, 𝑣 ∈ 𝑉 ,
(b) 𝜑(𝑥 + 𝑦, 𝑣) = 𝜑(𝑥, 𝑣) + 𝜑(𝑦, 𝑣), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝔤, 𝑣 ∈ 𝑉 ,
(c) 𝜑(𝑥, 𝜑(𝑦, 𝑣)) − 𝜑(𝑦, 𝜑(𝑥, 𝑣)) = 𝜑([𝑥, 𝑦], 𝑣), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝔤, 𝑣 ∈ 𝑉 .

Lie代数表示也可以由以下 Lie代数同态描述:

𝜃 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 )
𝑥 ↦ 𝜑(𝑥, −) ∶ 𝑉 → 𝑉 .
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通过 𝜑, Lie代数 𝔤的表示和 𝒰 𝔤-模的定义是等价的;群 𝐺 的表示和群代数
ℂ[𝐺]-模的定义是等价的.在没有歧义的时候,常简称𝒰 𝔤-模为 𝔤-模,简称 ℂ[𝐺]-模
为 𝐺-模.

定义 2.2.10 (表示间的态射). 群 𝐺 的表示间态射是指 𝐺-模同态, Lie代数 𝔤的表
示间的态射是指 𝒰 𝔤-模同态.

注 2.2.3. 本文之后提及的复 Lie群在向量空间上的表示,都是指复 Lie群表示.
定义 2.2.11 (表示环). [28]如果 𝐺-模 (相应地, 𝔤-模)完全可约. 则定义 𝐺(相应地,𝔤)
的不可约模的同构类生成的环,记作 𝑅(𝐺)(相应地, 𝑅(𝔤)). 在生成元不可约表示上
定义加法为直和:

𝑉1 + 𝑉2 ≔ 𝑉1 ⊕ 𝑉2, 𝑉1, 𝑉2 ∈ 𝑅(𝐺)(相应地, 𝑅(𝔤))是不可约表示;

乘法由张量积给出:

𝑉1 ⋅ 𝑉2 ≔ ∑
𝑖

𝑐𝑖𝑉𝑖, 𝑉1 ⊗ 𝑉2 = ⨁
𝑖

(𝑉𝑖)
⊕𝑐𝑖是不可约分解.

2.3 优化理论

2.3.1 多项式优化

这一小节简要介绍多项式优化问题 (Polynomial Optimization Problem, 简称
POP)的基本理论.

定义 2.3.1 (POP). 给定实多项式 𝑝, 𝑔1, … , 𝑔𝑚 ∈ ℝ[𝑥],称如下的优化问题:

⎧⎪
⎨
⎪⎩

min
𝑥∈ℝ𝑛 𝑝(𝑥)

s.t. 𝑔𝑖(𝑥) ≥ 0, 𝑖 = 1, … , 𝑚.
(2-1)

为 POP的一个实例. 优化问题 (2-1)的可行域记为

𝒦POP ≔ {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ 𝑔𝑖(𝑥) ≥ 0, 𝑖 = 1 … , 𝑚}

一些组合优化问题,比如 0 − 1整数规划,可以建模成如下形式的 POP:

⎧⎪
⎨
⎪⎩

min
𝑥∈ℝ𝑛 ⟨𝑐, 𝑥⟩

s.t. 𝑥2
𝑖 − 𝑥𝑖 = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑚.

其中 𝑐 ∈ ℝ𝑛给出目标函数,众所周知 0 − 1整数规划的判定形式是 NP-完全问题.
由于 POP强大广泛的建模能力,求解一般的 POP可能是十分困难的. 通常的

思路是考虑求解相对简单的凸松弛问题,对于 POP广泛采用的是半定松弛,即松
弛成半定规划问题 (Semi-definite Programming,简称 SDP).
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SDP的一般形式是:

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

max
𝑋∈𝒮2 ℝ𝑛

⟨𝐶, 𝑋⟩

s.t. 𝑋 ⪰ 0
⟨𝐴𝑗 , 𝑋⟩ = 𝑏𝑗 , 𝑗 = 1, … , 𝑚.

(2-2)

其中 𝐶 ∈ 𝒮2 ℝ𝑛 是对称矩阵, 对称矩阵空间 𝒮2 ℝ𝑛 上的内积定义为 ⟨𝐴, 𝐵⟩ ≔
tr (𝐴𝐵). SDP是具有良好性质的凸优化问题,许多成熟的优化技术 (例如内点法,
原始-对偶理论)可以应用来求解 SDP. SDP (2-2)的对偶问题形式如下:

⎧⎪
⎨
⎪⎩

min
𝑦∈ℝ𝑚 ⟨𝑏, 𝑦⟩

s.t. ∑𝑚
𝑗=1 𝑦𝑗𝐴𝑗 ⪰ 0.

其中 𝑏 = (𝑏𝑗)𝑚
𝑗=1.

2.3.2 Moment-SoS松弛分层

下面简单描述如何将 POP松弛成一系列易于求解的 SDP问题,即 Moment-
SoS松弛分层技术 [3]. 为简便起见这里使用无约束 POP说明Moment-SoS松弛分
层技术的思想. 更具体的细节请见第 3.2小节. 无约束 POP min

𝑥∈ℝ𝑛 𝑝(𝑥) 等价于如
下优化问题:

⎧⎪
⎨
⎪⎩

max
𝜇∈ℝ

𝜇

s.t. 𝑝(𝑥) − 𝜇 ≥ 0.

条件 𝑝(𝑥) − 𝜇 ≥ 0在计算上不易判定,将 𝑝(𝑥) − 𝜇 ≥ 0松弛为条件 𝑝(𝑥) − 𝜇 ∈
∑ ℝ[𝑥]2,得到一个 (无穷维)优化问题:

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

max
𝜇∈ℝ

𝑊 ∈𝒮2 ℝ|𝑇 𝑛|

𝜇

s.t. 𝑝(𝑥) − 𝜇 = [𝑇 𝑛]
⊤ 𝑊 [𝑇 𝑛]

𝑊 ⪰ 0,

(2-3)

其中 𝑇 𝑛 ≔ {𝑥𝛼 ∶ 𝛼 ∈ ℕ𝑛}收集了 ℝ[𝑥]的单项式, [𝑇 𝑛]把 𝑇 𝑛排成列向量. (2-3)是
无穷维优化问题,考虑在有限维𝑊𝑡 ∈ 𝒮2 ℝ|𝑇 𝑛

𝑡 |处截断:

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

max
𝜇∈ℝ

𝑊𝑡∈𝒮2 ℝ|𝑇
𝑛
𝑡 |

𝜇

s.t. 𝑝(𝑥) − 𝜇 = [𝑇 𝑛
𝑡 ]

⊤ 𝑊𝑡 [𝑇 𝑛
𝑡 ]

𝑊𝑡 ⪰ 0,

(2-4)

其中 𝑇 𝑛
𝑡 ≔ {𝑥𝛼 ∈ 𝑇 𝑛 ∶ |𝛼| ≤ 𝑡}. 注意到 𝑝(𝑥) − 𝜇 = [𝑇 𝑛

𝑡 ]
⊤ 𝑊 [𝑇 𝑛

𝑡 ]本质上是一个线
性约束条件, (2-4)可以被转写成一个标准的 SDP,从而可以利用若干已有的凸优
化算法求解.
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第 3章 无标记传感问题的计算

3.1 引言: 无标记传感问题 (USP)

给定满秩矩阵 𝐴∗ ∈ ℝ𝑚×𝑛和满足 𝑚 ⩾ 𝑠 > 𝑛 > 0的向量 𝑦∗ ∈ ℝ𝑠,无标记传感
问题 [9,10]要求: 当仅知 𝑦∗ ∈ ℝ𝑠由 𝐴∗𝜉∗的 𝑠个乱序条目组成时,如何判定未知向
量 𝜉∗ ∈ ℝ𝑛 的唯一性并高效恢复它. 该问题广泛存在于自然科学与工程领域,例
如生物学 [29–32],神经科学 [33],计算机视觉 [11–15]和通信网络 [16–18].
文献 [9] 的定理 1断言: 当 𝑠 ⩾ 2𝑛且 𝐴∗ 为一般矩阵时,无标记传感问题的解

具有唯一性. 对于 𝑚 = 𝑠的情形, Song, Choi和 Shi [18] 提出如下恢复向量 𝜉∗ 的新
方法: 令

𝑞𝑖(𝑥) = 𝑝𝑖(𝐴∗𝑥) − 𝑝𝑖(𝑦∗),

其中 𝑥 = [𝑥1, … , 𝑥𝑛],且

𝑝𝑘(𝑦) =
𝑚

∑
𝑖=1

𝑦𝑘
𝑖 ∈ ℝ[𝑦]

为变量 𝑦 = [𝑦1, … , 𝑦𝑚]的 𝑘次等幂和. 由于 𝑝𝑘 是 𝑦的对称多项式,其值不依赖于
变量 𝑦1, … , 𝑦𝑚的排列顺序. 设 𝜋为置换群𝔖𝑚中的元素,若 𝜉∗是方程

𝐴∗𝑥 = 𝜋(𝑦∗) (3-1)

的解,则它必为多项式 𝑞𝑖(𝑥)的根,即对 𝑖 = 1, … , 𝑚有

𝑞𝑖(𝜉∗) = 𝑝𝑖(𝐴∗𝜉∗) − 𝑝𝑖(𝑦∗) = 𝑝𝑖(𝜋(𝑦∗)) − 𝑝𝑖(𝑦∗) = 0.

根据文献 [18]的定理 1以及文献 [9,10],对于给定矩阵 𝐴∗ ∈ ℝ𝑚×𝑛（其元素为独
立同分布随机变量,采样自 ℝ上的任意连续概率分布）,当 𝑚 ⩾ 2𝑛时,概率为 1
地, 𝜉∗是多项式系统

𝑄𝑚 = {𝑞1(𝑥) = 0, … , 𝑞𝑚(𝑥) = 0} (3-2)

的唯一解. 数值实验表明: 求解前 𝑛 + 1个方程即可恢复解 𝜉∗,即 𝜉∗ 是 𝑄𝑛+1 的唯
一解. 因此,文献 [18]提出如下问题 (参见 [34]的猜想 6):

问题 3.1. 对于一般的矩阵 𝐴∗ ∈ ℝ𝑚×𝑛 (𝑚 ⩾ 𝑛 + 1)以及位于 𝐴∗列空间的一般的向
量的坐标置换 𝑦∗,多项式系统

𝑄𝑛+1 = {𝑞1(𝑥) = 0, … , 𝑞𝑛(𝑥) = 0, 𝑞𝑛+1(𝑥) = 0} (3-3)

具有唯一解 𝜉∗,满足 𝐴∗𝜉∗ = 𝜋(𝑦∗).

13
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文献 [35] 证明了对于一般矩阵 𝐴∗ ∈ ℂ𝑚×𝑛 和任意向量 𝑦∗,变量 𝑥 = 𝑥1, … , 𝑥𝑛
上的 𝑛元多项式系统

𝑄𝑛 = {𝑞1(𝑥) = 0, … , 𝑞𝑛(𝑥) = 0} (3-4)

至多有 𝑛!个解. 进一步地,若 𝑦∗是 𝐴∗列空间中一般向量的坐标置换,则在 𝑄𝑛的
解中仅存在唯一向量 𝜉∗ 满足 𝐴∗𝜉∗ = 𝜋(𝑦∗). 可通过符号计算或同伦连续法求解
𝑄𝑛,再通过数值优化方法从 𝑛!个解中筛选出 𝜉∗.

例 3.1.1. 给定矩阵 𝐴∗和向量 𝑦∗

𝐴∗ ≔

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 2
4 3
0 −2

−2 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

𝑦∗ ≔

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

−5
−10

2
4

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

求满足以下带有未知置换线性方程组的解 𝜉∗

𝐴∗𝜉∗ = 𝜋(𝑦∗).

其中 𝜋是 𝑦∗坐标的未知置换.
根据 𝐴∗和 𝑦∗可计算多项式组：

𝑞1(𝑥) = 3 𝑥1 + 3 𝑥2 + 9,
𝑞2(𝑥) = 21 𝑥1

2 + 28 𝑥1𝑥2 + 17 𝑥2
2 − 145,

𝑞3(𝑥) = 57 𝑥1
3 + 150 𝑥1

2𝑥2 + 120 𝑥1𝑥2
2 + 27 𝑥2

3 + 1053,
𝑞4(𝑥) = 16 𝑥1

3𝑥2 + 44 𝑥1
2𝑥2

2 + 24 𝑥1𝑥2
3 − 400.

多项式系统 {𝑞1(𝑥) = 0, 𝑞2(𝑥) = 0, 𝑞3(𝑥) = 0, 𝑞4(𝑥) = 0}存在唯一解

𝜉∗ =
(

−1
−2)

.

经验证,该解满足式 (3-1),其中置换 𝜋 = [1, 2, 4, 3](即交换第 3, 4位置坐标).
特别地, 𝜉∗ 是子系统 {𝑞1(𝑥) = 0, 𝑞2(𝑥) = 0, 𝑞3(𝑥) = 0}的唯一解,此结果支持

开放问题 (3.1)的肯定性回答.
子系统 {𝑞1(𝑥) = 0, 𝑞2(𝑥) = 0}存在两个解：

𝜂∗ =
(

−4
5

−11
5 )

, 𝜉∗ =
(

−1
−2)

.

其中 𝜂∗不满足式 (3-1)的条件.

相较于现有解决无标记传感问题（不含特殊假设如文献 [36] 中考虑的稀疏
性等）的各类方法: RANSAC [37], 期望最大化 [38], 分支定界法 [39], 同伦连续与
Gröbner基方法 [35], 我们提出通过将多项式系统 𝑄𝑛+1 约化为秩一矩矩阵补全问
题来高效求取其唯一解,该问题可借助多种高效数值算法求解.

14
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3.2 预备知识: 半定松弛求解零维理想

对于变量 𝑥 = [𝑥1, … , 𝑥𝑛]的零维多项式系统 (3-5)的求解, 存在许多符号或
数值算法及软件包

{𝑔1(𝑥) = 0, … , 𝑔𝑚(𝑥) = 0}, (3-5)

例如 [40–45]. 我们关注的方法是 Parrilo [4,5] 与 Lasserre [3] 提出的半定松弛方法,该
方法通过求解一系列具有常值目标函数 1的 SDP问题实现:

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

min 1
s.t. y0 = 1,

𝑀𝑡(y) ⪰ 0,
𝑀𝑡−𝑑𝑗 (𝑔𝑗y) = 0, 𝑗 = 1, … , 𝑚,

(3-6)

其中 𝑑𝑗 ≔ ⌈
deg(𝑔𝑗 )

2 ⌉, y = (y𝛼)𝛼∈ℕ𝑛 ∈ ℝℕ𝑛 ,且𝑀𝑡(y)是 𝑡阶截断矩量矩阵

𝑀𝑡(y) ≔ (y𝛼+𝛽)|𝛼|,|𝛽|⩽𝑡 ∈ ℝℕ𝑛
𝑡 ×ℕ𝑛

𝑡 ,

这里 |𝛼| = ∑𝑖 𝛼𝑖, |𝛽| = ∑𝑖 𝛽𝑖. 该矩阵是完整 (无限维)矩量矩阵

𝑀(y) = (y𝛼+𝛽) ∈ ℝℕ𝑛×ℕ𝑛 , 𝛼, 𝛽 ∈ ℕ𝑛

的主子矩阵.
假设 𝑔𝑗(𝑥) = ∑𝛼∈ℕ𝑛 𝑔𝑗,𝛼𝑥𝛼 ∈ ℝ[𝑥]. 若𝑀𝑡(y)的第 (𝑘, 𝑙)项为 𝑦𝛽 ,则关于 y和

𝑔𝑗 的局部化矩阵𝑀𝑡−𝑑𝑗 (𝑔𝑗y)的第 (𝑘, 𝑙)项定义为

𝑀𝑡−𝑑𝑗 (𝑔𝑗y) (𝑘, 𝑙) ≔ ∑𝛼
𝑔𝑗,𝛼y𝛼+𝛽 .

Lasserre, Laurent 和 Rostalski 明确给出了秩条件, 这些条件保证我们通过半
定松弛方法找到多项式系统 (3-5)的所有实解 [6–8].

命题 3.2.1 (平坦延拓条件). [6] [命题 4.4] 设 𝑡 ⩾ 𝑑 ≔ max𝑗 𝑑𝑗 且 y ∈ 𝒦ℝ
𝑡 ≔

{y ∈ ℝℕ𝑛
2𝑡 ∶ y0 = 1, 𝑀𝑡(y) ⪰ 0, 𝑀𝑡−𝑑𝑗 (𝑔𝑗y) = 0, 𝑗 = 1, … , 𝑚} 满足 rank 𝑀𝑡(y) 达

到最大值. 若存在某个满足 2𝑑 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑡的 𝑠使得

rank 𝑀𝑠(y) = rank 𝑀𝑠−1(y) (3-7)

成立,或存在某个满足 𝑑 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑡的 𝑠使得

rank 𝑀𝑠(y) = rank 𝑀𝑠−𝑑(y) (3-8)

成立. 则有 ℐ(𝒱ℝ(𝐼)) = ⟨ker 𝑀𝑠(y)⟩, 其中 𝐼 = ⟨𝑔1, … , 𝑔𝑚⟩. 此外, rank 𝑀𝑠(y) =
|𝒱ℝ(𝐼)|.
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推论 3.2.2. 若多项式系统 {𝑔1(𝑥) = 0, … , 𝑔𝑚(𝑥) = 0} 存在唯一实解, 且假设 y ∈
𝒦ℝ

𝑑 满足平坦延拓条件 (3-8),则该唯一实解可从截断矩量矩阵𝑀𝑑(y)的第一列中
读取,其中 𝑑 = max𝑗=1,…,𝑚 ⌈

deg(𝑔𝑗 )
2 ⌉.

证明. 由于平坦延拓条件 (3-8)成立,文献 [46]中推论 1.4表明向量 y ∈ 𝒦ℝ
𝑑 可延拓

至 ̃y ∈ 𝒦ℝ ≔ {y ∈ ℝℕ𝑛 ∶ y0 = 1, 𝑀(y) ⪰ 0, 𝑀(𝑔𝑗y) = 0, 𝑗 = 1, … , 𝑚},且满足

rank (𝑀 ( ̃y)) = rank (𝑀𝑑 (y)) = rank (𝑀0 (y)) = 1.

当多项式系统存在唯一解时,由 rank (𝑀 ( ̃y)) = 1 = |𝒱ℝ(𝐼)|及文献 [6] 中命题
1.1 可知, ℐ(𝒱ℝ(𝐼)) = ker(𝑀( ̃y)), 这里用一个向量空间表示一个理想是指该理想
中的多项式的系数向量构成的向量空间恰好是 ker(𝑀( ̃y)). 进一步地,根据文献 [6]

命题 3.6, 有 ker(𝑀( ̃y)) = ⟨ker(𝑀𝑑(y))⟩. 结合文献 [6] 定理 3.3与命题 1.1, 唯一解
𝜉∗可从矩量矩阵𝑀𝑑(y)的首列恢复: 其 (1, 1)元为 1,且坐标分量满足

𝜉∗
𝑖 = 𝑀( ̃y)(1, 𝑖 + 1) = 𝑀𝑑(y)(1, 𝑖 + 1), 𝑖 = 2, … , 𝑛.

注 3.2.1. 对于零维多项式系统的求解, 已知命题 3.2.1 中的平坦条件将在某个
𝑠 ≥ 𝑑 时满足. 推论 3.2.2中满足条件 (3-8)的 y ∈ 𝒦ℝ

𝑠 存在且唯一,其本质上是由
Dirac测度 𝛿𝜉∗ 生成的矩序列,具体形式为 y𝛼 = (𝜉∗)𝛼. 当条件 (3-8)在 𝑡 = 𝑠处达成
时,即可从𝑀𝑠(y)恢复解,此时 SDP求解器中矩量矩阵的规模由 (𝑛+𝑠

𝑠 )控制.

3.3 解的唯一性

3.3.1 双有理等价

以下定理表明,对于一般矩阵 𝐴∗ ∈ ℂ𝑚×𝑛 及其列空间中一般向量 𝑦∗ 的坐标
置换, 通过求解多项式系统 𝑄𝑛+1 可得到所需的唯一的解向量 𝜉∗. 本小节中代数
簇上的拓扑取 Zariski拓扑,用 𝑋 表示 𝑋 的 Zariski闭包.

定理 3.3.1. 如下的映射

𝑓 ∶ ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛 → ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛+1 (3-9)
(𝐴∗, 𝜉∗) ↦ (𝐴∗, 𝑝1(𝐴∗𝜉∗), … , 𝑝𝑛+1(𝐴∗𝜉∗))

给出了定义域 ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛 到像集的闭包 𝑓(ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛) ⊆ ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛+1 的双有理等
价.

注 3.3.1. 态射 (3-9)的双有理性意味着存在 𝑉 = 𝑓(ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛)的稠密开子集 𝑈2,
使得 𝑓 诱导出从 𝑈1 ≔ 𝑓 −1(𝑈2)到 𝑈2的双射,参见 [47] [章节 1,推论 4.5].

16



第 3章 无标记传感问题的计算

因此,若样本点 (𝐴∗, 𝑦∗)满足条件 (𝐴∗, 𝑝1(𝑦∗), … , 𝑝𝑛+1(𝑦∗)) ∈ 𝑈2,则存在唯一
向量 𝜉∗使得 (𝐴∗, 𝜉∗) ∈ 𝑈1且

(𝐴∗, 𝑝1(𝐴∗𝜉∗), … , 𝑝𝑛+1(𝐴∗𝜉∗)) = (𝐴∗, 𝑝1(𝑦∗), … , 𝑝𝑛+1(𝑦∗)).

此结论对上述问题 3.1给出了肯定性解答.

为方便计, 我们将 𝑚 = 𝑠 > 𝑛 > 0 情形下的无标记传感问题简称为 USP
(Unlabeled Sensing Problem),并将 USP中的数据集 (𝐴∗, 𝑦∗)称为样本点.
态射 𝑓 可分解为以下两个态射的复合 𝑓 = 𝛾 ∘ 𝑔,其中

𝑔 ∶ ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛 → 𝑔(ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛) ⊆ ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑚 (3-10)
(𝐴∗, 𝜉∗) ↦ (𝐴∗, 𝑝1(𝐴∗𝜉∗), … , 𝑝𝑚(𝐴∗𝜉∗)) ,

𝛾 ∶ 𝑔(ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛) → 𝑓(ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛) ⊆ ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑚 (3-11)
(𝐴∗, 𝑝1(𝜂∗), … , 𝑝𝑚(𝜂∗)) ↦ (𝐴∗, 𝑝1(𝜂∗), … , 𝑝𝑛+1(𝜂∗)) .

由于双有理等价的复合仍为双有理等价,定理 3.3.1的证明可分解为两部分:
• 证明态射 𝑔的双有理性,
• 证明态射 𝛾 的双有理性.
当 𝑚 = 𝑛 + 1时,态射 𝑔等同于定理 3.3.1中的态射 𝑓 . 本节将证明态射 𝑔的双

有理性,从而导出𝑚 = 𝑛+1情形下定理 3.3.1的结论: 对于一般矩阵𝐴∗ ∈ ℂ(𝑛+1)×𝑛

及其列空间中一般向量的置换 𝑦∗,可通过求解多项式系统 𝑄𝑛+1 得到所需的唯一
的解向量 𝜉∗.
进一步地, 由于 𝑔 的双有理性, 对于无标记传感问题 (USP) 的一般样本点

(𝐴∗, 𝑦∗),系统 (3-2)中的多项式组𝑄𝑚具有唯一解 𝑥 = 𝜉∗,此解同时也是 USP的唯
一解.
考虑到实际应用中 𝑚可能远大于 𝑛,我们需要证明当 𝑚 ⩾ 𝑛 + 1时态射 𝑓 的

双有理性. 这将保证较小规模的多项式系统 𝑄𝑛+1 在 (3-3)中对于一般 (𝐴∗, 𝑦∗)存
在唯一解. 证明 𝑓 双有理性的关键在于建立以下域扩张次数关系:

[ℂ(𝐴, 𝑥) ∶ ℂ(𝐴, 𝑝1(𝐴𝑥), … , 𝑝𝑛(𝐴𝑥))] = 𝑛!,

[ℂ(𝐴, 𝑝1(𝐴𝑥), … , 𝑝𝑛+1(𝐴𝑥)) ∶ ℂ(𝐴, 𝑝1(𝐴𝑥), … , 𝑝𝑛(𝐴𝑥))] = 𝑛!.

第一个次数对应于由正则序列 𝑝1(𝐴𝑥), … , 𝑝𝑛(𝐴𝑥)给出的完全交的 Bézout数, 第
二个次数恰为 𝑝𝑛+1(𝐴𝑥)在域 ℂ(𝐴, 𝑝1(𝐴𝑥), … , 𝑝𝑛(𝐴𝑥))上的极小多项式次数.
本节将证明以下定理,其表明对于一般矩阵 𝐴∗ ∈ ℂ𝑚×𝑛 及其列空间中一般向

量的置换 𝑦∗,通过求解多项式系统 𝑄𝑚可得到唯一的所求的解向量 𝜉∗.

定理 3.3.2. 当 𝑚 > 𝑛 > 0时,态射

𝑔 ∶ ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛 → ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑚

(𝐴∗, 𝜉∗) ↦ (𝐴∗, 𝑝1(𝐴∗𝜉∗), … , 𝑝𝑚(𝐴∗𝜉∗))

给出了从定义域 ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛到像闭包 𝑔(ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛)上的双有理等价.
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当𝑚 = 𝑛+1时,态射 𝑔与 𝑓 等价,即在此特殊情形下定理 3.3.2蕴含定理 3.3.1.
我们将态射 𝑔 分解为由 (3-12)和 (3-15)分别定义的两个支配态射 𝛼 与 𝛽 的

复合. 为证明 𝑔的双有理性,只需证明 𝛼和 𝛽 均为双有理等价.

定义 3.3.1. 定义态射 𝛼如下：

𝛼 ∶ ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛 → 𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦) ⊆ ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑚 (3-12)
(𝐴∗, 𝜉∗) ↦ (𝐴∗, 𝐴∗𝜉∗),

其中 𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦)是矩阵 (𝐴|𝑦)所有 (𝑛 + 1)阶子式的零点集,此处 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]为 𝑚 × 𝑛
变量矩阵, 𝑦 = [𝑦𝑖]为 𝑚维变量列向量（𝑖 ∈ [𝑚], 𝑗 ∈ [𝑛]）. 具体而言, 𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦)是
由秩小于 𝑛 + 1的 𝑚 × (𝑛 + 1)矩阵构成的行列式簇.

根据定理 2.1.4,该行列式簇不可约,即不能表示为两个真闭子簇的并集.

引理 3.3.3. 态射 𝛼是双有理的.

证明. 行列式簇 𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦)不可约,且态射 𝛼 将 ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛 的非空开子集 𝑆0 映射
至 𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦)的非空开子集 𝑆1 = 𝛼(𝑆0),其中

𝑆0 ≔ {(𝐴∗, 𝜉∗) ∈ ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛 ∶ rank (𝐴∗) = 𝑛} , (3-13)
𝑆1 ≔ {(𝐴∗, 𝜂∗) ∈ 𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦) ∶ rank (𝐴∗) = 𝑛} , (3-14)

分别对应 USP的解集和正确排序的样本点集. 因此 𝛼 是支配态射. 进一步地,对
任意 (𝐴∗, 𝜂∗) ∈ 𝑆1,利用线性代数中的 Cramer法则,𝛼−1由 𝑆1到 𝑆0的正则映射给
出. 由此可得 𝛼的双有理性.

定义 3.3.2. 第二个待证明双有理性的支配态射定义为：

𝛽 ∶ 𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦) → 𝛽(𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦)) ⊆ ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑚 (3-15)
(𝐴∗, 𝜂∗) ↦ (𝐴∗, 𝑝1(𝜂∗), … , 𝑝𝑚(𝜂∗)) .

注意 𝛽 是有限态射:

ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑚 → ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑚, (3-16)
(𝐴∗, 𝜂∗) ↦ (𝐴∗, 𝑝1(𝜂∗), … , 𝑝𝑚(𝜂∗))

的限制,因此 𝛽 也是有限闭态射 (参见 [47] [章节 II,练习 3.5]),且满足

𝛽(𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦)) = 𝛽(𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦)) = 𝑔(ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛).

为证明引理 3.3.4,首先明确对称群𝔖𝑚在 ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑚和 ℂ[𝐴, 𝑦]上的作用.
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置换 𝜎 ∈ 𝔖𝑚 通过 𝜎(𝑦𝑖) = 𝑦𝜎(𝑖) 作用于 ℂ[𝐴, 𝑦], 保持 𝐴 不变. 对任意 𝑓 ∈
ℂ[𝐴, 𝑦]和 𝑦∗ = (𝑦∗

1, … , 𝑦∗
𝑚) ∈ ℂ𝑚,有

(𝜎(𝑓))(𝑦∗) = 𝑓 (𝑦∗
𝜎(1), … , 𝑦∗

𝜎(𝑚)) .

𝔖𝑚在 ℂ𝑚上的作用定义为：

𝜎(𝑦∗
1, … , 𝑦∗

𝑚) = (𝑦∗
𝜎−1(1), … , 𝑦∗

𝜎−1(𝑚)) . (3-17)

此作用诱导𝔖𝑚在 ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑚纤维上的作用：

𝜎(𝐴∗, 𝑦∗) = (𝐴∗, 𝜎(𝑦∗)). (3-18)

对于变量向量 𝑦 = [𝑦1, … , 𝑦𝑚],置换作用 𝜎(𝑦) ≔ [𝑦𝜎(1), … , 𝑦𝜎(𝑚)]生成新的变
量向量. 我们记 𝑌𝑛+1(𝐴|𝜎(𝑦))为使得矩阵 (𝐴|𝜎(𝑦))的所有 (𝑛 + 1)-阶子式取零的行
列式簇,则有等式

𝑌𝑛+1(𝐴|𝜎(𝑦)) = 𝜎(𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦)).

引理 3.3.4. 态射 𝛽 是双有理的.

证明. 定义𝑊1是 𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦)在𝔖𝑚作用下自由的子集.

𝑊1 ≔ 𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦) ⧵ ⋃
𝜎∈𝔖𝑚⧵{1}

𝑌𝑛+1(𝐴|𝜎(𝑦)). (3-19)

那么𝑊1在 𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦)中是开集. 依据 [35] [定理 1],对于一般矩阵 𝐴∗ ∈ ℂ𝑚×𝑛,一般
列向量 𝜉∗ ∈ ℂ𝑛及任意非单位置换 𝜎 ≠ 1,有

rank(𝐴∗|𝜎(𝐴∗𝜉∗)) = 𝑛 + 1.

故𝑊1非空且在 𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦)中稠密开.
下面验证 𝛽−1(𝛽(𝑊1)) = 𝑊1,且 𝛽 在𝑊1 上的限制 𝛽′ 是从𝑊1 到 𝛽(𝑊1)的双

射.首先注意到: 对任意 (𝐴∗, 𝜂∗) ∈ 𝑊1, 𝜂∗ 的所有分量互异. 应用 Vieta定理可知,
对任意 (𝐴∗, 𝜁∗) ∈ 𝛽−1(𝛽(𝑊1)),存在唯一置换 𝜎 ∈ 𝔖𝑚 使得 𝜎(𝜁∗) = 𝜂∗.由此推出
𝜎 = 1且 (𝐴∗, 𝜁∗) = (𝐴∗, 𝜂∗) ∈ 𝑊1. 进一步可证 𝛽′是单射.
显然 𝛽′是满射,故得双射性. 最后注意到 𝛽(𝑊1)是 𝛽(𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦))中稠密开集.

定理 2.2.11 表明 𝛽 是有限态射, 因此 𝛽 为闭态射. 由于 𝑊1 在 𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦) 中开且
𝛽−1(𝛽(𝑊1)) = 𝑊1,可推出 𝛽(𝑊1)在 𝛽(𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦))中亦开.
综上可知 𝛽 是双有理映射.

注 3.3.2. 在本注记中, 我们显式地构造代数簇 𝒳 的开子集 𝑊 , 使得当 USP的样
本点 (𝐴∗, 𝑦∗)属于𝑊 时,存在唯一的 𝑚-置换 𝜋 和唯一向量 𝜉∗ ∈ ℂ𝑛 满足 𝐴∗𝜉∗ =
𝜋(𝑦∗).
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(1) USP的样本点集合 𝑆 定义为

𝑆 ≔ ⋃
𝜎∈𝔖𝑚

𝜎(𝑆1) ⊆ ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑚,

其中 𝑆1 由 (3-14)定义,且 𝔖𝑚 在 ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑚 上的作用由 (3-17)和 (3-18)定
义. 该集合 𝑆 是𝔖𝑚-不变闭子簇

𝒳 ≔ ⋃
𝜎∈𝔖𝑚

𝜎(𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦)) ⊆ ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑚

的稠密开子集. 关键观察是: (3-16)中的有限态射参数化了 𝒳 的𝔖𝑚-轨道.
(2) 由于 (3-19)中的𝑊1非空,对任意 𝜏 ∈ 𝔖𝑚,集合

𝜏(𝑊1) = 𝜏(𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦)) ⧵ ⋃
𝜎∈𝔖𝑚⧵{𝜏}

𝜎(𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦))

同样在 𝜏(𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦))中非空且稠密开. 因此,代数簇 𝒳 恰有 |𝔖𝑚| = 𝑚!个不
可约分支 𝜎(𝑌𝑛+1(𝐴|𝑦)) (𝜎 ∈ 𝔖𝑚).

(3) 记 (3-19)中的𝑊1,则集合

𝑊 ≔ ⋃
𝜎∈𝔖𝑚

𝜎(𝑊1)

在 𝒳 中稠密开,从而 𝑆 ∩ 𝑊 ≠ ∅. 由于𝑊 中任意点属于 𝒳 的唯一不可约分
支,我们得出结论: 当 USP的样本点 (𝐴∗, 𝑦∗)属于 𝑊 时,存在唯一的 𝑚-置
换 𝜋 和唯一向量 𝜉∗ ∈ ℂ𝑛使得 𝐴∗𝜉∗ = 𝜋(𝑦∗). 因此,对于一般的样本点, USP
的解 (𝐴∗, 𝜉∗)是唯一的,此时 (𝐴∗, 𝜉∗)正是 (3-2)中系统 𝑄𝑚的解.

为证明态射 𝛾 (参见 (3-11))的双有理性,我们构造两个投影

𝛿 ∶ 𝑓(ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛) → ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛

(𝐴∗, 𝑝1(𝜂∗), … , 𝑝𝑛+1(𝜂∗)) ↦ (𝐴∗, 𝑝1(𝜂∗), … , 𝑝𝑛(𝜂∗)) . (3-20)

𝜖 ∶ 𝛽 (𝑌𝑛+1 (𝐴 ∣ 𝑦)) → im 𝑓

(𝐴∗, 𝑝1(𝜂∗), … , 𝑝𝑚(𝜂∗)) ↦ (𝐴∗, 𝑝1(𝜂∗), … , 𝑝𝑛+1(𝜂∗)) .

显然有 𝛿 ∘ 𝛾 = 𝜖.注意到 (𝐴∗, 𝑝1(𝜂∗), … , 𝑝𝑛+1(𝜂∗))是 𝑓(ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛)中的点,因此投
影 𝛿由 (3-20)唯一确定. 证明的思路是考虑由投影诱导的域扩张:

𝛿∗ ∶ ℂ (im 𝛿) ↪ ℂ (im 𝑓) ,

𝜖∗ ∶ ℂ (im 𝛿) ↪ ℂ (𝛽 (𝑌𝑛+1 (𝐴 ∣ 𝑦))) ,

𝛾∗ ∶ ℂ (im 𝑓) ↪ ℂ (𝛽 (𝑌𝑛+1 (𝐴 ∣ 𝑦))) ,

从而 𝜖∗ = 𝛾∗ ∘ 𝛿∗.考虑域扩张次数则

deg(𝜖∗) = deg(𝛾∗) deg(𝛿∗).
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文献 [48]中证明了

deg(𝜖∗) = deg(𝛿∗) = 𝑛!, deg(𝛾∗) = 1.

从而表明 𝛾 给出了 𝛽 (𝑌𝑛+1 (𝐴 ∣ 𝑦))到 im 𝑓 的双有理映射.

定理 3.3.1的证明. 考虑 𝑓 = 𝛾 ∘ 𝑔,由于 𝑔, 𝛾 都给出相应定义域到像闭包之间的双
有理映射. 所以 𝑓 给出了定义域 ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛到像闭包 𝑔(ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛)上的双有理等
价.

3.4 解的计算

3.4.1 算法设计

为简化起见, 我们假设数据 𝐴∗ ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝑦∗ ∈ ℝ𝑛 满足定理 3.3.1 及文献 [35]

[定理 2]中的一般性条件. 本节提出两种符号算法和一种符号-数值算法以求解无
标记传感问题 3.1.

3.4.1.1 基于 Gröbner基的符号算法

恢复 𝜉∗ 的直接尝试是通过计算 Gröbner基 [49–51] 求解多项式系统 𝑄𝑛, 该方
法对应以下的算法 3.1.
已知求解 𝑛个变量的零维多项式系统的复杂度对 𝑛呈单指数级增长 [40,52,53],

即使对于一些很规则的算例亦如此 [54]. 通过快速排序算法检验 𝐴∗𝜉 的坐标是否
为 𝑦∗的置换排列的复杂度对 𝑚呈拟线性,当 𝑚不是太大时 (不是 𝑛的指数多). 整
体算法的复杂度主要由步骤 4计算 Gröbner基控制.
根据定理 3.3.1,多项式系统 𝑄𝑛+1仅有一个解. 实验 3.4.3.1的结果表明,计算

仅含单解的多项式系统𝑄𝑛+1的 Gröbner基的效率相较于求解含有 𝑛!多解的系统
𝑄𝑛显著更高. 这一观察引出了以下算法 3.2.
上述两种算法均采用符号计算方法. 当输入数据精确且测量无噪声干扰时,

通过这两种算法获得的解是精确的. 若给定数据受噪声污染,扰动后的多项式系
统 𝑄𝑛+1将成为超定系统而无解. 然而在实际应用场景中,所有测量数据都不可避
免地受噪声影响. 因此,需要一种稳健且高效的符号-数值混合算法来处理无标记
传感问题中观测到的含噪测量数据 𝑦∗.

3.4.1.2 基于 SDP的数值算法

如第 3.2节所述,零维多项式系统 𝑄𝑛+1 的解可通过求解半定松弛问题获得.
本小节给出一个利用秩 1 矩量矩阵补全的算法, 用于数值求解多项式系统 𝑄𝑛+1
(3-3).
文献 [35] 提出的期望最大化 (EM)方法是一种用于精化从数值多项式系统求

解器中提取解的代数技巧. 通过对 𝐴∗𝜉sdp和 𝑦∗进行排序,若所提取的解具有足够
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算法 3.1基于 Gröbner基符号求解系统 𝑄𝑛 (3-4)的算法
输入: (𝐴∗, 𝑦∗)

• 有理数矩阵 𝐴∗ ∈ ℚ𝑚×𝑛

• 向量 𝑦∗ ∈ ℚ𝑛,满足存在置换 𝜋 ∈ 𝔖𝑚使得 𝜋(𝑦∗) ∈ im(𝐴∗)
输出: 解 𝜉∗ ∈ ℚ𝑛使得 𝐴∗𝜉∗ = 𝜋(𝑦∗)
1: for 𝑖 = 1, … , 𝑛 do
2: 𝑞𝑖 ← PowerSum (𝐴∗𝑥, 𝑖) − PowerSum (𝑦∗, 𝑖); ▷构造幂和多项式
3: end for
4: 𝐺𝐵 ← GroebnerBasis (𝑞1, … , 𝑞𝑛); ▷计算 𝐼𝑛 = ⟨𝑄𝑛+1⟩的 Gröbner基
5: 𝑟𝑜𝑜𝑡𝑠 ← Solve(𝐺𝐵); ▷利用 Gröbner基提取根：

𝑟𝑜𝑜𝑡𝑠 = {𝜉 ∈ ℂ𝑛 ∶ 𝑞𝑖(𝜉) = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑛}
6: 𝑦∗

𝑠𝑜𝑟𝑡 ← Sort (𝑦∗); ▷将 𝑦∗的坐标排序
7: for 𝜉 ∈ 𝑟𝑜𝑜𝑡𝑠 do
8: if 𝜉 ∉ ℝ𝑛 then
9: continue; ▷舍去复根

10: end if
11: 𝑦0 ← Sort (𝐴∗𝜉); ▷将 𝐴∗𝜉的坐标排序
12: if 𝑦0 = 𝑦∗

𝑠𝑜𝑟𝑡 then ▷检查 𝐴∗𝜉的坐标是否为 𝑦∗坐标的置换排列
13: return 𝜉∗ ← 𝜉;
14: end if
15: end for

算法 3.2基于 Gröbner基符号求解超定系统 𝑄𝑛+1 (3-3)的算法
输入: (𝐴∗, 𝑦∗)

• 有理数矩阵 𝐴∗ ∈ ℚ𝑚×𝑛

• 向量 𝑦∗ ∈ ℚ𝑛,满足存在置换 𝜋 ∈ 𝔖𝑚使得 𝜋(𝑦∗) ∈ im(𝐴∗)
输出: 解 𝜉∗ ∈ ℚ𝑛使得 𝐴∗𝜉∗ = 𝜋(𝑦∗)
1: for 𝑖 = 1, … , 𝑛 + 1 do
2: 𝑞𝑖 ← PowerSum (𝐴∗𝑥, 𝑖) − PowerSum (𝑦∗, 𝑖); ▷构造幂和多项式
3: end for
4: 𝐺𝐵 ← GroebnerBasis (𝑞1, … , 𝑞𝑛+1); ▷计算 𝐼𝑛+1 = ⟨𝑄𝑛+1⟩的 Gröbner基
5: 𝑟𝑜𝑜𝑡𝑠 ← Solve (𝐺𝐵); ▷由 Gröbner基提取根：

𝑟𝑜𝑜𝑡𝑠 ← {𝜉 ∈ ℚ𝑛 ∣ 𝑞𝑖(𝜉) = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑛 + 1}
6: 𝜉∗ ← 𝑟𝑜𝑜𝑡𝑠[0] ; ▷提取解集中唯一的解：𝑟𝑜𝑜𝑡𝑠 = {𝜉∗}
7: return 𝜉∗;
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Gröbner基计算求解

验证阶段

输入参数
(𝐴∗, 𝑦∗)

𝐴∗ ∈ ℚ𝑚×𝑛

𝑦∗ ∈ ℚ𝑛, ∃𝜋 ∈ 𝔖𝑚, 𝜋(𝑦∗) ∈ im(𝐴∗)

构造多项式
𝑞𝑖 ← PowerSum(𝐴∗𝑥, 𝑖) − PowerSum(𝑦∗, 𝑖)

𝑖 = 1, … , 𝑛

计算 Gröbner基
𝐺𝐵 ← GroebnerBasis(𝑞1, … , 𝑞𝑛)

求解代数系统
𝑟𝑜𝑜𝑡𝑠 ← Solve(𝐺𝐵)

排序
𝑦∗

𝑠𝑜𝑟𝑡 ← Sort(𝑦∗)

存在未检测根? 取下一个根 𝜉 ∈ 𝑟𝑜𝑜𝑡𝑠

𝜉 ∈ ℝ𝑛?跳过复根

计算
𝑦0 ← Sort(𝐴∗𝜉)𝑦0 = 𝑦∗

𝑠𝑜𝑟𝑡?

返回解
𝜉∗ ← 𝜉

是

否

是

否

是

图 3-1基于 Gröbner基的符号求解算法 3.1

精度,则可预期排序后的 𝐴∗𝜉sdp与 𝑦∗将匹配,从而恢复置换 𝜋并将问题约化为经
典线性回归问题. 经典线性回归的数值精度由 𝐴∗ 的条件数和 𝑦∗ 的精度决定,这
些量在数值算法中通常可被更好地控制.
除了我们提出的以上基于半定松弛方法数值求解零维多项式系统 𝑄𝑛+1 的

算法 3.3, 前人 [35] 提出了基于同伦连续 [56] 方法求解零维多项式系统 𝑄𝑛 的算法
AIEM.同伦连续方法通过构造从易解系统到目标系统 𝑄𝑛 的连续路径进行求解,
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输入参数 (𝐴∗, 𝑦∗)
𝐴∗ ∈ ℚ𝑚×𝑛

𝑦∗ ∈ ℚ𝑛, ∃𝜋 ∈ 𝔖𝑚, 𝜋(𝑦∗) ∈ im(𝐴∗)

构造多项式
𝑞𝑖 ← PowerSum(𝐴∗𝑥, 𝑖) − PowerSum(𝑦∗, 𝑖)

𝑖 = 1, … , 𝑛 + 1

计算 Gröbner基
𝐺𝐵 ← GroebnerBasis(𝑞1, … , 𝑞𝑛+1)

求解代数系统
𝑟𝑜𝑜𝑡𝑠 ← Solve(𝐺𝐵)

提取唯一解
𝜉∗ ← 𝑟𝑜𝑜𝑡𝑠[0]

返回解
𝜉∗

图 3-2基于 Gröbner基的超定系统符号求解算法 3.2

具体流程如下: 引入辅助参数 𝑡,建立同伦方程组

𝐻(𝑥, 𝑡) = 0 (𝑡 ∈ [0, 1]),

其中当 𝑡 = 1时对应目标系统, 𝑡 = 0时对应已知解的初始系统,当 𝑡从 0逐渐增大
到 1时,我们得到一条多项式系统空间中的路径. 同伦求解器按照某种步长在这
条路径上追踪,每一步按照依照 Newton方法求解系统,以上一步系统的解作为下
一步系统迭代求解的初始点. 同伦求解器返回至多 𝑛!个根,再通过 EM排序选取
真实解.

3.4.2 算法分析

3.4.2.1 算法原理

本小节我们论证在上一小节 3.4.1.2 中提出的算法 3.3 的正确性. 设 𝐼 =
⟨𝑔1, … , 𝑔𝑚⟩, 𝑑𝑗 = deg 𝑔𝑗 ,令 𝑑 = max𝑗 𝑑𝑗 ,对于 𝑡 ⩾ 𝑑,定义凸集

𝒦ℝ
𝑡 (𝐼) ≔ {y ∈ ℝℕ𝑛

2𝑡 ∶ y0 = 1, 𝑀𝑡(y) ⪰ 0, 𝑀𝑡−𝑑𝑗 (𝑔𝑗y) = 0, 𝑗 = 1, … , 𝑚} , (3-21)

𝒦ℝ(𝐼) ≔ {y ∈ ℝℕ𝑛 ∶ y0 = 1, 𝑀(y) ⪰ 0, 𝑀(𝑔𝑗y) = 0, 𝑗 = 1, … , 𝑚} . (3-22)
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算法 3.3基于 SDP数值求解超定系统 𝑄𝑛+1 (3-3)的松弛算法
输入: (𝐴∗, 𝑦∗)

• 有理数矩阵 𝐴∗ ∈ ℚ𝑚×𝑛

• 向量 𝑦∗ ∈ ℚ𝑛,满足存在置换 𝜋 ∈ Σ𝑚使得 𝜋(𝑦∗) ∈ im(𝐴∗)
输出: 松弛解 𝜉∗ ∈ ℝ𝑛

1: for 𝑖 = 1, … , 𝑛 + 1 do
2: 𝑞𝑖 ← PowerSum (𝐴∗𝑥, 𝑖) − PowerSum (𝑦∗, 𝑖); ▷构造幂和多项式
3: end for
4: 𝑠𝑑𝑝 ← GenerateOptimizationSystem (𝑞1, … , 𝑞𝑛+1);▷生成(3-25)中的 SDP系统
5: 𝑡 ← ⌈

𝑛+1
2 ⌉; ▷设置松弛阶

6: 𝑀𝑡 ← SdpSolve(𝑠𝑑𝑝, 𝑡); ▷求解 SDP问题 (3-25)，获取 𝑠阶松弛的矩量矩阵
7: [𝑈, 𝑆, 𝑉 ] ← SVD(𝑀𝑡); ▷计算𝑀𝑡的奇异值分解𝑀𝑡 = 𝑈𝑆𝑉 −1

8: 𝑥1 ← 𝑈(1 ∶ 𝑛 + 1, 1); ▷选取 𝑈 的前 𝑛 + 1行
9: 𝜉sdp ← (

𝑥1(𝑘+1,1)
𝑥1(1,1) )𝑘=1,…,𝑛

; ▷归一化向量恢复近似解
10: 𝜉EM ← EM(𝜉sdp); ▷使用 [55]的 EM方法精化解
11: return 𝜉∗ ← 𝜉EM

使用如下的多重指标记号表示 𝑛个变元的单项式的集合：𝑇 𝑛 ≔ {𝑥𝛼 ∶ 𝛼 ∈
ℕ𝑛}, 𝑇 𝑛

𝑡 ≔ {𝑥𝛼 ∈ 𝑇 𝑛 ∶ |𝛼| ≤ 𝑡}.

引理 3.4.1. 设 𝐼 = ⟨𝑔1, … , 𝑔𝑚⟩为 ℝ[𝑥]中的理想,且 𝒱ℝ(𝐼) ≠ ∅. 若 𝑣 ∈ ℝ𝑛是 𝐼 的
实根 (即 𝑣 ∈ 𝒱ℝ(𝐼)),则对任意 𝑡 ≥ 𝑑,截断矩序列

y𝛿𝑣
𝑡 = (𝑣𝛼)𝛼∈𝑇 𝑛

2𝑡

是以下优化问题的最优解:

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

min rank (𝑀𝑡(y))
s. t. y0 = 1,

𝑀𝑡(y) ⪰ 0,
𝑀𝑡−𝑑𝑗 (𝑔𝑗y) = 0, 𝑗 = 1, … , 𝑚.

(3-23)

证明. 由于 y𝛿𝑣
𝑡 来源于 Dirac测度 𝛿𝑣,根据定义有 (y𝛿𝑣

𝑡 )0 = 𝑣0 = 1,且

𝑀𝑡 (y𝛿𝑣
𝑡 ) = 𝜁𝑣,𝑡𝜁⊤

𝑣,𝑡 ⪰ 0,

其中 𝜁𝑣,𝑡 = (𝑣𝛼)𝛼∈𝑇 𝑛
𝑡
为列向量. 对于 𝑔𝑗(𝑥) = ∑𝛼∈𝑇 𝑛 𝑔𝑗,𝛼𝑥𝛼,定义 vec(𝑔𝑗) = (𝑔𝑗,𝛼)𝛼.

因此
vec(𝑔𝑗)⊤𝑀𝑡 (y𝛿𝑣

𝑡 ) vec(𝑔𝑗) = 𝑔𝑗(𝑣)2 = 0,

结合𝑀𝑡 (y𝛿𝑣
𝑡 ) ⪰ 0可得

𝑀𝑡 (y𝛿𝑣
𝑡 ) vec(𝑔𝑗) = 0 ⟹ vec(𝑔𝑗) ∈ ker 𝑀𝑡 (y𝛿𝑣

𝑡 ) ⟹ 𝑀𝑡−𝑑𝑗 (𝑔𝑗y) = 0. (3-24)
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SDP系统生成求解

矩阵分解析取解

输入参数
(𝐴∗ ∈ ℚ𝑚×𝑛, 𝑦∗ ∈ ℚ𝑛)
满足 𝜋(𝑦∗) ∈ im(𝐴∗)

构造多项式
𝑞𝑖 = PowerSum(𝐴∗𝑥, 𝑖) − PowerSum(𝑦∗, 𝑖)

𝑖 = 1, … , 𝑛 + 1

生成 SDP系统
GenerateOptimizationSystem(𝑞1, … , 𝑞𝑛+1)

设置松弛阶
𝑡 = ⌈ 𝑛+1

2 ⌉

求解 SDP问题
𝑀𝑡 = SdpSolve(𝑠𝑑𝑝, 𝑡)

奇异值分解
[𝑈, 𝑆, 𝑉 ] = SVD(𝑀𝑡)

选取向量
𝑥1 = 𝑈(1 ∶ 𝑛 + 1, 1)

归一化解
𝜉sdp = (

𝑥1(𝑘+1)
𝑥1(1) )

𝑛

𝑘=1

EM方法精化
𝜉EM = EM(𝜉sdp)

输出结果
𝜉∗ = 𝜉EM

图 3-3基于 SDP松弛的算法 3.3

我们已证明 y𝛿𝑣
𝑡 ∈ 𝐾ℝ

𝑡 是优化问题(3-23)的可行解,且满足 rank 𝑀𝑡 (y𝛿𝑣
𝑡 ) = 1.

对于任意 y ∈ 𝐾ℝ
𝑡 ,由 y0 = 1可知 rank(𝑀𝑡(y)) ≥ 1,因此(3-23)的最优值为 1,且该

值可由 y𝛿𝑣
𝑡 实现.

引理 3.4.2. 设 𝐼 = ⟨𝑔1, … , 𝑔𝑚⟩为 ℝ[𝑥]中的理想,且 𝒱ℝ(𝐼) ≠ ∅. 对任意 𝑡 ≥ 𝑑,若
̂y𝑡 ∈ 𝐾ℝ

𝑡 是优化问题 (3-23)的最优解,则存在 𝑣 ∈ 𝒱ℝ(𝐼)使得 ̂y𝑡 = y𝛿𝑣
𝑡 .

证明. 由于 𝒱ℝ(𝐼) ≠ ∅, 可取 𝜉0 ∈ 𝒱ℝ(𝐼) 并构造 y
𝛿𝜉0
𝑡 . 根据命题 3.4.1, 优化问题

(3-23)的最优值为 1,且可被 y
𝛿𝜉0
𝑡 实现.

26



第 3章 无标记传感问题的计算

因 ̂y𝑡 ∈ 𝐾ℝ
𝑡 是 (3-23)的最优解,有 rank (𝑀𝑡 ( ̂y𝑡)) = 1. 注意到𝑀0 ( ̂y𝑡) = (1),

可得:

1 = rank (𝑀0 ( ̂y𝑡)) ≤ rank (𝑀𝑠 ( ̂y𝑡)) ≤ rank (𝑀𝑡 ( ̂y𝑡)) = 1, 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡.

这说明𝑀𝑡 ( ̂y𝑡)满足平坦延拓条件. 因此, ̂y𝑡可唯一延拓至 ̃y ∈ 𝐾ℝ,使得

rank (𝑀 ( ̃y)) = rank (𝑀𝑡 ( ̂y𝑡)) = 1.

根据 [6]中定理 3.3,存在 𝑣 ∈ ℝ𝑛和矩序列 y = y𝛿𝑣 = (𝑣𝛼)𝛼∈𝑇 𝑛 ,使得 ker(𝑀( ̃y))
给出零化理想 ℐ({𝑣}). 由𝑀(𝑔𝑗 ̃y) = 0可得

𝑔𝑗 ̃y = 𝑀( ̃y)vec(𝑔𝑗) = 0 ⟹ vec(𝑔𝑗) ∈ ker(𝑀( ̃y)).

因此 𝑔𝑗(𝑣) = 0对 𝑗 = 1, … , 𝑚成立,这证明 𝑣 ∈ 𝒱ℝ(𝐼).

定理 3.4.3. 设 𝒱ℝ(𝐼) ≠ ∅且 𝑡 ≥ 𝑑,则映射

𝒱ℝ(𝐼) → 𝑂𝑝𝑡(𝐼) ≔ {y ∈ 𝒦ℝ
𝑡 (𝐼) ∶ y是优化问题 (3-23)的最优解}

𝑣 ↦ y𝛿𝑣
𝑡

建立了 𝒱ℝ(𝐼)中实根与优化问题 (3-23)最优解 (即矩量矩阵秩为 1的解)之间的
一一对应.

以下结果通过将命题 3.4.3应用于具有唯一实解的多项式系统得到：
根据推论 3.2.2, 为获得系统 𝐼 的唯一解, 需要找到秩为 1 的截断矩序列

y ∈ 𝒦ℝ
𝑑 . 因此, 寻找多项式系统的唯一实解可转化为求解秩 1 矩量矩阵补全问

题. 然而由于 rank 函数既非光滑同时有着复杂的组合本性, 直接优化目标函数
rank (𝑀𝑡(y))是十分困难的. 存在的诸多用于低秩矩阵补全问题的方法 [57–70] 大
多需要考虑松弛问题.
矩阵的核范数 (nuclear norm)定义为其奇异值之和. 若矩阵对称且半正定,则

其核范数等于矩阵的迹. 在 [60] [定理 2.2]中, Recht、Fazel和 Parrilo证明了核范
数是在谱范数不超过 1的矩阵集合上对秩函数的最佳凸下逼近. 因此, 寻找秩 1
矩量矩阵的问题可松弛为以下形式:

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

min tr (𝑀𝑡(y))
s.t. y0 = 1,

𝑀𝑡(y) ⪰ 0,
𝑀𝑡−𝑑𝑗 (𝑔𝑗y) = 0, 𝑗 = 1, … , 𝑚.

(3-25)

在 [65,66] 中, Cossc和 Demanet进一步证明: 当秩 1矩阵补全问题存在唯一解
时,最小化核范数的二阶半定松弛足以找到该唯一解. 我们在 [71–73] 中已证明,通
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过求解核范数优化问题 (3-25), 可更高效地找到多项式系统的部分实解 (非全部
解).
根据定理 3.3.1,一般的多项式系统 𝑄𝑛+1存在唯一实解. 因此,在第 3.4.1小节

我们提出的算法 3.3中我们通过求解核范数最小化问题 (3-25) (而非 (3-6)中的常
值目标函数优化)来寻找 𝑄𝑛+1的唯一实解.
基于和推论 3.2.2相同的原理,有如下结果.

推论 3.4.4. 对于一般的多项式系统 𝑄𝑛+1,假设 y ∈ 𝒦ℝ
𝑑 满足平坦延拓条件 (3-8),

则算法 3.3返回的向量 𝜉∗就是 𝑄𝑛+1的唯一解,其中 𝑑 = max 𝑑𝑗 = ⌈𝑛+1
2 ⌉.

3.4.2.2 复杂度分析

通过 Gröbner基求解零维多项式系统的复杂度为单指数 𝑑𝑂(𝑛) [74],其中 𝑑 表
示多项式次数, 𝑛为变量个数. 在无标记传感问题及算法 3.1 (𝑑 = 𝑛), 3.2 (𝑑 = 𝑛+1)
的具体场景中,符号算法 3.2的整体复杂度应为

𝑛𝑂(𝑛) = 𝑂(exp(𝑛 log 𝑛)).

对于一般的输入,基于同伦连续的算法 AIEM存在 𝑛!个解,而 EM过程从这
𝑛!个解中选取其一 [35]. 固定结果精度时,同伦连续算法的复杂度与解的数量成正
比,这提供了下界 Ω(𝑛!).

半定规划问题可通过内点法 [75] 求解, 允许误差的情况下其时间复杂度可
以用矩阵大小的多项式控制. 现有成熟的 SDP 求解软件包, 例如 Sedumi [76] 和
SDPNAL+ [77]. 内点法的时间复杂度为 𝑂(𝑁√𝑀),其中 𝑁 表示迭代中求解牛顿
系统的成本, 𝑀 表征半定约束的规模 [78]. 令 𝑚𝑡 表示矩量矩阵的维度. 在无标记
传感问题及算法 3.3的场景中,有

𝑁 = 𝑂 (𝑚6
𝑡 ) , 𝑀 = 𝑂 (𝑚𝑡𝑛) , 且 𝑚𝑡 ≤ (

𝑛 + 𝑑
𝑑 ) = (

2𝑛 + 1
𝑛 ).

当固定结果精度时,算法 3.3的复杂度上界可估计为:

𝑂
⎛
⎜
⎜
⎝
(

2𝑛 + 1
𝑛 )

13
2

√𝑛
⎞
⎟
⎟
⎠

.

28



第 3章 无标记传感问题的计算

比较同伦连续算法与算法 3.3的复杂度:

cost(HC)
cost(SDP) = Ω

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑛!

(2𝑛+1
𝑛 )

13
2 √𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⊆ Ω
⎛
⎜
⎜
⎝
exp

⎛
⎜
⎜
⎝
log (𝑛!) − log

⎛
⎜
⎜
⎝
(

2𝑛 + 1
𝑛 )

13
2 ⎞

⎟
⎟
⎠

− 1
2 log 𝑛

⎞
⎟
⎟
⎠

⎞
⎟
⎟
⎠

= Ω (exp (𝑛 log 𝑛 − 13𝑛 log 2 − 1
2 log 𝑛))

⊆ Ω (exp (
log 𝑛

2 𝑛)) ⊆ Ω(exp(𝑛)),

可知从计算复杂度角度分析,算法 3.3相比同伦连续算法应具有指数级加速.

3.4.3 算法实现

实验在一台配备 Intel(R) Core(TM) i9-10900X CPU @ 3.70GHz处理器和 128
GB内存的台式机上进行. 在这些实验中,矩阵 𝐴∗ 的矩阵元从标准高斯分布中随
机生成, 𝜉∗ 的矩阵元从单位开区间 (0, 1)上的均匀分布生成. 随后基于 𝐴∗, 𝜉∗ 及
可能的噪声构造方程组 (𝑞𝑖 = 0)𝑖=1,…,𝑛+1. 算法 3.3中的 SDP问题使用 Sedumi [76]

求解. 符号算法在Maple符号计算软件中运行, Maple自动选择了单项式序 (通常
为逆分次字典序).源代码已上传至 GitHub仓库 unlabeled-sensing-ISSAC-2024,访
问地址: https://github.com/lujingyv/unlabeled-sensing-ISSAC-2024.

3.4.3.1 符号算法 3.1与 3.2在 ℚ上无噪声输入的算法性能对比

实验 3.4.3.1 比较了算法 3.1 和算法 3.2 在不同 𝑛 = 3, 4, … , 8 及 𝑚 = 2𝑛 无
噪声测量下的运行时间 (𝑇1/s)和 (𝑇2/s). 算法 3.1使用多项式系统 𝑄𝑛 = {𝑞1(𝑥) =
0, … , 𝑞𝑛(𝑥) = 0},而算法 3.2使用超定系统 𝑄𝑛+1 = {𝑞1(𝑥) = 0, … , 𝑞𝑛(𝑥), 𝑞𝑛+1(𝑥) =
0}. 所有 Gröbner基计算均在Maple中完成.
表 3-1表明: 当变量个数与多项式系统次数增加时,计算𝑄𝑛或𝑄𝑛+1的 Gröb-

ner基将更加困难. 由于 𝑄𝑛+1 仅有唯一解,其在字典序下的 Gröbner基由 𝑛个线
性多项式 𝑥1 − 𝜉∗

1 , … , 𝑥𝑛 − 𝜉∗
𝑛 组成. 另一方面,多项式系统 𝑄𝑛 至多有 𝑛!个解,其

Gröbner基包含更高次数与更大系数的多项式. 因此,求解超定多项式系统 𝑄𝑛+1
比求解方系统 𝑄𝑛快得多. 当 𝑛 ≥ 6时,算法 3.1无法在 24小时内返回结果而被手
动终止.

3.4.3.2 数值算法 3.3在 ℝ上无噪声输入的算法性能分析

以下实验检验数值算法 3.3的性能. 由于该算法通过数值方法求解矩量优化
问题,即使使用无噪声数据也可能导致计算结果的数值误差. 定义从矩量矩阵中
提取解的相对误差为

errsdp ≔
‖𝜉∗ − 𝜉sdp‖2

‖𝜉∗‖2
,
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表 3-1 不同 𝑛值下算法 3.1与 3.2的 CPU时间

𝑛 𝑇1/s 𝑇2/s

3 0.05 0.08

4 1.95 0.24

5 153.05 0.56

6 – 3.30

7 – 200.39

8 – 72549.63

注: 𝑚 = 2𝑛,使用无噪声数据.

其中 𝜉sdp表示通过算法 3.3半定规划部分提取的解.
实验 3.4.3.2测试了算法 3.3 (𝑇3/s)在不同 𝑛 = 3, 4, 5, 6及 𝑚 = 2𝑛参数下的运

行时间, 𝑡记录半定规划使用的松弛阶数, ranks记录截断矩量矩阵𝑀 的秩序列,
size表示对应松弛阶下矩量矩阵的维度. 本实验未对 𝑦施加噪声.

表 3-2 不同 𝑛值下算法 3.3的 CPU时间、相对误差、秩序列及矩量矩阵维度

𝑛 𝑡 𝑇3/s errsdp ranks size

3 2 0.20 2.73e-08 1,1,1 10

4 3 1.88 6.53e-07 1,1,1,1 35

5 3 5.58 1.62e-06 1,1,1,1 56

6 4 290.95 4.93e-06 1,1,1,1,1 210

注: 𝑚 = 2𝑛,使用无噪声数据.

表 3-2显示: 当变量个数与多项式次数增加时, 计算矩量矩阵的时间显著增
长. 矩量矩阵秩序列稳定于 1表明半定规划在最低所需松弛阶 ⌈(𝑛 + 1)/2⌉处满足
平坦延拓准则,因此定理 3.2.2保证从𝑀𝑡 中提取的解即为多项式系统 𝑄𝑛+1 的唯
一解. 当使用无噪声测量数据 𝑦时, errsdp 表现良好且随 𝑛 = 3, 4, 5, 6增大仅缓慢
上升.

30



第 3章 无标记传感问题的计算

3.4.3.3 数值算法 3.3在含噪声测量 𝑦下的性能分析 (不同 𝑚值对比)

以下实验考虑含噪声测量情形. 对于真实解 𝜉∗ 及无噪声测量 𝑦∗ ≔ 𝐴∗𝜉∗,假
设噪声 𝑦𝑐 服从期望为 0、协方差矩阵为 𝜎2𝐼 的高斯随机向量,其中 𝐼 为 𝑛 × 𝑛单
位矩阵. 噪声强度通过信噪比 SNR (单位: dB)度量,计算公式为

SNR = 10 log10 (
𝑛

3𝜎2 ) .

使用含噪声测量 𝑦 ≔ 𝑦∗ + 𝑦𝑐 构造方程:

𝑞𝑖𝑐 ≔ 𝑝𝑖(𝐴∗𝑥) − 𝑝𝑖(𝑦) = 0.

我们进一步报告经 EM算法 [35]精化后的解的相对误差:

errEM ≔ ‖𝜉∗ − 𝜉EM‖2
‖𝜉∗‖2

.

EM方法本质上是排序过程: 将测量值 𝑦按坐标排序为 𝑦sort ,对候选解 (𝑥𝑖)𝑖 计算
𝐴𝑥𝑖并排序为 (𝐴𝑥𝑖)sort ,最优解应满足 (𝐴𝑥𝑖)sort 最接近 𝑦sort ,从而确定置换 𝜋 并将
问题约化为线性方程组求解.
实验 3.4.3.3在固定 𝑛 = 4且 SNR = 60dB噪声条件下,分析算法 3.3在不同

𝑚值下的运行时间与相对误差. 𝑇EM 和 𝑇sdp 分别记录 EM精化与求解 SDP的时
间,总时间 𝑇3 = 𝑇EM + 𝑇sdp.

表 3-3不同 𝑚值下算法 3.3的 CPU时间及相对误差

𝑚 errEM errsdp 𝑇EM/s 𝑇sdp/s 𝑇3/s

500 0.010% 0.141% 0.003 2.477 2.450

1000 0.006% 0.102% 0.003 2.586 2.589

2000 0.005% 0.125% 0.016 2.602 2.617

5000 0.006% 0.250% 0.188 2.672 2.859

注: 𝑛 = 4, SNR = 60dB, 20次试验中位数.

注 3.4.1. 算法 3.3可能无法通过半定规划求解器找到良好近似解,且 EM精化过
程可能无法从 𝜉sdp 中恢复正确置换, 导致算法返回解的相对误差显著偏离多数
试验结果. 此处以典型异常案例说明: 当 𝑛 = 4, 𝑚 = 500, SNR = 60dB 时, 试
验相对误差中位数为 errEM = 0.016% 和 errsdp = 0.396%, 而我们观测到的异常
值为 errEM = 165.957% 和 errsdp = 167.938%. 对于小规模 𝑛 = 4 及高信噪比
SNR = 80dB或 100dB,异常值比例低于 5%. 对于其他 𝑛和 SNR参数,异常值比
例介于 5%至 35%之间,并随变量个数与噪声强度增加而上升.
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异常值主要由噪声干扰半定规划算法导致. 在唯一解假设下,无噪声时半定
松弛的数值秩序列应稳定于 1,但异常案例中数值秩序列在特定误差阈值下超过
1. 以 𝑛 = 4, 𝑚 = 50, SNR = 60dB及数值秩误差阈值 0.01进行 50次试验,记录到
2个异常案例: 其数值秩序列分别为 1, 3, 5, 5和 1, 2, 3, 3. 异常成因可能包含多个
因素,我们观察到真实解 𝜉∗的坐标尺度在异常案例中剧烈波动. 具体而言:

• 数值秩序列 1, 3, 5, 5对应真实解 𝜉∗ = (0.753, 0.081, 0.326, 0.879)⊤

• 数值秩序列 1, 2, 3, 4对应真实解 𝜉∗ = (0.414, 0.515, 0.004, 0.624)⊤

表 3-3表明: 算法 3.3的精度 errsdp和 errEM在不同 𝑚值下保持稳定. 随着 𝑚
增大,总时间 𝑇3 轻微上升,这源于 EM精化时需排序更多矩阵元. 但相较于排序
过程,算法主要计算量集中于与 𝑚无关的半定规划求解. 因此当 𝑚增大时, 𝑇3 仅
缓慢增长. 表 3-3同时揭示: 当 𝑚 = 500或 1000时, EM精化耗时在总时间中占比
可忽略,故后续实验将仅报告算法总时间,表格中不再单独列出 EM精化时间.

3.4.3.4 数值算法 3.3在含噪声测量 𝑦下的性能分析 (不同信噪比 SNR与变元个
数 𝑛对比)

实验 3.4.3.4在固定 𝑚 = 500条件下,分析算法 3.3对不同噪声强度 SNR及
𝑛 = 3, 4, 5, 6的运行时间与相对误差.

表 3-4 𝑛 = 3时不同噪声强度下算法 3.3的 CPU时间及相对误差

SNR/dB 𝑇3/s errsdp errEM

100 0.27 1.74E-05 1.74E-05

80 0.29 0.029% 0.016%

60 0.31 0.266% 0.017%

50 0.31 0.748% 0.058%

40 0.31 4.508% 0.328%

30 0.35 10.417% 2.447%

注: 𝑚 = 500, 20次试验中位数.

表 3-4至 3-7表明: 随着噪声增强, errsdp显著增大,而 EM精炼技术在所有实
验中均有效提升解精度. 对于小噪声情形 (SNR = 100dB或 80dB), errEM 对 𝑛不
敏感. 此现象可解释如下: errEM 的精度主要取决于排序过程. 当噪声较小时, EM
方法大概率能恢复正确置换 𝜋,此时解精度仅依赖于矩阵 𝐴的条件数及相对噪声

‖𝑦𝑐‖2
‖𝐴∗𝜉∗‖2

.
对于常规参数 𝑛 = 3, 4, 5, 6,矩阵元取标准正态分布的随机矩阵 𝐴的条件数
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表 3-5 𝑛 = 4时不同噪声强度下算法 3.3的 CPU时间及相对误差

SNR/dB 𝑇3/s errsdp errEM

100 2.85 2.14E-05 2.14E-05

80 3.04 0.021% 0.019%

60 2.85 0.280% 0.021%

50 3.02 0.603% 0.057%

40 2.74 3.916% 0.431%

30 2.72 11.993% 5.170%

注: 𝑚 = 500, 20次试验中位数.

表 3-6 𝑛 = 5时不同噪声强度下算法 3.3的 CPU时间及相对误差

SNR/dB 𝑇3/s errsdp errEM

100 5.46 0.003% 0.003%

80 5.58 0.043% 0.021%

60 6.50 0.220% 0.010%

50 6.97 1.430% 0.058%

注: 𝑚 = 500, 20次试验中位数.

表 3-7 𝑛 = 6时不同噪声强度下算法 3.3的 CPU时间及相对误差

SNR/dB 𝑇3/s errsdp errEM

100 185.83 0.002% 0.002%

80 184.59 0.023% 0.019%

60 253.38 0.546% 0.011%

50 220.52 1.224% 0.044%

注: 𝑚 = 500, 20次试验中位数.
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表现良好,且相对噪声强度对 𝑛敏感性较低. 因此在小噪声环境下, errEM 始终保
持良好表现.

3.4.3.5 算法 AIEM [35]与算法 3.3的对比实验

定义 AIEM算法中经排序选取的解 𝜉homo的相对误差为:

errhomo ≔ ‖𝜉∗ − 𝜉homo‖2
‖𝜉∗‖2

.

表 3-8不同 𝑛值下 AIEM与算法 3.3的 CPU时间及相对误差

AIEM(同伦法) 算法 3.3(SDP)

𝑛 𝑇AIEM/s errhomo errEM 𝑇3/s errsdp errEM

3 0.12 0.043% 0.012% 0.29 0.029% 0.016%

4 0.23 0.037% 0.016% 3.04 0.021% 0.019%

5 0.79 0.040% 0.014% 5.58 0.043% 0.021%

6 9.06 0.039% 0.019% 184.80 0.053% 0.011%

注: 𝑚 = 500, SNR = 80dB, 20次试验中位数.

表 3-8表明: 随着 𝑛增大,使用HOM4PS2同伦求解器的AIEM比使用 Sedumi
求解器的算法 3.3 更高效. 算法 3.3 中采用的 Sedumi 求解器基于传统内点法实
现,数值稳定性较强但效率低于现代求解器如 SDPNAL+. 文献 [35]中使用 Bertini
同伦求解器处理 𝑛 = 6情形时需 2243秒,而本实验显示不同软件实现将显著影响
算法效率与精度,这需要未来更系统的对比研究.
当 𝑛 = 5时, Bertini中的同伦连续算法耗时半小时找到 120个解 [35], 而 Se-

dumi中的 SDP算法仅用 5.58秒便找到唯一解. 在我们的实验中,使用 HOM4PS2
求解多项式系统仅需 0.79秒即找到 120个解. 不同实现方式显著地影响算法的
实际运行时间. 对于低秩矩阵补全问题,还存在其他实用算法;未来研究应测试更
多实现方案.

34



第 4章 Cayley变换的表示理论

第 4章 Cayley变换的表示理论

4.1 引言:经典 Cayley变换

除非特殊说明,设域 𝔽 为复数域 ℂ或实数域 ℝ.

定义 4.1.1 (经典 Cayley变换). 经典 Cayley变换定义为双有理映射

𝐶 ∶ 𝔤𝔩𝑛(𝔽 ) 99K GL𝑛(𝔽 )

𝑢 ↦ Id𝑛 +𝑢
Id𝑛 −𝑢.

称经典 Cayley变换对 Lie子群 𝐺 ⊆ GL𝑛(𝔽 )适用,若存在 𝔤在原点 0的邻域
𝑈 使得 𝐶(𝑈) ⊆ 𝐺,其中 𝔤为 𝐺的 Lie代数.
例 4.1.1 (二次矩阵群). [23,79–81]设 𝑉 为 𝔽 -向量空间, 𝜎 ∶ GL(𝑉 ) → GL(𝑉 )为 ℝ-线
性对合. 对满足 𝜎(𝐵) = ±𝐵的 𝐵 ∈ GL(𝑉 ), Cayley变换适用于

𝐺𝐵 ≔ {𝑔 ∈ GL(𝑉 ) ∶ 𝐵(𝑔𝑥, 𝑔𝑦) = 𝐵(𝑥, 𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 } .

通过选取不同 𝜎 和 𝐵,可得经典矩阵群 O𝑛(𝔽 ), Sp2𝑛(𝔽 )及 U𝑛(ℂ). 例如考虑 𝔽 = ℝ,
取 𝐵 = Idℝ𝑛 ,𝜎 = Id,对应 Lie群 O𝑛(ℝ).其 Lie代数满足:

𝔰𝔬𝑛(ℝ) = {𝑎 ∈ 𝔤𝔩𝑛(ℝ) ∶ 𝑎 + 𝑎⊤ = 0} ,

(1 + 𝑎⊤) (1 + 𝑎) − (1 − 𝑎⊤) (1 − 𝑎) = 0.

如果 1 − 𝑎, 1 − 𝑎⊤可逆,则可以直接验算

𝐵(𝐶(𝑎)𝑥, 𝐶(𝑎)𝑦) = 𝑥⊤ 1 + 𝑎⊤

1 − 𝑎⊤
1 + 𝑎
1 − 𝑎𝑦 = 𝑥⊤𝑦 ⟹ 𝐶(𝑎) ∈ O𝑛(ℝ).

根据连通性,可以判定 𝐶(𝑎) ∈ SO𝑛(ℝ),另外这个计算表明在定义域上都有 𝐶(𝑎) ∈
SO𝑛(ℝ).

例 4.1.2. 从典型群出发还可以构造许多其他例子.
(1) 对角矩阵群 [82] [例 1.20]: Cayley变换适用于 𝑇𝑛, 其中 𝑇𝑛 ⊆ GL𝑛(𝔽 )为所有
可逆对角矩阵构成的群.

(2) 幂幺群 [83,84]: 令 𝑅𝑛 ⊆ GL𝑛(𝔽 )为上三角幂幺矩阵子群. Cayley变换适用于
𝑅𝑛. 事实上由 𝐼𝑛 + 𝔯𝑛 = 𝑅𝑛可得

𝐶(𝔯𝑛) ⊆ 𝐼𝑛 + 𝔯𝑛 = 𝑅𝑛,

此处 𝔯𝑛表示由严格上三角矩阵构成的幂零 Lie代数.
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(3) 上三角矩阵群: 设 𝐵𝑛 ⊆ GL𝑛(𝔽 )为所有可逆上三角矩阵构成的群. 可直接验
证 Cayley变换适用于 𝐵𝑛.

若 𝐶 适用于 𝐺 ⊆ GL𝑛(𝔽 ),则我们可在 𝔤中 0点的邻域与 𝐺中 𝐼𝑛点的邻域之
间获得一个简单显式的微分同胚. 这一简单观察使得经典 Cayley变换在纯粹数
学与应用数学中均产生了大量应用. 例如: 二次矩阵群的 LS范畴可通过 Cayley
变换计算 [85]; Cayley变换与超向量丛的拓扑几何不变量 (包括子丛、超联络特征
形式和 Bott映射)存在深刻联系 [86,87];对称 Siegel域的几何特性可通过 Cayley变
换像的几何结构进行刻画 [88–90].
另一方面, 𝐶 (

𝑢
2)作为矩阵指数函数 exp(𝑢)的最佳 (1, 1)型 Padé逼近 [91],其

提供的二阶近似特性在数值计算中具有重要价值. 这一优势广泛应用于数值线
性代数 [92–94]、数值微分方程与积分 [95–98] 以及黎曼优化 [99,100] 等领域. 工程实
践中, Cayley 变换亦被统计学家 [101]、机器学习研究者 [102,103] 和信号处理工程
师 [104,105]广泛采用.
由于经典 Cayley变换在理论研究和实际应用中的核心作用,过去 40年间出

现了多种推广 Cayley变换的尝试. 我们概述以下三种主要路径:
(1) 基于 H型群 Iwasawa分解的解析构造 [106–110],但该推广不再保持 Lie群与
其 Lie代数之间的对应关系.

(2) 针对二次矩阵群齐次空间的推广 [85,100], 专为在这些商流形上进行高效计
算而设计.

(3) 代数群框架下的推广,将广义 Cayley变换定义为代数群与其 Lie代数之间
的等变双有理等价 [83,84].
所有现有工作 [82,84,111–113] 的终极目标都是解决以下问题, 该问题可视为

Luna问题 [114]在 SL𝑛之外的自然延伸:
问题 4.1 (Lemire-Popov-Reichstein问题). [82] [问题 1.7]哪些线性代数群拥有广义
Cayley变换?

本章旨在研究经典 Cayley 变换在表示论层面的推广. 注意到经典 Cayley
变换 𝐶 的适用性依赖于群的表示方式. 例如: 可直接验证 𝐶 适用于 SL2(ℂ) ⊆
GL2(ℂ),同时也适用于其伴随表示 Ad ∶ SL2(ℂ) → GL(𝔰𝔩2(ℂ)) ≃ GL3(ℂ). 事实上,
若将 𝔰𝔩2(ℂ)与 ℂ3等同,则 SL2(ℂ)是 SO3(ℂ)的双重覆盖且Ad(SL2(ℂ)) = SO3(ℂ).
然而, 𝐶 不适用于 𝜌(SL2(ℂ)) ⊆ GL (𝒮3ℂ2) ≃ GL4(ℂ),其中 𝜌为 SL2(ℂ)在三次对
称幂 𝒮3(ℂ2)上的不可约表示. 基于此观察,可以提出如下问题:

问题 4.2. 对怎样的 Lie群 𝐺及其表示 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 ),定义于4.1.1的经典 Cayley
变换 𝐶 是适用的?

本章核心结果如下: 定理 4.3.9 建立了 𝐶 对 𝜌 的适用性与 𝑑𝜌(𝔤) 的幂扩张
性质间的等价性 (定义 4.3.2). 进一步地,当限制于紧半单 Lie群时 (第 4.4节),定
理 4.4.9证明该适用性等价于 𝑑𝜌(𝔥)的幂扩张性质,其中 𝔥为 𝔤的 Cartan子代数.
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对不可约表示情形, 定理 4.4.13表明: 当 𝐶 适用时, 𝜌 的权图具备明显的对称性
(Cayley构型,定义 4.4.1),其必为 Weyl群作用下最高权轨道的并集 (可能包含原
点).
在 4.5.2节中,我们完成了对经典复单 Lie群及其紧致实形式的不可约 Cayley

表示的分类,其中 𝐶 适用的情形为:
⋄ 𝐺为 𝐴1型, 𝐵𝑛型 (𝑛 ≥ 2), 𝐶𝑛型 (𝑛 ≥ 3)或 𝐷𝑛型 (𝑛 ≥ 4),且 𝜌为标准表示.
⋄ 𝐺为 𝐷4型,且 𝜌为两个旋量表示之一.

该分类结果可视为 [82] [定理 1.31]在表示论层面的自然推广. 在本章的最后一
节 4.6.4, 我们讨论放松对于映射 𝐶 的限制, 考虑更一般的广义 𝑓 -型 Cayley 表
示,并说明 Cayley构型的唯一性.

4.2 预备知识: 半单 Lie代数

在 Lie 理论的研究中, Lie 代数的半单性理论是其中的一个重要方面. 半单
Lie代数的表示理论相对于一般 Lie代数而言有十分清楚的描述和刻画. 本节内
容可参考表示论方面的标准教程 [28].

4.2.1 半单 Lie代数的结构

4.2.1.1 复半单 Lie代数的结构

定义 4.2.1 (半单 Lie代数). 𝔤是有限维 Lie代数,称 𝔤是半单 Lie代数,如果 𝔤无
非平凡可解理想.

定义 4.2.2 (单 Lie代数). 称半单 Lie代数 𝔤为单 Lie代数,如果 𝔤没有非平凡理想.

定理 4.2.1. [28] 𝔤是实或复有限维 Lie代数,以下事实等价:

(1) 𝔤的有限维复表示是完全可约的.
(2) 𝔤无非平凡交换理想.
(3) 𝔤半单.
(4) 𝔤是单 Lie代数的直和.

定义 4.2.3 (Cartan子代数). 𝔤是复有限维半单 Lie代数,通过伴随作用 ad ∶ 𝔤 →
𝔤𝔩(𝔤), 𝔤看做自身上的表示.称 𝔤的交换 Lie子代数 𝔥为 𝔤的一个 Cartan子代数
如果 ad(𝔥) 由半单算子构成且, ∀𝑥 ∈ 𝔤 满足 ad(𝑥) 是半单算子且 [𝔥, 𝑥] = 0 则有
𝑥 ∈ 𝔥,即 𝔥是极大的由半单元素构成的交换子代数.

定义 4.2.4 (根系,根子空间,根系格). 复有限维半单 Lie代数 𝔤的伴随表示可根据
𝔥的作用分解成特征子空间的直和:

𝔤 = 𝔥 ⊕
(⨁

𝛼∈Φ
𝔤𝛼)

,
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Φ ⊆ 𝔥∗ 是 𝔤 的非零权集, 称其中的元素 𝛼 ∈ Φ 为 𝔤 的一个根系, 对应的权空间
𝔤𝛼 称为 𝛼 对应的根子空间. 称 Φ 为 𝔤 的根系集. 称根系集生成的自由交换群
Λ𝑅 ≔ ℤΦ ⊆ 𝔥∗为 𝔤的根系格.

定义 4.2.5 (权, 权格, 正权, 正根系). 对于复有限维半单 Lie 代数 𝔤 的任意根系
𝛼 ∈ Φ, ∃!ℎ𝛼 ∈ [𝔤𝛼, 𝔤−𝛼] ⊆ 𝔥使得 𝛼(ℎ𝛼) = 2,称 Λ ≔ {𝜆 ∈ 𝔥∗ ∶ 𝜆(ℎ𝛼) ∈ ℤ, ∀𝛼 ∈ Φ}
为 𝔤的权格,其中的元素 𝜆 ∈ Λ称为权.指定 Λ上的线性序 <,称大于 0的权为正
权. 用 Φ+表示 𝔤在序 <下的正根系集合,其中的元素 𝛼 ∈ Φ+称为正根.

定义 4.2.6 (单根,正单根). 对于复有限维半单 Lie代数 𝔤,称一个正根 𝛼 ∈ Φ+ 是
正单根如果 𝛼不能分解成两个正根的和. 用 Δ+表示 𝔤在序 <下的正单根集合.

4.2.1.2 实化与复化

注 4.2.1. 在本小节中,除非特殊说明, 𝔤表示一个半单 Lie代数. 𝐺表示一个半单
Lie群,其 Lie代数为 𝔤. 𝔥是 𝔤的 Cartan子代数.

定义 4.2.7 (实化与复化). Lie代数和 Lie群上可以定义实化与复化,这些操作给出
典范态射并满足泛性质:
(1) 设 𝔤𝑟是实 Lie代数,称 𝔤𝑟是复 Lie代数 𝔤的实形式如果 𝔤ℂ

𝑟 = 𝔤𝑟 ⊗ℝ ℂ ≃ 𝔤.
(2) 给定实 Lie群 𝐺𝑟,其复化是一个复 Lie群 𝐺ℂ

𝑟 以及一个光滑同态 𝜙 ∶ 𝐺𝑟 →
𝐺ℂ

𝑟 ,使得对于任何从 𝐺𝑟 到另一个复 Lie群 𝐻 的连续同态 𝑓 ∶ 𝐺𝑟 → 𝐻 ,存
在唯一的复解析同态 𝐹 ∶ 𝐺ℂ

𝑟 → 𝐻 ,满足 𝑓 = 𝐹 ∘ 𝜙.
(3) 给定复 Lie群 𝐺,称 𝐺的实 Lie子群 𝐺𝑟是 𝐺的实形式如果嵌入 𝜄 ∶ 𝐺𝑟 ↪ 𝐺
给出了 𝐺𝑟的复化.

定义 4.2.8 (分裂形式). 实 Lie代数 𝔤𝑠是 𝔤的实形式,称 𝔤𝑠是 𝔤的分裂形式如果存
在 𝔤 = 𝔥⊕(⨁𝛼∈Φ 𝔤𝛼)是 𝔤的权空间分解以及 𝔤𝑠的Cartan子代数 𝔥𝑠 = 𝔥∩𝔤𝑠, 𝔥ℂ

𝑠 =
𝔥,使得 𝔥在 𝔤𝑠上的伴随作用只有实特征值.
定理 4.2.2 (分裂形式的权空间分解). [28] 设实半单 Lie代数 𝔤𝑠 是复半单 Lie代数
𝔤的分裂形式.𝔤的 Killing形式是 𝐵,权集为 Φ,那么分裂形式的权空间分解为

𝔤𝑠 = 𝔥𝑠 ⊕
(⨁

𝛼∈Φ
(𝔤𝑠)𝛼)

. (4-1)

其中 (𝔤𝑠)𝛼 = 𝔤𝛼 ∩ 𝔤𝑠, (𝔤𝑠)ℂ
𝛼 = 𝔤ℂ

𝛼 .

定义 4.2.9 (紧形式). 实 Lie代数 𝔤𝑐 是 𝔤的实形式,称 𝔤𝑐 是 𝔤的紧形式如果存在
𝔤 = 𝔥⊕(⨁𝛼∈Φ 𝔤𝛼)是 𝔤的权空间分解以及 𝔤𝑐的 Cartan子代数 𝔥𝑐 = 𝔥∩𝔤𝑠, 𝔥ℂ

𝑐 = 𝔥,
使得 𝔥在 𝔤𝑐 上的伴随作用只有纯虚特征值.
定理 4.2.3 (紧形式的性质). [28] 设实半单 Lie代数 𝔤𝑐 是复半单 Lie代数 𝔤的紧形
式.𝔤的 Killing形式是 𝐵,权集为 Φ,那么

(1) 𝐵在 𝔤𝑐 上的限制是负定的.
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(2) 紧形式的权空间分解为

𝔤𝑐 = 𝔥𝑐 ⊕
( ⨁

𝛼∈Φ+
(𝔤𝑐)𝛼)

. (4-2)

其中 (𝔤𝑐)𝛼 = (𝔤ℂ
𝛼 ⊕ 𝔤ℂ

−𝛼) ∩ 𝔤𝑐 , (𝔤𝑐)ℂ
𝛼 = 𝔤ℂ

𝛼 ⊕ 𝔤ℂ
−𝛼.

4.2.2 单 Lie代数的分类

定理 4.2.4 (复单 Lie代数的分类). [28]给定复单 Lie代数 𝔤,则 𝔤恰同构表4-1中的
一类.

表 4-1复单 Lie代数的分类

型别 参数范围 注释

𝐴𝑛 𝑛 ≥ 1 𝔰𝔩𝑛+1

𝐵𝑛 𝑛 ≥ 2 𝔰𝔬2𝑛

𝐶𝑛 𝑛 ≥ 3 𝔰𝔭2𝑛

𝐷𝑛 𝑛 ≥ 4 𝔰𝔬2𝑛+1

𝐸𝑛 𝑛 = 6, 7, 8

例外单 Lie代数𝐹4 -

𝐺2 -

定义 4.2.10. 称 𝐴𝑛, 𝐵𝑛, 𝐶𝑛, 𝐷𝑛型单 Lie代数是经典单 Lie代数. 称 𝐸𝑛, 𝐹4, 𝐺2型单
Lie代数为例外单 Lie代数.
定理 4.2.5 (经典单 Lie代数的实形式). [28] 经典单 Lie代数的分裂形式与实形式
如下表 4-2所示.

表 4-2复单 Lie代数的实形式

复化 紧形式 分裂形式

𝔰𝔩𝑛+1(ℂ) 𝔰𝔲𝑛+1(ℂ) 𝔰𝔬𝑛+1(ℝ)

𝔰𝔬2𝑛+1(ℂ) 𝔰𝔬2𝑛+1(ℝ) 𝔰𝔬𝑛+1,𝑛(ℝ)

𝔰𝔭2𝑛(ℂ) 𝔲𝑛(ℍ) 𝔰𝔭2𝑛(ℝ)

𝔰𝔬2𝑛(ℂ) 𝔰𝔬2𝑛(ℝ) 𝔰𝔬𝑛,𝑛(ℝ)
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4.2.3 半单 Lie代数的表示

4.2.3.1 基本性质

定理 4.2.6 (权空间分解). 设 𝔤是实或复半单 Lie代数，𝜃 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 )是 𝔤的有限
维复表示，则 𝑉 有权空间分解：

𝑉 = ⨁
𝜆∈Λ

𝑉𝜆, 𝑉𝜆 ≔ {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ 𝜃(ℎ)𝑣 = 𝜆(ℎ)𝑣, ∀ℎ ∈ 𝔥}.

定义 4.2.11. 𝔤是实或复半单 Lie代数, 𝜃 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 )是 𝔤的有限维表示.定义表
示的权集为

Wt 𝑉 ≔ {𝜆 ∈ Λ ∶ dim 𝑉𝜆 ≠ 0}.

定义表示的权图为二元对 (Wt 𝑉 , 𝑚),其中 𝑚 ∶ Wt 𝑉 → ℕ, 𝑚(𝜆) ≔ dim 𝑉𝜆.
定理 4.2.7 (半单 Lie代数表示的基本定理). [28] 𝔤是复半单 Lie代数,有权格 Λ,根
系格 Λ𝑅, Weyl群𝒲 ,基本 Weyl腔 𝒞,以及根系集 Φ.则

(1) 𝐶 ∩ Λ中的权与 𝔤的不可约复表示的同构类一一对应.给定 𝜔 ∈ 𝐶 ∩ Λ, ∃𝑉
是不可约 𝔤-模,使得 𝑉 的最高权为 𝜔,这样的 𝑉 在同构意义下唯一.

(2) 设 𝑉 是不可约 𝔤-模,有最高权 𝜔,权空间分解 𝑉 = ⨁𝜆∈Wt 𝑉 𝑉𝜆.则

Wt 𝑉 = Conv(𝒲𝜔) ∩ (𝜔 + Λ𝑅).

4.2.3.2 限制和诱导

定义 4.2.12 (限制). 给定复半单 Lie群 𝐺和表示 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 ),以及实形式 𝐺𝑟.
𝜌在 𝐺𝑟上的限制是表示

ℛ𝑒𝑠(𝜌) ≔ 𝜌|𝐺𝑟 ∶ 𝐺𝑟 → GL(𝑉 ), ℛ𝑒𝑠(𝜌)(𝑔) = 𝜌(𝑔).

同样地,定义 Lie代数表示的限制.给定复半单 Lie代数 𝔤和表示 𝜃 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 ),
以及实形式 𝔤𝑟. 𝜃在 𝔤𝑟上的限制是表示

ℛ𝑒𝑠(𝜃) ≔ 𝜌|𝔤𝑟 ∶ 𝔤𝑟 → 𝔤𝔩(𝑉 ), ℛ𝑒𝑠(𝜃)(𝑥) = 𝜃(𝑥).

通过自明的方式与表示的同态复合, ℛ𝑒𝑠给出表示间态射的映射,从而成为 𝔤-模
到 𝔤𝑟-模的函子.

定义 4.2.13 (诱导). 𝜃 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 )是实 Lie代数 𝔤的表示.𝜃诱导了 𝔤ℂ的表示

ℐ𝑛𝑑(𝜃) ∶ 𝔤ℂ → 𝔤𝔩(𝑉 ), ℐ𝑛𝑑(𝜃)(𝑥1 + 𝑖𝑥2) ≔ 𝜃(𝑥1) + 𝑖𝜃(𝑥2), 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝔤.

通过自明的方式与表示的同态复合, ℐ𝑛𝑑 给出表示间态射的映射,从而成为 𝔤-模
到 𝔤ℂ-模的函子. 若连通实 Lie群 𝐺 是 𝐺ℂ 的实形式, 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )是 𝐺 的表
示,则 𝜌诱导了 𝐺ℂ的表示

ℐ𝑛𝑑(𝜌) ∶ 𝐺ℂ → GL(𝑉 ), ℐ𝑛𝑑(𝜌)(exp(𝑥)) = exp(ℐ𝑛𝑑(𝑑𝜌)(𝑥)), 𝑥 ∈ 𝔤ℂ.
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4.2.4 代数 Lie理论

定义 4.2.14 (对称线性代数群). 称线性代数群 𝐺 < GL𝑛(ℂ)是对称的,若 𝐺∗ = 𝐺,
其中 𝐺∗ = {𝑔⊤ ∶ 𝑔 ∈ 𝐺}.

定义 4.2.15 (线性约化). 称线性代数群 𝐺 < GL𝑛(ℂ)是线性约化的,若 𝐺的正则表
示是完全可约的.
引理 4.2.8. [115] 线性代数群 𝐺 < GL𝑛(ℂ)是线性约化的,当且仅当 ∃𝑃 ∈ GL𝑛(ℂ).
使得 𝑃 𝐺𝑃 −1是对称的.

定理 4.2.9 (极化分解定理). [115] 设线性代数群 𝐺 < GL𝑛(ℂ) 是对称的. 令 𝐾 ≔
𝐺 ∩ U𝑛,其中 U𝑛是酉群.设 𝔨为 𝐾 的 Lie代数.则映射

𝑝 ∶ 𝐾 × 𝑖𝔨 → 𝐺
(𝑘, 𝑍) ↦ 𝑘 exp(𝑍)

是微分同胚.特别地, 𝐾 连通当且仅当 𝐺连通.

定理 4.2.10. [115]复线性代数群 𝐺 < GL𝑛(ℂ)是连通的,当且仅当 𝐺是不可约的.

定理 4.2.11 (Cartan 分解定理). [115] 连通线性代数群 𝐺 < GL𝑛(ℂ) 是对称的. 令
𝐾 ≔ 𝐺 ∩ U𝑛,其中 U𝑛是酉群.设 𝔨为 𝐾 的 Lie代数.则

𝔤 = 𝔨 ⨁
ℝ

𝑖𝔨.

进一步,若 𝑇 是 𝐺的极大紧环面, Lie代数为 𝔱,则 𝔱是 𝐾 的 Cartan子代数,且

𝔨 = Ad(𝐾)𝔱. (4-3)
定理 4.2.12 (复半单 Lie代数是代数群的 Lie代数). [116] 𝔤 ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 )是 𝔽 上线性半
单 Lie代数,其中 𝑉 是 𝔽 向量空间, 𝔽 = ℝ或 ℂ. 则 ∃𝐺 < 𝐺𝐿(𝑉 )是不可约线性代
数群,使得 𝐺的 Lie代数恰为 𝔤.

4.3 Cayley表示

4.3.1 经典 Cayley变换的表示论推广

令 𝐺 为 Lie 群, 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 ) 为其表示. 记 𝔤 为 𝐺 的 Lie 代数. 设 𝐶 ∶
𝔤𝔩(𝑉 ) 99K GL(𝑉 )为由 𝐶(𝑢) = (1 + 𝑢)/(1 − 𝑢)定义的经典 Cayley变换.

定义 4.3.1 (Cayley表示). 称 𝜌为 Cayley表示,若存在原点邻域 𝑈 ⊆ 𝔤和 im 𝜌作
为浸入 Lie子群单位元处的邻域 𝑈 ′使得 𝐶 在 𝑑𝜌(𝑈)上有定义且 𝐶(𝑑𝜌(𝑈)) ⊆ 𝑈 ′.
此时亦称 Cayley变换适用于 𝜌.

一般而言, Lie群同态 𝜌 ∶ 𝐺 → 𝐻 的像未必是 𝐻 中的 Lie子群. 这一问题源
于流形的拓扑.
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例 4.3.1. 环面 𝑇 2中一条直线的像

𝑓 ∶ ℝ → 𝑇 2 = 𝑆1 × 𝑆1

𝑡 ↦ (exp(𝑖𝑡), exp(𝑖𝑘𝑡))

是 𝑇 2的子 Lie群当且仅当 𝑘 ∈ ℚ.

对于代数群的态射,不会出现例 4.3.1中的病态情况.
引理 4.3.1 (代数群的同态像是代数子群). [117] [推论 1.13]设 𝔽 是特征 0的代数
闭域. 𝐺, 𝐻 是代数群, 𝜌 ∶ 𝐺 → 𝐻 是代数群的态射. 那么 im 𝜌是代数子群.

注 4.3.1 (代数群的 Cayley表示). 这一性质使得定义 4.1.1的条件 ∃𝑈 ′是 im 𝜌作为
浸入 Lie子群单位元附近邻域满足 𝐶(𝑑𝜌(𝑈)) ⊆ 𝑈 ′等价于条件 𝐶(𝑑𝜌(𝑈)) ⊆ im 𝜌.
定理 4.3.2 (半单 Lie群的代数群结构). [118] ℂ上的连通半单 Lie群 𝐺可以装备唯
一的代数群结构与其复 Lie群结构兼容,使得对于任意的复表示 𝑉 ,存在与 𝑉 作
为复表示同构的代数群 𝐺的正则表示 𝑉 ′. 即有表示环的同构:

𝑅ℎ𝑜𝑙𝑜(𝐺) ≃ 𝑅𝑟𝑒𝑔(𝐺).

其中 𝑅ℎ𝑜𝑙𝑜(𝐺)表示复 Lie群 𝐺的全纯表示生成的表示环, 𝑅𝑟𝑒𝑔(𝐺)表示复 Lie群 𝐺
作为代数群的正则表示生成的表示环.

从而对于半单 Lie代数的复表示,总是可以应用注 4.3.1简化 Cayley表示的
条件.
容易验证, 对矩阵 Lie 群 𝐺 ⊆ GL𝑛(𝔽 ), 自然的含入映射 𝜄 ∶ 𝐺 ↪ GL𝑛(𝔽 ) 为

Cayley表示当且仅当 𝐶 在经典意义下适用于 𝐺. 下述基本性质对经典 Cayley变
换成立.

命题 4.3.3 (基本性质). 设 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )为 Cayley变换适用的表示. 对任意满足
𝐶 在 𝑑𝜌(𝑥)处有定义的 𝑥 ∈ 𝔤,有:

(1) 𝐶(−𝑑𝜌(𝑥))𝐶(𝑑𝜌(𝑥)) = Id𝑉 .
(2) 令 𝑓(𝑥) ≔ 𝐶 (

𝑑𝜌(𝑥)
2 ), 𝑔(𝑥) ≔ exp(𝑑𝜌(𝑥)),则 𝑓 在原点处为 𝑔的二阶逼近.

(3) 若 𝜋 ∶ 𝐺 → GL(𝑊 )为 Cayley表示,则 𝜌 × 𝜋 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 ) × GL(𝑊 )亦为
Cayley表示.

证明. 性质(1)与(3)可由定义直接验证. 令 𝑢 ≔ 𝑑𝜌(𝑥),则(2)可由下式推得:

𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) = 𝐶 (
𝑢
2) − exp(𝑢)

= 1 + 𝑢
∞

∑
𝑘=0

𝑢𝑘

2𝑘 −
∞

∑
𝑘=0

𝑢𝑘

𝑘! = 𝑂 (|𝑥|3) .

命题 4.3.4 (Independence). 设 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )为 Lie群表示, 𝐺的 Lie代数为 𝔤, 𝜌
是 Cayley表示当且仅当其诱导的万有单连通形式 𝐺的表示 ̃𝜌是 Cayley表示.
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证明. 由定理 2.2.8, Lie代数表示 𝑑𝜌 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 )与 Lie群表示 ̃𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )
一一对应,其中 𝐺是 𝔤的万有单连通形式. 不失一般性假设 𝐺连通,则 𝐺是 𝐺的
商群,设商映射是 𝜋 ∶ 𝐺 → 𝐺. 𝐺的表示 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )均可提升为 ̃𝜌 = 𝜌 ∘ 𝜋. 𝜋
是覆盖映射,所以 𝑑𝜋 = Id𝔤, 𝜋 (𝐺) = 𝐺.

如果 ̃𝜌是 Cayley表示,则存在 0的邻域 𝑈 , 𝐶(𝑑(𝜌 ∘ 𝜋)(𝑈)) ⊆ (𝜌 ∘ 𝜋) (𝐺). 这推
出 𝐶 ∘ 𝑑𝜌(𝑈) ⊆ im 𝜌.
反之,如果 𝜌是 Cayley表示,则存在 0的邻域 𝑈 , 𝐶(𝑑𝜌(𝑈)) ⊆ 𝜌 (𝐺). 取相同的

邻域 𝑈 ,考察 𝜋−1(𝑈)中包含 𝑒 ∈ 𝐺的连通分支,即有 ̃𝜌是 Cayley表示.

4.3.2 Cayley表示的刻画
4.3.2.1 幂扩张性质

引理 4.3.5. 对任意满足 ‖𝑢‖ < 1
3 的 𝑢 ∈ 𝑑𝜌(𝔤), Cayley变换 𝐶(𝑢)有定义. 且 𝐶(𝑢) ∈

im 𝜌当且仅当 log(1 + 𝑢) − log(1 − 𝑢) ∈ 𝑑𝜌(𝔤).

证明. 考虑指数映射 exp ∶ 𝔤𝔩(𝑉 ) → GL(𝑉 )在原点 0 ∈ 𝔤𝔩(𝑉 )的邻域 𝑈 与单位元
Id ∈ GL(𝑉 )的邻域 𝑈 ′ 之间建立的同胚关系. 对应的对数映射 log ∶ GL(𝑉 ) 99K
𝔤𝔩(𝑉 )在满足 ‖𝑎 − Id‖ < 1的 𝑎 ∈ GL(𝑉 )处有定义,且在定义域内为 exp的逆映
射. 此时可取

𝑈 ′ = {𝑎 ∈ GL(𝑉 ) ∶ ‖𝑎 − Id‖ < 1}, 𝑈 = log(𝑈 ′).

因 ‖𝑢‖ < 1
3 ,由定义知 Cayley变换 𝐶(𝑢)有定义. 进一步有 ‖𝐶(𝑢) − Id‖ < 1,这

表明 𝐶(𝑢) ∈ 𝑈 ′且 log在 𝐶(𝑢)处有定义. 由此可得 𝐶(𝑢) ∈ im 𝜌的充要条件为

log(1 + 𝑢) − log(1 − 𝑢) = log(𝐶(𝑢)) ∈ log(𝑈 ∩ im 𝜌) = 𝑈 ′ ∩ 𝑑𝜌(𝔤) ⊆ im 𝑑𝜌.

为刻画 Cayley变换适用的 𝐺-表示,我们需要如下定义.

定义 4.3.2 (幂扩张性质). 设 𝔲是 𝔤𝔩(𝑉 )的 Lie子代数. 若元素 𝑢 ∈ 𝔲满足对任意
整数 𝑘 ≥ 0有 𝑢2𝑘+1 ∈ 𝔲,则称其具有幂扩张性质. 线性子空间𝑊 ⊆ 𝔲若满足对任
意 𝑥 ∈ 𝑊 和整数 𝑘 ≥ 0有 𝑥2𝑘+1 ∈ 𝑊 ,则称其具有幂扩张性质. 称 Lie代数的表
示 𝜃 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 )具备幂扩张性质如果 im 𝜃 ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 )具备幂扩张性质

推论 4.3.6. 设 𝑢 ∈ 𝑑𝜌(𝔤)且 ‖𝑢‖ < 1
3 . 若 𝑢具有幂扩张性质,则 𝐶(𝑢) ∈ im 𝜌.

证明. 根据定义,存在实数 𝑐1, 𝑐3, … 使得

log(1 + 𝑢) − log(1 − 𝑢) =
∞

∑
𝑘=0

𝑐2𝑘+1𝑢2𝑘+1,

且该级数收敛. 由于 𝑢 ∈ 𝑑𝜌(𝔤)具有幂扩张性质,对每个 𝑘 ≥ 0有 𝑢2𝑘+1 ∈ 𝑑𝜌(𝔤).
注意到 𝑑𝜌(𝔤)是有限维空间,因此

log(1 + 𝑢) − log(1 − 𝑢) ∈ 𝑑𝜌(𝔤).

由引理 4.3.5即得 𝐶(𝑢) ∈ im 𝜌.

43



群作用与优化若干问题研究

注 4.3.2. 在 4.6.2小节,会详细考察这一性质的更加精细版本.

引理 4.3.7. 设 𝔲是 𝔤𝔩(𝑉 )的 Lie子代数，则下列条件等价：

(1) 𝔲具有幂扩张性质.
(2) 对任意 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔲有 𝑎𝑏𝑎 ∈ 𝔲.
(3) 对任意 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝔲有 𝑎𝑏𝑐 + 𝑐𝑏𝑎 ∈ 𝔲.

证明. 归纳可得蕴含关系 (3) ⟹ (2) ⟹ (1). 下证 (1) ⟹ (2): 若 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔲且
𝔲具有幂扩张性质，定义

𝜑 ∶ 𝔽 → 𝔲
𝜇 ↦ (𝑎 + 𝜇𝑏)3.

特别地，计算导数得 𝜑′(0) = 𝑎2𝑏 + 𝑎𝑏𝑎 + 𝑏𝑎2 ∈ 𝔲. 由于 Lie代数对 Lie括号运算
封闭，[𝑎, [𝑎, 𝑏]] ∈ 𝔲，故有 3𝑎𝑏𝑎 = 𝜑′(0) − [𝑎, [𝑎, 𝑏]] ∈ 𝔲，因此 𝑎𝑏𝑎 ∈ 𝔲.
最后推导 (3): 对任意 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝔲和 𝜇 ∈ 𝔽，定义

𝜓 ∶ 𝔽 → 𝔲
𝜇 ↦ (𝑎 + 𝜇𝑐)𝑏(𝑎 + 𝜇𝑏).

由条件 (2)知 𝜓(𝜇) ∈ 𝔲，其导数 𝜓′(0) = 𝑎𝑏𝑐 + 𝑐𝑏𝑎 ∈ 𝔲即得所需结论.

以下我们将建立 Cayley 变换适用性与幂扩张性质的等价关系. 为此需要以
下引理.

引理 4.3.8. 设 𝐺 为 Lie 群, 𝜌 为其表示. 若 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 ) 是 Cayley 表示, 则
im 𝑑𝜌 ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 )具有幂扩张性质.

证明. 由假设存在 0 ∈ 𝔤 的邻域 𝑈 , 使得 Cayley 变换 𝐶 在 𝑑𝜌(𝑈) 上有定义且
𝐶(𝑑𝜌(𝑈)) ⊆ im 𝜌. 必要时缩小 𝑈 范围,可设对任意 𝑥 ∈ 𝑈 有 ‖𝑑𝜌(𝑥)‖ < 1/3. 对任
意 𝑥 ∈ 𝔤,存在常数 𝑐 > 0使得 𝑐𝑥 ∈ 𝑈 . 注意到 𝑑𝜌(𝑥)具有幂扩张性质当且仅当
𝑑𝜌(𝑐𝑥)具有该性质,故只需考虑 𝑥 ∈ 𝑈 的情形.

令 𝑢 ≔ 𝑑𝜌(𝑥). 根据定义,对任意满足 |𝜇| ≤ 1的 𝜇 ∈ 𝔽 ,有 𝐶(𝜇𝑢) ∈ im 𝜌. 由引
理 4.3.5可知当 |𝜇| ≤ 1时,可定义映射

𝜑 ∶ 𝐵0(1) → im 𝑑𝜌
𝑡 ↦ log(1 + 𝜇𝑢) − log(1 − 𝜇𝑢),

这里 𝐵0(1)表示 𝔽 中以 0为球心, 1为半径的欧式开球. 对 𝜑求导可得对任意整
数 𝑘 ≥ 0有

𝜑(2𝑘+1)(0) = 2(2𝑘)!𝑢2𝑘+1 ∈ im 𝑑𝜌.
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例 4.3.2 (例 4.1.1重访). 仍考虑二次矩阵群 𝐺 = SO𝑛(𝔽 )以及标准表示 𝑉 = 𝔽 𝑛,其
Lie代数

𝔰𝔬𝑛(𝔽 ) = {𝑎 ∈ 𝔤𝔩𝑛(𝔽 ) ∶ 𝑎 + 𝑎⊤ = 0} ,

显然满足

𝑎2𝑘+1 = (−𝑎⊤)
2𝑘+1 = − (𝑎2𝑘+1)

⊤ ⟹ 𝑎2𝑘+1 ∈ 𝔰𝔬𝑛(𝔽 ), ∀𝑘 ∈ ℕ .

定理 4.3.9 (刻画 I). 设 𝐺为 Lie群, 𝜌为其表示,则下列条件等价:

(1) 𝜌是 Cayley表示.
(2) 存在 0 ∈ 𝔤的邻域 𝑈 ,使得对任意 𝑥 ∈ 𝑈 有

log(1 + 𝑑𝜌(𝑥)) − log(1 − 𝑑𝜌(𝑥)) ∈ im 𝑑𝜌.

(3) im 𝑑𝜌 ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 )具有幂扩张性质.
(4) 对任意 𝑎, 𝑏 ∈ im 𝑑𝜌有 𝑎𝑏𝑎 ∈ im 𝑑𝜌.
(5) 对任意 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ im 𝑑𝜌有 𝑎𝑏𝑐 + 𝑐𝑏𝑎 ∈ im 𝑑𝜌.

证明. 条件(1)与(2)的等价性直接由引理 4.3.5可得,而条件(3)–(5)的等价性源于引
理 4.3.7.
由引理 4.3.8,蕴含关系(1) ⟹ (3)成立. 反之若(3)成立,则对满足 ‖𝑢‖ < 1/3

的任意 𝑢 ∈ im 𝑑𝜌,由引理 4.3.6可知 𝐶(𝑢) ∈ im 𝜌,由此可推出(1)成立.

利用定理 4.3.9,立即可知如下推论.

推论 4.3.10 (Cayley表示与复化兼容). 设 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )为连通实 Lie群 𝐺的表
示. 如果 𝜌是 Cayley表示,则其诱导的复化 𝐺ℂ的表示 ℐ𝑛𝑑(𝜌)是 Cayley表示.

证明. 设 𝐺的 Lie代数为 𝔤. 注意到 𝐺的连通性确保了 Lie 𝐺ℂ = 𝔤ℂ. 从而我们有

im(𝑑(ℐ𝑛𝑑(𝜌))) = (im 𝑑𝜌)ℂ = ℂ im 𝑑𝜌.

∀𝑎 = 𝑎1 + 𝑖𝑎2, 𝑏 = 𝑏1 + 𝑖𝑏2 ∈ 𝔤ℂ,验证定理 4.3.9的条件 (4):

𝑎𝑏𝑎 =𝑎1𝑏1𝑎1 − 𝑎2𝑏2𝑎2 − (𝑎2𝑏2𝑎1 + 𝑎1𝑏2𝑎2)
+ 𝑖(𝑎1𝑏1𝑎2 + 𝑎2𝑏1𝑎1 + 𝑎1𝑏2𝑎1 − 𝑎2𝑏2𝑎2) ∈ ℂ im 𝑑𝜌 = im(𝑑(ℐ𝑛𝑑(𝜌))).

从而验证了定理 4.3.9所需条件.

4.3.2.2 交换 Lie代数

命题 4.3.11. 设 𝔤是交换的 Lie代数,则 𝒰 𝔤 ≃ 𝒮𝔤 = ⊕𝑛∈ℕ𝒮𝑛(𝔤)是多项式代数. 其
中 𝒮𝑛(𝔤) = span𝔽 {⊗𝑛

𝑘=1𝑥𝑘 ∶ 𝑥𝑘 ∈ 𝔤}是 𝔤的 𝑛次对称积,可以把其中的元素看作
𝑛次齐次多项式.
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为了记号的简便,下面会把𝒰 𝔤中的乘法 𝑥1 ⊗ 𝑥2简记作相乘 𝑥1𝑥2. 𝔤的表示
以自明的方式看做 𝒰 𝔤-模,相应的表示同态 𝜃 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 )由泛性质诱导了代数
的同态 ̃𝜃 ∶ 𝒰 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 ).

命题 4.3.12 (刻画 II). 设 𝐺为阿贝尔 Lie群, 𝔤为其 Lie代数, 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )为群
表示,则下列条件等价:

(1) 𝜌是 Cayley表示.
(2) 𝑑𝜌 (𝒮3(𝔤)) ⊆ im 𝑑𝜌.
(3) 对任意整数 𝑘 ≥ 0有 𝑑𝜌 (𝑆2𝑘+1(𝔤)) ⊆ im 𝑑𝜌.
其中 𝑑𝜌 ∶ 𝒰 (𝔤) ≃ 𝑆(𝔤) → 𝔤𝔩(𝑉 )为由 𝑑𝜌诱导的代数同态.

证明. 若 𝑑𝜌 (𝒮3(𝔤)) ⊆ im 𝑑𝜌,通过归纳法可推得对任意 𝑘 ≥ 0有

𝑑𝜌 (𝒮2𝑘+1(𝔤)) ⊆ im 𝑑𝜌,

这确立了条件(2)与(3)的等价性.
当条件(2)成立时,对任意 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔤有

𝑑𝜌(𝑥)𝑑𝜌(𝑦)𝑑𝜌(𝑥) = 𝑑𝜌(𝑥𝑦𝑥) ∈ 𝑑𝜌 (𝒮3(𝔤)) ⊆ im 𝑑𝜌.

根据定理 4.3.9可知 𝜌是 Cayley表示.
反之若条件(1)成立,对任意 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝔤,由定理 4.3.9可得

𝑑𝜌(𝑥𝑦𝑧) = 1
2𝑑𝜌(𝑥𝑦𝑧 + 𝑧𝑦𝑥) = 1

2 (𝑑𝜌(𝑥)𝑑𝜌(𝑦)𝑑𝜌(𝑧) + 𝑑𝜌(𝑧)𝑑𝜌(𝑦)𝑑𝜌(𝑥)) ∈ im 𝑑𝜌,

这验证了(1)与(2)的等价.

例 4.3.3 (1维 Lie群的 Cayley表示). 本例研究 1维连通 Lie群 𝐺的 Cayley表示.
设 𝐺的 Lie代数为 𝔤,那么问题归结于研究 𝔤 ≃ 𝔽 的具备幂扩张性质的表示. 假设
𝔤 ≃ 𝔽

𝜃
↷ 𝔤𝔩(𝑉 ),该嵌入表示使得 𝔤在 𝔤𝔩(𝑉 )中成为具有幂扩张性质的一维 Lie子

代数, dim 𝑉 = 𝑛. 𝜃仅由 𝜃(1) = 𝑎唯一确定. 如果 𝑎中仅有一个 Jordan块. 则 𝜃必
同构以下情况之一:
(1) 𝑛 = 1, 𝑎 = 𝑥 ∈ ℂ×.
(2) 𝑛 = 2, 𝑎 = 𝐸2.
(3) 𝑛 = 3, 𝑎 = 𝐸3.
其中 𝐸𝑘定义如式 (4-4).

证明. 考虑 𝑎 = 𝑈 −1𝐽𝑈 ,其中 𝑈 ∈ GL(𝑉 )而 𝐽 是 𝑎的 Jordan标准型. 此时有生成
关系 span(𝐽 2𝑘+1)𝑘≥1 ⊆ 𝑈 −1𝔤𝑈 = 𝑈 −1 span(𝐽)𝑈 .
若 𝑎是半单的,则 𝐽 亦为半单. 此时 𝑛 = 1. 因 𝑎 ≠ 0,所以 𝐽 = (𝑥), 𝑥 ∈ 𝔽 ×.
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当 𝑎非半单时,设 𝑛 > 1且 𝐽 = 𝑥 Id𝑛 +𝐸𝑛 (此处 𝐸𝑘 表示 𝑘维幂零 Jordan块),
对应的矩阵形式为

𝐸𝑘 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ 1
0 0 0 … 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. (4-4)

此时存在 𝛼 ∈ 𝔽 使得 𝐽 3 = 𝛼𝐽 . 若 𝑥 ≠ 0,则

𝑥2 = 𝛼𝑥, 2𝑥 = 𝛼, 𝐸2
𝑛 = 0, 𝑥 ≠ 0. (4-5)

以上方程组 (4-5)无解,出现矛盾. 因此 𝑥 = 0,即𝐸3
𝑛 = 𝛼𝐸𝑛,可推得 𝑛 ≤ 3且 𝛼 = 0.

满足此条件的 Jordan块为 𝑛 = 2, 3时的 𝐽 = 𝐸𝑛.

一般的 Cayley 表示可以由这些 Jordan 块拼成. 一个具体的例子是 𝑆1 ≃
SO2(ℝ)的标准表示.

𝜌 ∶ 𝑆1 → GL2(ℝ)

exp(𝑖𝑠) ↦
(

cos 𝑠 − sin 𝑠
sin 𝑠 cos 𝑠 )

,

这个表示是由两个特征值分别为 𝑖, −𝑖的一维块拼出的.

4.3.2.3 自同构群作用

本节简要讨论自同构群作用下 Cayley变换适用性的稳定性. 令 Aut 𝐺 为 𝐺
的自同构群, 对任意 𝜎 ∈ Aut 𝐺 和表示 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 ), 可构造新表示 𝜌𝜎 ≔
𝜌 ∘ 𝜎−1 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 ). 事实上这给出了自同构群在表示上的作用 Aut 𝐺 ↷ 𝐺-模.

命题 4.3.13. 表示 𝜌𝜎 满足以下性质:

(1) 𝜌𝜎 不可约当且仅当 𝜌不可约.
(2) 若 𝜌 = ⨁𝑚

𝑖=1 𝜌𝑖,则 𝜌𝜎 = ⨁𝑚
𝑖=1 𝜌𝜎

𝑖 ,其中 𝜌𝑖 ∶ 𝐺 → 𝐺𝐿(𝑉𝑖)且⨁𝑚
𝑖=1 𝑉𝑖 = 𝑉 .

(3) 若 𝜎 ∈ Inn 𝐺,则 𝜌𝜎 与 𝜌同构.
(4) 𝜌𝜎 是 Cayley表示当且仅当 𝜌是 Cayley表示.
(5) 𝜌𝜌

1 ⊗ 𝜌𝜎
2 = (𝜌1 ⊗ 𝜌2)

𝜎 .

证明. 上述性质均可由定义直接验证.

根据命题 4.3.13中条目 (2)和条目 (5), 作用 Aut 𝐺 ↷ 𝐺-模自然地诱导了在
表示环上的作用 Aut 𝐺 ↷ 𝑅(𝐺),且内自同构群在 𝑅(𝐺)上的作用是平凡的,从而
外自同构群 Out 𝐺 ≔ Aut 𝐺/ Inn 𝐺 (相应地, Out 𝔤 ≔ Aut 𝔤/ Inn 𝔤)作用于 𝑅(𝐺) (相
应地, 𝑅(𝔤)). 事实上 𝜎 ∈ Out 𝐺 (相应地, 𝜎 ∈ Out 𝔤)给出了 𝑅(𝐺) (相应地, 𝑅(𝔤))的
环自同构. 进一步由命题 4.3.13条目(4)可知, Cayley变换的适用性在 Out 𝐺作用
下保持稳定.
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推论 4.3.14 (稳定性 I). 若 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )是 Cayley表示,则其在𝑅(𝐺)中 Out(𝐺)-
轨道上的所有表示均为 Cayley表示. 相应地,若表示 𝜃 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 )满足幂扩张
性质,则其在 𝑅(𝔤)中 Out(𝔤)-轨道上的所有表示均满足幂扩张性质.

推论 4.3.15. 参见文献[28] [20.3节], Out(Spin8(ℂ))在表示 {ℂ𝑛, 𝕊+, 𝕊−}上的作用
与置换群 𝔖3 相同. 此处 𝕊+, 𝕊− 为两个旋量表示. 由于 ℂ𝑛 是 Cayley 表示, 推
论 4.3.14直接导出 𝕊+和 𝕊−同为 Cayley表示.

4.4 Cayley表示的半单性理论

4.4.1 基本事实

在本节中,我们建立两个关于半单 Lie群和半单 Lie代数的有用性质.这些性
质在之后的证明中会起到重要作用.

4.4.1.1 限制与诱导函子的基本性质

命题 4.4.1 (限制与诱导函子的基本性质). 设 𝔤（相应地, 𝔲）是实（相应地,复）半
单 Lie代数, 𝔤ℂ(相应地, 𝔲𝑟)为其复化 (相应地,实形式). 若 𝜋 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 )(相应地,
𝜌 ∶ 𝔲 → 𝔤𝔩(𝑊 ))是 𝔤（相应地, 𝔲）的表示,则满足以下性质：

(1) ℛ𝑒𝑠与 ℐ𝑛𝑑 是互逆的:

ℛ𝑒𝑠(ℐ𝑛𝑑(𝜋)) = 𝜋, ℐ𝑛𝑑(ℛ𝑒𝑠(𝜌)) = 𝜌.

(2) 𝜋（相应地, 𝜌）不可约当且仅当 ℐ𝑛𝑑(𝜋)（相应地, ℛ𝑒𝑠(𝜌)）不可约.
(3) 存在不可约表示 𝜋𝑗 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉𝑗), 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠,使得

𝑉 =
𝑠

⨁
𝑗=1

𝑉𝑗 , 𝜋 =
𝑠

∏
𝑗=1

𝜋𝑗 .

证明. 性质 (1)直接由定义可得.
假设 𝜋不可约且 0 ≠ 𝑉 ′ ⊆ 𝑉 是满足 ℐ𝑛𝑑(𝜋)(𝔤)(𝑉 ’) ⊆ 𝑉 ′的子空间,则

𝑉 = 𝜋(𝔤)(𝑉 ′) = ℛ𝑒𝑠(ℐ𝑛𝑑(𝜋))(𝔤))(𝑉 ’) = ℐ𝑛𝑑(𝜋)(𝔤)(𝑉 ’) ⊆ 𝑉 ′ ⊆ 𝑉 ,

这说明 ℐ𝑛𝑑(𝜋)不可约. 取 𝜋 = ℛ𝑒𝑠(𝜌), ℛ𝑒𝑠(𝜌)的不可约性导致 𝜌 = ℐ𝑛𝑑(ℛ𝑒𝑠(𝜌))
的不可约性.
反之,若 𝜌不可约且 0 ≠ 𝑊 ′ ⊆ 𝑊 是满足 ℛ𝑒𝑠(𝜌)(𝔲′)(𝑊 ′) ⊆ 𝑊 ′ 的子空间,

则

𝑊 = 𝜌(𝔲)(𝑊 ′) = ℐ𝑛𝑑(ℛ𝑒𝑠(𝜌)) (𝔲′ ℂ) (𝑊 ′) = ℂ ℛ𝑒𝑠(𝜌) (𝑊 ′) ⊆ 𝑊 ′ ⊆ 𝑊 ,

因此ℛ𝑒𝑠(𝜌)不可约.取 𝜌 = ℐ𝑛𝑑(𝜋),可知ℐ𝑛𝑑(𝜋)的不可约性蕴含𝜋 = ℛ𝑒𝑠(ℐ𝑛𝑑(𝜋))
的不可约性,这完成了 (2)的证明.
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为证 (3),注意到存在不可约表示 𝜌𝑗 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉𝑗), 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠,使得

𝑉 =
𝑠

⨁
𝑗=1

𝑉𝑗 , ℐ𝑛𝑑(𝜋) =
𝑠

∏
𝑗=1

𝜌𝑗 .

对每个 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠, 定义 𝜋𝑗 ≔ ℛ𝑒𝑠(𝜌𝑗), 由 (2)知其不可约. 𝜋 = ℛ𝑒𝑠(ℐ𝑛𝑑(𝜋)) =
∏𝑠

𝑗=1 ℛ𝑒𝑠(𝜌𝑗),这证明了 (3).

4.4.1.2 紧半单 Lie代数的生成性质

引理 4.4.2 (连通的半单代数群是线性约化的). 设 𝐺 < GL(𝑉 )是连通线性代数群,
且其 Lie代数 𝔤是半单 Lie代数,则 𝐺是线性约化的.

证明. 设 𝑊 是 𝐺 的有限维正则表示, 则代数群的作用 𝐺 ↷ 𝑊 诱导了相应的
𝔤-模结构. 由于 𝔤是半单的,所以𝑊 作为 𝔤-模完全可约. 𝑊 = ⊕𝑊𝑖,每个𝑊𝑖是一
个不可约 𝔤-模. 我们利用如下引理:
引理 4.4.3. [28] 设 𝐺 是连通 Lie 群, Lie 代数为 𝔤, 𝑉 是有限维 𝐺-模并因此成为
𝔤-模. 设 𝑉 ′ ⊆ 𝑉 是 𝑉 的子 𝔤-模,则 𝑉 ′是 𝑉 的子 𝐺-模.

由于𝑊 的 𝔤-模结构是由连通 Lie群 𝐺的作用诱导,引理表明𝑊𝑖 是 𝐺的表
示, 定理 2.2.6 表明 𝑊𝑖 恰是 𝑊 作为 𝐺-模的不可约分解. 由定义,𝐺 是线性约化
的.

引理 4.4.4 (半单 Lie代数是对称群的 Lie代数). 𝔤是复半单 Lie代数, 𝔤
ad
↷ 𝔤是伴

随作用. 则存在一个不可约对称代数群 𝐺 < GL(𝔤),使得 𝐺的 Lie代数

Lie 𝐺 ≃ ad(𝔤) ≃ 𝔤.

证明. 𝔤是半单的,从而 ad是忠实表示, 𝔤 ≃ ad(𝔤) ⊆ 𝔤𝔩(𝔤). 定理 4.2.12表明 ∃𝐺′ <
GL(𝔤)是不可约线性代数群,且 Lie 𝐺′ = im ad ≃ 𝔤. 引理 4.4.2确保 𝐺′ 是线性约
化的. 定理 4.2.12推出 ∃𝑃 ∈ GL(𝔤),使得 𝐺 ≔ 𝑃 𝐺′𝑃 −1 是对称的.容易验证 𝐺即
为所求.

引理 4.4.5. 设 𝐺为连通 Lie群,其 Lie代数为 𝔤. 设 𝑝 ∶ 𝐺 → 𝐺是 𝐺的万有覆盖,
𝑞 ∶ 𝐺 → 𝐺0 ≔ 𝐺/𝑍(𝐺)为商映射,其中 𝑍(𝐺)是 𝐺的中心. 则存在如下交换图:

𝐺 Aut 𝔤

𝐺 𝐺0,

Ãd

𝑝

𝑞

Ad0

其中 Ãd (相应地, Ad0)是 𝐺(相应地, 𝐺0)的伴随表示.
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证明. 注意到 ker (Ãd) = 𝑍 (𝐺), ker(𝑝) ⊆ 𝑍 (𝐺), 且 𝑝 (𝑍 (𝐺)) ⊆ 𝑍(𝐺) =

ker(𝑞). 可得 ker(𝑞 ∘ 𝑝) = 𝑝−1(𝑍(𝐺)) = 𝑍 (𝐺). 具体而言, 包含关系 𝑍 (𝐺) ⊆
𝑝−1(𝑍(𝐺))由下式给出:

𝑍 (𝐺) ⊆ 𝑝−1
(𝑝 (𝑍 (𝐺))) ⊆ 𝑝−1 (𝑍(𝐺)) .

对于反向包含,观察到对任意 𝑥 ∈ 𝑝−1(𝑍(𝐺))和 𝑦 ∈ 𝐺,有 𝑥𝑦𝑥−1𝑦−1 ∈ ker(𝑝). 由
ker(𝑝) = 𝜋1(𝐺)的离散性和 𝐺的连通性可知, 𝑥𝑦𝑥−1𝑦−1 = ℎ𝑥 ∈ 𝐺仅依赖于 𝑥. 因
此 𝑥𝑦𝑥−1𝑦−1 = 1,从而 𝑝−1(𝑍(𝐺)) ⊆ 𝑍 (𝐺). 交换性由构造直接可得.

命题 4.4.6 (紧半单 Lie代数由 Cartan子代数共轭生成). 设 𝐺为紧半单 Lie群,其
Lie代数为 𝔤, 𝔥为 𝔤的Cartan子代数. 则有 𝔤 = Ad(𝐺)(𝔥),即 ∀𝑥 ∈ 𝔤, ∃𝑔 ∈ 𝐺, ℎ ∈ 𝔥,
使得 𝑥 = Ad(𝑔)ℎ.

证明. 不失一般性,假设 𝐺连通. 由引理 4.4.4,存在对称的不可约代数子群 𝐺′ ⊆
GL (𝔤ℂ), 其 Lie 代数同构于 𝔤ℂ. 令 𝑈 ⊆ GL (𝔤ℂ) 为由酉元构成的子群, 𝐾 ≔
𝐺′ ∩ 𝑈 . 根据定理 4.2.9, 𝐾 连通且 𝔨ℂ ≃ 𝔤ℂ. 半单 Lie 代数紧形式的唯一性蕴含
𝔨 ≃ 𝔤. 进一步由定理 4.2.11得 𝔨 = Ad(𝐾)(𝔥𝐾 ),其中 𝔥𝐾 为 𝔨的 Cartan子代数. 在
𝔨 ≃ 𝔤的同构下,引理 4.4.5给出 𝔤 = Ad(𝐺)𝔥.

4.4.2 Cartan子代数判据

在这一节我们给出 Cayley表示的 Cartan子代数判据.

4.4.2.1 实与复半单 Lie代数的根系分解

本节并行料理实半单 Lie代数和复半单 Lie代数. 由于 ℝ不是代数闭域,复
半单 Lie代数的某些分解在实 Lie代数上会有不同的表现. 出于这样技术上的原
因,本小节对实半单 Lie代数的根系分解做一个简短说明.
设 𝐺为域 𝔽 上的半单 Lie群, 𝔤为其 Lie代数. 取定表示 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )及

Cartan子代数 𝔥 ⊂ 𝔤. 当 𝔽 = ℂ时,根空间分解为

𝔤 = 𝔤0 ⊕
(⨁

𝛼∈Φ
𝔤𝛼)

, 𝔤0 = 𝔥,

其中 Φ为 𝔤的根系.
当 𝔤为紧实形式时,分解式为

𝔤 = 𝔤0 ⊕
(⨁

𝛼∈Φ
(𝔤ℂ

𝛼 ⊕ 𝔤ℂ
−𝛼) ⋂ 𝔤

)
, 𝔤0 = 𝔥.

对非紧实形式 𝔤,根据文献 [119] [命题 6.40及公式 (6.48b)]存在受限的根空间

50



第 4章 Cayley变换的表示理论

分解 (restricted root space decomposition):

𝔤 = 𝔤0 ⊕
(⨁

𝜎∈Σ
𝔤𝜎)

, 𝔤𝜇 = 𝔤 ⋂

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⨁
𝛼∈Φ

𝛼|𝔞=𝜇

𝔤ℂ
𝛼

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝜇 ∈ Σ ⊔ {0},

其中 𝔞 ⊂ 𝔤为交换子空间, Σ为受限的根系 (restricted roots). 此时 𝔤0 = 𝔥一般不成
立,但当 𝔤为分裂实形式时成立.

引理 4.4.7. 设 𝔤是 𝔽 上半单 Lie代数,其 Cartan子代数是 𝔥,满足 𝔤0 = 𝔥, 𝜃 ∶ 𝔤 →
𝔤𝔩(𝑉 )是不可约表示.那么 im 𝜃 = 𝜃(𝔥) ⊕𝔽 𝜃(𝔩).

证明. 设 𝔤 = 𝔥 ⊕𝔽 𝔩.设 𝑉 = ⨁𝜆∈Wt 𝑉 𝑉𝜆为权空间分解.
(1) 𝔽 = ℂ:

𝜃(𝑥)(𝑉𝜆) ⊆
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑉𝜆+𝛼 若 𝑥 ∈ 𝔤𝛼

𝑉𝜆 若 𝑥 ∈ 𝔥
.

在这个分解的矩阵表示下,可见 𝜃(𝔥)只在对角元处有非零分量,𝜃(𝔩)只在非
对角元处有非零分量.从而 im 𝜃 = 𝜃(𝔥) ⊕ℂ 𝜃(𝔩).

(2) 𝔽 = ℝ:考虑复化 ℐ𝑛𝑑(𝜃),则知道 im 𝜃ℂ = 𝜃(𝔥ℂ) ⊕ℂ 𝜃(𝔩ℂ).再实化,则 im 𝜃 =
𝜃(𝔥) ⊕ℝ 𝜃(𝔩).

引理 4.4.8 (Cartan 子代数判据). 设 𝐺 为域 𝔽 上的半单 Lie 群且满足 𝔤0 = 𝔥. 若
𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )是 Cayley表示,则 𝑑𝜌 (𝒮3𝔥) ⊆ 𝑑𝜌(𝔥).

证明. 无妨假设 𝜌 是不可约表示. 由命题 4.3.12 和命题 4.3.4 可知 𝑑𝜌 (𝒮3𝔥) ⊆
im 𝑑𝜌. 分两种情形讨论:
(1) 𝔽 = ℂ情形: 由根系分解

im 𝑑𝜌 = 𝑑𝜌(𝔥) ⊕
(⨁

𝛼∈Φ
𝑑𝜌(𝑔𝛼)

)
,

结合 𝑑𝜌 (𝒮3𝔥) ⊆ im 𝑑𝜌可得 𝑑𝜌 (𝒮3𝔥) ⊆ 𝑑𝜌(𝔥).
(2) 𝔽 = ℝ情形: 考虑复化映射 ℐ𝑛𝑑(𝑑𝜌) ∶ 𝔤ℂ → 𝔤𝔩(𝑉 ). 因 𝔥ℂ是 𝔤ℂ的 Cartan子
代数,由 𝔽 = ℂ情形的论证得

̃ℐ𝑛𝑑(𝑑𝜌) (𝒮3𝔥ℂ) ⊆ ℐ𝑛𝑑(𝑑𝜌) (𝔥ℂ) .

从而有包含关系

𝑑𝜌 (𝒮3𝔥) ⊆ ̃ℐ𝑛𝑑(𝑑𝜌) (𝒮3𝔥ℂ) ∩ im 𝑑𝜌 ⊆ ℐ𝑛𝑑(𝑑𝜌) (𝔥ℂ) ∩ im 𝑑𝜌.

由假设 𝔤 = 𝔥⊕𝔩 (其中 𝔩 ⊆ 𝔤为子空间),再由引理 4.4.7 im 𝑑𝜌 = 𝑑𝜌(𝔥)⊕𝑑𝜌(𝔩).
因此

ℐ𝑛𝑑(𝑑𝜌) (𝔥ℂ) ∩ im 𝑑𝜌 = 𝑑𝜌(𝔥).
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定理 4.4.9 (刻画 III). 设 𝐺为域 𝔽 上的半单 Lie群,满足 𝔤0 = 𝔥且 𝔤 = Ad(𝐺)(𝔥),
其中 Ad ∶ 𝐺 → Aut 𝔤 为 𝐺 的伴随表示. 设 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 ) 为群表示, 则 𝜌 是
Cayley表示当且仅当 𝑑𝜌 (𝒮3𝔥) ⊆ 𝑑𝜌(𝔥).

证明. 由定理 4.3.9和引理 4.4.8, 𝜌是 Cayley表示 ⟹ 𝑑𝜌 (𝒮3𝔥) ⊆ 𝑑𝜌(𝔥).
下证明 𝑑𝜌 (𝒮3𝔥) ⊆ 𝑑𝜌(𝔥)能保证 𝔤的幂扩张性质. 注意到每个 𝑥 ∈ 𝔤可表示

为 𝑥 = Ad(𝑔)ℎ,其中 𝑔 ∈ 𝐺, ℎ ∈ 𝔥. 因此有

𝑑𝜌(𝑥) = 𝑑𝜌(Ad(𝑔)ℎ) = 𝜌(𝑔)𝑑𝜌(ℎ)𝜌(𝑔)−1,

结合命题 4.3.12可得

𝑑𝜌(𝑥)2𝑘+1 = 𝜌(𝑔) (𝑑𝜌(ℎ))2𝑘+1 𝜌(𝑔)−1 ∈ 𝜌(𝑔)𝑑𝜌(𝔥)𝜌(𝑔)−1 = 𝑑𝜌(Ad(𝑔)(𝔥)) ⊆ im 𝑑𝜌,

这验证了定理 4.3.9要求的幂扩张性质.

4.4.3 不可约 Cayley表示: Cayley构型

本节考虑半单 Lie群不可约表示上 Cayley变换的适用性. 设 𝔤为域 𝔽 上的半
单 Lie代数, 𝜋 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 )为其表示. 假设 𝑉 = ⨁𝜆∈Wt 𝑉 𝑉𝜆 为 𝑉 的权空间分解,
权图为 (Wt 𝑉 , 𝑚),记 Δ+为 𝔤的素根系.

4.4.3.1 几何条件

由于半单 Lie群的有限维不可约表示由其最高权唯一确定, Cayley变换在该
表示上的适用性必然对最高权施加某种条件. 为明确表述这一条件,我们首先建
立以下三个引理.

引理 4.4.10 (权平衡). ∑𝜆∈Wt 𝑉 𝑚(𝜆)𝜆 = 0.

证明. 简记 𝜔 ≔ ∑𝜆∈Wt 𝑉 𝑚(𝜆)𝜆. 先考虑 𝔽 = ℂ 情形, 用反证法. 假设 𝜔 ≠ 0, 则
存在 ℎ ∈ 𝔥 使得 𝜔(ℎ) ≠ 0. 由 𝔥 = spanℂ{ℎ𝛼 ∶ 𝛼 ∈ Δ+}, 可选取 𝛽 ∈ Δ+ 满足
𝜔(ℎ𝛽) ≠ 0,这里 ℎ𝛼 ∈ [𝔤𝛼, 𝔤−𝛼]是根 𝛼 ∈ Δ+的余根.
取 𝑥𝛽 ∈ 𝔤𝛽 和 𝑥−𝛽 ∈ 𝔤−𝛽 使得 ℎ𝛽 = [𝑥𝛽 , 𝑥−𝛽],则有

𝜔 (ℎ𝛽) = tr (𝜋 (ℎ𝛽)) = tr ([𝜋 (𝑥𝛽) , 𝜋 (𝑥−𝛽)]) = 0.

这与 𝜔 ≠ 0矛盾.
对 𝔽 = ℝ 情形, 将表示复化为 ℐ𝑛𝑑𝜋 ∶ 𝔤ℂ → 𝔤𝔩(𝑉 ), 此时 𝜔 保持不变. 由

𝔽 = ℂ情形的论证可得 𝜔 = 0,证毕.

对于诺特 ℤ-模 𝑀 的子集 𝑆, 记 ℤ𝑆 为由 𝑆 生成的子模. 定义 𝑆 的秩为
rank(𝑆) ≔ rank(ℤ𝑆). 特别地,对任意特征为 0的域 𝕂, rank(𝑆)等于 𝑆 在𝑀 ⊗ℤ 𝕂
中生成子空间的维数.
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引理 4.4.11. 若不可约表示 𝜋 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 ) 的最高权为 𝜇, 且满足 dim𝔽 (𝜋(𝔥)) =
dim𝔽 (𝔥),则 rank(𝒪𝜇) = dim𝔽 (𝔥). 此处𝒲 为 𝔤的 Weyl群, 𝒪𝜇 ≔ {𝑠(𝜇) ∶ 𝑠 ∈ 𝒲}是
𝜇在𝒲 作用下的轨道.

证明. 令 𝑛 ≔ dim𝔽 (𝔥). 设权集Wt 𝑉 ≔ {𝜆 ∈ Λ ∶ 𝑉𝜆 ≠ 0}中的元素为 𝜆1, … , 𝜆𝑚.
构造矩阵

𝐴 = [𝜆1, … , 𝜆1⏟⏟⏟⏟⏟
dim(𝑉𝜆1 )份

, … , 𝜆𝑚, … , 𝜆𝑚⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
dim(𝑉𝜆𝑚 )份

] ∈ Λdim 𝑉 . (4-6)

将每个权 𝜆 ∈ Λ ⊆ 𝔥∗视为 𝑛维列向量,则 𝐴 ∈ 𝔽 𝑛×dim(𝑉 ). 由定理 4.2.7, Wt 𝑉 中元
素均为 𝒪𝜇 的凸组合,故 rank(𝐴) = rank(Wt 𝑉 ) = rank(𝒪𝜇).
注意到 𝜋(𝔥) = {𝐴(ℎ) ∶ ℎ ∈ 𝔥},其中

𝐴(ℎ) ≔ diag(𝜆1(ℎ), … , 𝜆1(ℎ)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
dim(𝑉𝜆1 )份

, … , 𝜆𝑚(ℎ), … , 𝜆𝑚(ℎ)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
dim(𝑉𝜆𝑚 )份

). (4-7)

由此可得 dim𝔽 (𝔥) = dim𝔽 (𝜋(𝔥)) ≤ rank(𝐴) = rank(𝒪𝜇) ≤ dim𝔽 (𝔥).

引理 4.4.12. 若不可约表示 𝜋 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 ) 满足 𝜋 (𝒮3𝔥) ⊆ 𝜋(𝔥) 且 dim𝔽 (𝔥) =
dim𝔽 (𝜋(𝔥)) ≕ 𝑛,则存在线性无关的权 𝜔1, … , 𝜔𝑛 ∈ Λ使得

{𝜔1, … , 𝜔𝑛} ⊆ Wt 𝑉 ⧵ {0} ⊆ {±𝜔1, … , ±𝜔𝑛}.

证明. 设Δ+ = {𝛼1, … , 𝛼𝑛}. 对每个 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛,取 𝛼𝑗 ∈ Δ+的余根ℎ𝑗 . 由 {ℎ1, … , ℎ𝑛}
构成 𝔥的基,其对偶基记为 {𝜔′

1, … , 𝜔′
𝑛}. 设非零权集 {𝜆 ∈ Λ ⧵ {0} ∶ 𝑉𝜆 ≠ 0} =

{𝜆1, … , 𝜆𝑚}. 根据定义存在整系数列向量 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ ℤ𝑛使得

𝐴 = 𝜔′𝐴′, 𝜔′ ≔ [𝜔′
1 ⋯ 𝜔′

𝑛]
𝐴′ ≔ [𝑎1, … , 𝑎1⏟⏟⏟⏟⏟

dim(𝑉1)份

, … , 𝑎𝑚, … , 𝑎𝑚⏟⏟⏟⏟⏟
dim(𝑉𝑚)份

], (4-8)

其中 𝐴如 (4-6)定义. 易见 𝜔′(𝔥) ⊆ ℂ𝑛由向量 𝜔′(ℎ) ≔ [𝜔′
1(ℎ), … , 𝜔′

𝑛(ℎ)]构成. 由
于 rank(𝜔′) = 𝑛,故 𝜔′(𝔥) = ℂ𝑛. 令 𝐴0 ≔ [𝑎1, … , 𝑎𝑚] ∈ ℤ𝑛×𝑚.
(1) 𝔽 = ℂ情形: 由引理 4.4.11的证明, rank(𝐴0) = 𝑛. 重排 𝜆𝑗 使得 𝐴0的前 𝑛 × 𝑛
子矩阵满秩. 通过高斯消元法得分解 𝐴0 = 𝐺𝐵,其中 𝐺 ∈ ℤ𝑛×𝑛且

𝐵 = [𝐼𝑛 𝐶] =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 ⋯ 0 𝑐1,1 ⋯ 𝑐1,𝑚−𝑛
0 1 ⋯ 0 𝑐2,1 ⋯ 𝑐2,𝑚−𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 1 𝑐𝑛,1 ⋯ 𝑐𝑛,𝑚−𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

∈ ℚ𝑛×𝑚.

构造 𝐵′ ∈ ℚ𝑛×dim(𝑉 )使得 𝐴′ = 𝐺𝐵′. 取 𝜔 ≔ 𝜔′𝐺 ∈ Λ𝑛,由式 (4-8)知

𝐴(ℎ) = diag(𝜔′(ℎ)𝐴′) = diag(𝜔(ℎ)𝐵′), ∀ℎ ∈ 𝔥.
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结合条件 𝒮3(𝜋(𝔥)) = 𝜋(𝒮3𝔥) ⊆ 𝜋(𝔥)及(4-7),对任意 ℎ, ℎ′ ∈ 𝔥有

𝐴(ℎ)2𝐴(ℎ′) ∈ 𝜋(𝔥).

取 𝜔1, … , 𝜔𝑛的对偶基 𝑥1, … , 𝑥𝑛,通过计算 𝐴(𝑥𝑗)2𝐴(𝑥𝑘)得约束条件

𝑐3
𝑗𝑠 = 𝑐𝑗𝑠, 𝑐2

𝑗𝑠𝑐𝑘𝑠 = 0, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑚 − 𝑛, 1 ≤ 𝑗 < 𝑘 ≤ 𝑛.

由此推得 𝑐𝑗𝑠 ∈ {0, ±1}, 且每列 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑚 − 𝑛 至多含一个非零元. 由引
理 4.4.12中式 (4-8)知 𝐴 = 𝜔𝐵′ 其中 𝐵′ ∈ {0, ±1}𝑛×dim(𝑉 ). 根据构造, 可取
𝜔 = (𝜆1, … , 𝜆𝑛)满足要求.

(2) 𝔽 = ℝ情形: 条件 𝜋(𝒮3𝔥) ⊆ 𝜋 (𝔥)蕴涵

ℐ̃𝑛𝑑(𝜋) (𝒮3𝔥ℂ) = 𝜋 (𝒮3𝔥) ⊗ ℂ ⊆ 𝜋(𝔥) ⊗ ℂ = ℐ𝑛𝑑(𝜋) (𝔥ℂ) .

由于 𝜋与 ℐ𝑛𝑑(𝜋)权系相同,由复情形结论即得所需包含关系.

定理 4.4.13 (几何条件). 设 𝐺为 𝔽 上的半单 Lie群且 𝔤0 = 𝔥. 若 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )
是以 𝜔1 为最高权的不可约表示,满足 dim𝔽 (𝔥) = dim𝔽 (𝑑𝜌(𝔥)) ≕ 𝑛,且 𝑑𝜌 (𝒮3𝔥) ⊆
𝑑𝜌(𝔥),则成立:

(1) 权集Wt 𝑉 或等于 𝒪𝜔1 ,或等于 𝒪𝜔1 ⊔ {0}. 特别地, 𝑉 的非零权都是极权.
(2) rank(𝒪𝜔1) = 𝑛.
(3) 存在 𝜔2, … , 𝜔𝑛 ∈ Λ使得 𝒪𝜔1 = {±𝜔1, … , ±𝜔𝑛}.

证明. 由引理 4.4.11可直接得结论 (2). 现同步证明 (1)和 (3). 根据引理 4.4.8和 4-
8,存在 𝜔′

1, 𝜔2, … , 𝜔𝑛 ∈ Λ使得

{𝜔′
1, … , 𝜔𝑛} ⊆ Wt 𝑉 ⧵ {0} ⊆ {±𝜔′

1, … , ±𝜔𝑛}. (4-9)

不妨设 𝜔′
1 或 −𝜔′

1 是 𝑉 的最高权. 必要时交换正负根系 Δ+ 和 Δ−,可进一步
假设 𝜔′

1 = 𝜔1. 记 𝒪 ≔ 𝒪𝜔1 .
首先验证 𝜔𝑗 ∈ 𝒪 对所有 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 成立. 如若不然, 反设存在 𝜔𝑗 ∉ 𝒪, 不

妨取 𝜔2 ∉ 𝒪. 令 𝒪 = {𝜇1, … , 𝜇𝑚}其中 𝜇1 = 𝜔1. 根据权集的结构定理, Wt 𝑉 =
Conv(𝒪) ∩ (𝜔1 + Λ𝑅):

𝜔2 ∈ Wt 𝑉 ⇒ 𝜔2 =
𝑚

∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝜇𝑖 其中 ∑ 𝑐𝑖 = 1, 0 ≤ 𝑐𝑖 < 1.

若 −𝜔2 ∉ 𝒪,则 𝒪 ⊆ {±𝜔1, ±𝜔3, … , ±𝜔𝑛}. 这将导致

𝜔2 ∈ Wt 𝑉 ⊆ span{𝜔1, 𝜔3, … 𝜔𝑛},

与 𝜔1, … , 𝜔𝑛的线性无关性矛盾.
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若 −𝜔2 ∈ 𝒪,则存在指标 𝑗 使得 −𝜔2 = 𝜇𝑗 :

(1 + 𝑐𝑗)𝜔2 = ∑
𝑖≠𝑗

𝑐𝑖𝜇𝑖 ∈ span{𝜇𝑖 ∶ 𝑖 ≠ 𝑗} ⊆ span{𝜔1, 𝜔3, … , 𝜔𝑛}.

同样与 𝜔1, … , 𝜔𝑛的线性无关性矛盾.
其次证明存在 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 使得 −𝜔𝑘 ∈ 𝒪. 若不然, 由式 (4-9)可得 𝒪 =

{𝜔1, … , 𝜔𝑛}. 所以 𝒪 ⊆ Wt 𝑉 ⊆ Conv(𝒪),再由式 (4-9)非零权集Wt 𝑉 ⧵ {0} = 𝒪.
由 𝜔1, … , 𝜔𝑛 的线性无关性, 𝜔 ≔ ∑𝑛

𝑗=1 𝜔𝑗 ≠ 0.由于所有的非零权都是极权,所以
𝑚(𝜆) = dim 𝑉𝜔𝑗 = 1. 引理 4.4.10表明 𝜔 = ∑ 𝜔𝑗 = 0,与 𝜔𝑗 的线性无关性矛盾.
最后根据Weyl群𝒲-轨道的对称性, ±𝜔𝑘 ∈ 𝒪当且仅当所有 ±𝜔𝑗 ∈ 𝒪. 结合

式 (4-9)可得 𝒪 = {±𝜔1, … , ±𝜔𝑛} = Wt 𝑉 ⧵ {0},证毕.

定义 4.4.1 (Cayley构型). 称半单 Lie群 𝐺 或半单 Lie代数 𝔤的不可约表示 𝑉 的
权图 (Wt 𝑉 , 𝑚)具有 Cayley构型,如果 (Wt 𝑉 , 𝑚)满足如下条件:
(1) 满秩: rank(Wt 𝑉 ) = 𝑛 = dim𝔽 (𝔥);
(2) 中心对称: Wt 𝑉 = − Wt 𝑉 ;
(3) 轨道性质: Wt 𝑉 ⧵ {0} = 𝒪𝜔1 ≔ 𝒲𝜔1,其中 𝜔1是 𝑉 的最高权;
(4) 轨道数目: 𝒪𝜔1 恰中有 2𝑛个权.
(5) 权的重数: 𝑚|𝒪𝜔1

= 1.

定理 4.4.13给出了 Cayley表示的权图必须满足的条件.利用上述定义 4.4.1,
我们立刻得到推论.

推论 4.4.14 (权图构型). Cayley表示的权图具有 Cayley构型.

推论 4.4.15 (自对偶性). 对任意具有 Cayley构型的表示 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 ),有 𝐺-模
同构 𝑉 ≃ 𝑉 ∗. 特别地,当 𝔤0 = 𝔥且 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )为满足 dim𝔽 (𝔥) = dim𝔽 (𝑑𝜌(𝔥))
的不可约 Cayley表示时, 𝑉 为自对偶表示.

证明. 根据定义以及 Cayley构型要求权集满足中心的对称性可得:

Wt 𝑉 = − Wt 𝑉 = Wt 𝑉 ∗,

由定理 4.2.7, 半单 Lie 代数的不可约表示在同构意义下由权集唯一确定, 从而
𝑉 ≃ 𝑉 ∗.

根据第 4.3.2.3小节所述, Out(𝐺)作用于 𝑅(𝐺). 由定理 4.2.7可知,该作用诱导
出 Out(𝐺)在 (𝒞 ∩ Λ) = Λ/𝒲 上的作用. 特别地, Out(𝐺)也作用于由不可约表示同
构类生成的表示环 𝑅(𝐺). 以下结论是显然的.

推论 4.4.16 (稳定性 II). 若 𝑉 ∈ 𝑅(𝐺) 为具有 Cayley 构型的表示, 则对任意 𝜎 ∈
Out(𝐺), 𝑉 𝜎 仍保持 Cayley构型.
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4.4.3.2 几何条件的充分性

定理 4.4.13和推论 4.4.14给出了 Cayley变换在不可约表示上适用的必要的
几何条件. 接下来我们将研究几何条件的充分性,从 Cayley构型表示的存在性开
始.

引理 4.4.17 (Cayley 构型表示的存在性). 设 𝐺 为 𝔽 上单连通半单 Lie 群, 𝒪 为
𝜔1 ∈ Λ的𝒲-轨道. 若 𝒪关于原点对称,且满足 dim𝔽 (𝔥) = rank(𝒪) = |𝒪|/2 = 𝑛及
Conv(𝒪) ∩ (𝜔1 + Λ𝑅) ⊆ 𝒪 ∪ {0}, 则在同构意义下存在唯一不可约表示 𝜌 ∶ 𝐺 →
GL(𝑉 )满足:

(1) 权集Wt 𝑉 = Conv(𝒪) ∩ (𝜔1 + Λ𝑅);
(2) dim(𝑑𝜌(𝔥)) = 𝑛;
(3) 当 𝔽 = ℂ时 𝑑𝜌(𝒮3𝔥) ⊆ 𝑑𝜌(𝔥),当 𝔽 = ℝ时 ̃𝑑ℐ𝑛𝑑(𝜌)(𝒮3𝔥ℂ) ⊆ 𝑑ℐ𝑛𝑑(𝜌)(𝔥ℂ).

证明. 若这样的不可约表示存在,则其唯一性立即成立. 由于 𝒪关于原点对称且
|𝒪| = 2𝑛,我们可写 𝒪 = {±𝜔1, … , ±𝜔𝑛}. 由 rank(𝒪) = 𝑛的假设, 𝜔1, … , 𝜔𝑛 是线
性无关的. 令 𝒞 为 Λ的包含 𝜔1的闭Weyl腔. 根据定义, Λ = 𝒲𝐶 且 𝜔1 ∈ 𝒪 ∩ 𝐶 .
设 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )为对应于 𝜔1的不可约表示. 我们有

𝒪 ⊆ Wt 𝑉 = Conv(𝒪) ∩ (𝜔1 + Λ𝑅) ⊆ 𝒪 ∪ {0}.

(1) 𝔽 = ℂ. 令 ℎ1, … , ℎ𝑛 ∈ 𝔥 为 𝜔1, … , 𝜔𝑛 的对偶基. 对任意 1 ≤ 𝑗, 𝑘 ≤ 𝑛
有 𝜔𝑗(ℎ𝑘)3 = 𝜔𝑗(ℎ𝑘). 对每个 ℎ ∈ 𝔥, 将其写为 ℎ = ∑𝑛

𝑗=1 𝑐𝑗ℎ𝑗 . 因此由引
理 4.4.11可得 dim (𝑑𝜌(𝔥)) = 𝑛且

(𝑑𝜌(ℎ))3 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

diag (𝑐3
1 , −𝑐3

1 , … , 𝑐3
𝑛 , −𝑐3

𝑛) 若 Conv(𝒪) ∩ (𝜔1 + Λ𝑅) = 𝒪
diag (𝑐3

1 , −𝑐3
1 , … , 𝑐3

𝑛 , −𝑐3
𝑛 , 0) 其他情形

.

无论何种情况,都有

(𝑑𝜌(ℎ))3 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑐3
𝑗 𝑑𝜌(ℎ𝑗) ∈ 𝑑𝜌(𝔥).

这蕴含着 𝑑𝜌 (𝒮3𝔥) ⊆ 𝑑𝜌(𝔥).
(2) 𝔽 = ℝ. 令 𝜌ℂ ∶ 𝐺ℂ → GL(𝑉 ) 为满足 𝐺ℂ 条件(1)–(3)的表示. 由构造可
得 Wt 𝑉 = Conv(𝒪) ∩ (𝜔0 + Λ𝑅). 利用 ℐ𝑛𝑑 (ℛ𝑒𝑠 (𝜌ℂ)) = 𝜌ℂ, 可知 𝜌 =
ℛ𝑒𝑠 (𝜌ℂ) ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )即为所求表示.

命题 4.4.18. 设 𝐺为复半单 Lie群 𝐺ℂ 的单连通紧或分裂实形式, 𝒪为 𝜔1 ∈ Λ的
𝒲-轨道. 假设 𝒪关于原点对称,满足 dim(𝔥) = rank(𝒪) = |𝒪|/2 = 𝑛且 Conv(𝒪) ∩
(𝜔1 + Λ𝑅) ⊆ 𝒪 ∪ {0}. 则存在唯一的不可约表示 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )满足:

(1) Wt 𝑉 = Conv(𝒪) ∩ (𝜔1 + Λ𝑅).
(2) dim (𝑑𝜌(𝔥)) = 𝑛.
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(3) 𝑑𝜌 (𝒮3𝔥) ⊆ 𝑑𝜌(𝔥).

证明. 设 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 ) 为引理 4.4.17中 𝐺 的不可约表示. 则其满足(1), (2)及
𝑑𝜌 (𝒮3𝔥) ⊗ ℂ ⊆ 𝑑𝜌(𝔥) ⊗ ℂ.
(1) 当 𝐺 为分裂形式时,对任意 𝜆 ∈ Λ和 ℎ ∈ 𝔥ℂ,有 𝜆(ℎ) ∈ ℝ. 由式(4-7)可知

𝑑𝜌 (𝒮3𝔥)是 𝑑𝜌(𝔥) ⊗ ℂ的实子空间. 这蕴含 𝑑𝜌 (𝒮3𝔥) ⊆ 𝑑𝜌(𝔥).
具体地,取 𝔥的基 ℎ1, … , ℎ𝑛. 对任意 𝑋 ∈ 𝒮3𝔥,有 𝑑𝜌(𝑋) = ∑𝑛

𝑗=1 𝑐𝑗𝑑𝜌(ℎ𝑗)其
中 𝑐𝑗 ∈ ℂ. 由于 𝑑𝜌(𝑋)和 𝑑𝜌(ℎ1), … , 𝑑𝜌(ℎ𝑛)的分量都是实数,必有

𝑑𝜌(𝑋) =
𝑛

∑
𝑗=1

ℜ(𝑐𝑗)𝑑𝜌(ℎ𝑗) ∈ 𝑑𝜌(𝔥),

此处ℜ(𝑧)表示 𝑧 ∈ ℂ的实部.
(2) 当 𝐺 为紧形式时, 对任意 𝜆 ∈ Λ 和 ℎ ∈ 𝔥ℂ, 有 𝜆(ℎ) ∈ 𝑖ℝ. 再次应用4-7,

𝑖𝑑𝜌 (𝒮3𝔥)是 𝑑𝜌(𝔥) ⊗ ℂ的实子空间,𝑑𝜌(𝑋)和 𝑑𝜌(ℎ1), … , 𝑑𝜌(ℎ𝑛)的分量都是
纯虚数,同样的有

𝑑𝜌(𝑋) =
𝑛

∑
𝑗=1

ℜ(𝑐𝑗)𝑑𝜌(ℎ𝑗) ∈ 𝑑𝜌(𝔥).

这表明 𝑑𝜌 (𝒮3𝔥) ⊆ 𝑑𝜌(𝔥).

虽然定理 4.4.13中的几何条件仅是 Cayley变换适用性的必要条件,但对于紧
致群该条件亦是充分的.

命题 4.4.19 (刻画 IV). 设 𝐺为紧半单 Lie群, 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )为不可约表示且 𝑑𝜌
忠实. 以下条件等价:

(1) 𝜌是 Cayley表示.
(2) 𝑑𝜌 (𝒮3𝔥) ⊆ 𝑑𝜌(𝔥).
(3) 𝜌具有 Cayley构型.

特别地,当 𝐺为紧单 Lie群时,上述条件 (1)– (3)对 𝐺的所有非平凡不可约表示均
等价.

证明. 由于 𝐺紧致,可得 𝔤0 = 𝔥. 进一步地,当 𝐺为单 Lie群时,其所有非平凡表
示均忠实. 根据命题 4.4.6,条件 (1)与条件 (2)的等价性由定理 4.4.9可得. 因此只
需建立条件 (2)与条件 (3)的等价性.
若条件 (2)成立,则 𝜌为 Cayley表示,由定理 4.4.13可得 (3). 反之,考虑𝐺的万

有覆叠 𝜋 ∶ 𝐺 → 𝐺. 此时 𝜌 ∘ 𝜋成为 𝐺的具有 Cayley构型的表示. 根据命题 4.4.18,
条件 (2)从而条件 (1)对 𝜌 ∘ 𝜋 成立. 应用命题 4.3.4即得 𝜌为 Cayley表示.

我们注意到命题 4.4.19对任意满足 𝔤0 = 𝔥且 𝔤 = Ad(𝐺)(𝔥)的半单 Lie群 𝐺
成立. 若 𝔽 = ℂ或 𝐺为分裂实形式,则 𝔤0 = 𝔥恒成立. 然而下述命题表明在这两
种情形下不可能满足 𝔤 = Ad(𝐺)(𝔥).
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命题 4.4.20. 若𝐺为复半单 Lie群或分裂实形式,则存在 𝑥 ∈ 𝔤,使得 𝑥 ∉ Ad(𝐺)(𝔥).

证明. 当 𝐺为复半单 Lie群或分裂实形式时,其 Lie代数有根空间分解

𝔤 = 𝔥 ⨁ (⨁
𝛼∈Φ

𝔤𝛼)
.

令 Ad ∶ 𝐺 → GL(𝔤) (相应地 ad ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝔤))为 𝐺 (相应地 𝔤)的伴随表示. 对任意
𝛼 ∈ Φ,选取非零元 𝑥𝛼 ∈ 𝔤𝛼.
由于对任意 𝛽 ∈ Φ有 ad(𝑥𝛼)(𝔤𝛽) ⊆ 𝔤𝛼+𝛽 ,且 𝔤为有限维,故存在整数𝑁 ≥ 0使

得 ad(𝑥𝛼)𝑁 (𝔤𝛽) = 0对所有 𝛽 ∈ Φ成立.
假设 𝑥𝛼 = Ad(𝑔)(ℎ)对某个 𝑔 ∈ 𝐺和 ℎ ∈ 𝔥成立,则有

0 = ad(𝑥𝛼)𝑁 = ad (Ad(𝑔)(ℎ))𝑁 = (Ad(𝑔) ad(ℎ) Ad(𝑔)−1)
𝑁 = Ad(𝑔) ad(ℎ)𝑁 Ad(𝑔)−1.

这将导致 ad(ℎ) = 0. 由于 ad是单射,可得 𝑥𝛼 = ℎ = 0,这与 𝑋𝛼 的选取矛盾.

例 4.4.1. 考虑 𝐺 = SL2(𝔽 ), Lie 𝐺 = 𝔰𝔩2(𝔽 ),

ℎ =
(

1 0
0 −1)

, 𝑥 =
(

0 1
0 0)

, 𝑦 =
(

0 0
1 0)

,

那么 𝔥 = span𝔽 (ℎ),容易验证 𝑥, 𝑦 ∉ Ad(SL2(𝔽 ))𝔥.

4.4.4 一般 Cayley表示

在第 4.4.3节的讨论中,出于技术上的考虑,我们限定表示是不可约且忠实的.
对于 Cayley表示的刻画而言,这些限制都不是本质的. 本节将讨论如何利用半单
Lie代数的性质把对可约以及非忠实的表示的处理化归到不可约和忠实表示的情
形.
关于可约性,我们回顾,有限维表示 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )有不可约分解

𝜌 =
𝑚

∏
𝑗=1

𝜌𝑗 ∶ 𝐺 →
𝑚

∏
𝑗=1

GL(𝑉𝑗),

其中 𝑉 = ⨁𝑚
𝑗=1 𝑉𝑗 ,且对每个 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, 𝜌𝑗 ∶ 𝐺 → GL(𝑉𝑗)是不可约表示.

关于忠实性,我们注意到半单 Lie代数的在同态下的核与像仍然是半单的.
命题 4.4.21. [28] 𝜃 ∶ 𝔤 → 𝔤′是 Lie代数同态,则 𝔤是半单的当且仅当 ker 𝜃, im 𝜃都
是半单的.

命题 4.4.22 (刻画 V). 设 𝐺, 𝑉 , 𝜌, 𝜌1, … , 𝜌𝑚如上所述. 下列陈述等价:

(1) 𝜌是 Cayley表示.
(2) 对每个 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, 𝜌𝑗 是 Cayley表示.
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(3) 存在半单 Lie群𝐺′和表示 𝜌′ ∶ 𝐺′ → GL(𝑉 ),使得 𝑑𝜌′忠实, 𝑑𝜌′(𝔤′) = 𝑑𝜌(𝔤),
且 𝜌′是 Cayley表示.

(4) 存在半单 Lie群 𝐺′ 和忠实表示 𝜌′ ∶ 𝐺′ → GL(𝑉 ),使得 𝑑𝜌′(𝔤′) = 𝑑𝜌(𝔤)且
𝜌′是 Cayley表示.

证明. 根据定理 4.3.9, 𝜌是 Cayley表示当且仅当 im 𝑑𝜌具有幂扩张性质. 蕴含关
系 (3) ⟹ (1)是显然的.

若 (1)成立,取𝐺′为满足 𝔤′ = im 𝑑𝜌 ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 )的单连通 Lie群,并令 𝜌′ ∶ 𝐺′ →
GL(𝑉 )为对应的表示. 那么 𝜌′是 Cayley表示,从而证得 (1) ⟹ (3).
由于 𝜌 = ⨁𝑚

𝑗=1 𝜌𝑗 ,可得 𝑑𝜌(𝔤) = ⨁𝑚
𝑗=1 𝑑𝜌𝑗(𝔤). 因此 im 𝑑𝜌具有幂扩张性质当

且仅当对每个 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, 𝑑𝜌𝑗(𝔤)具有幂扩张性质,这等价于 Cayley变换对 𝜌𝑗 的
适用性 (再次应用定理 4.3.9). 由此证得 (1)与 (2)的等价性.

蕴含关系 (4) ⟹ (3) 是平凡的. 设 𝐺1 和 𝜃 ∶ 𝐺1 → GL(𝑉 ) 满足 (3) 的
条件. 由于 𝑑𝜃 忠实, ker(𝜃) 是 𝐺1 的离散正规子群. 令 𝐺′ ≔ 𝐺1/ ker(𝜃), 定义
𝜌′ ∶ 𝐺′ → GL(𝑉 )为 𝜌′([𝑔1]) ≔ 𝜃(𝑔1),其中 [𝑔1]表示 𝑔1 ∈ 𝐺1 在 𝐺′ 中的等价类.
易见 𝜌′良定且忠实,同时 𝔤′ = 𝔤1且 𝑑𝜌′ = 𝑑𝜃,故 𝜌′满足 (4).

根据命题 4.4.22, Cayley变换对 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )的适用性可归结于其对分解
表示 𝜌′ = ⨁𝑚

𝑗=1 𝜌′
𝑗 的分量 𝜌′

𝑗 ∶ 𝐺′ → GL(𝑉𝑗)的适用性,其中 𝑉 = ⨁𝑚
𝑗=1 𝑉𝑗 且每个

𝜌′
𝑗 是不可约忠实表示.
进一步观察可得: 𝑑𝜌 (𝒮3𝔥) ⊆ 𝑑𝜌(𝔥)当且仅当对每个 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚有 𝑑𝜌𝑗 (𝒮3𝔥) ⊆

𝑑𝜌𝑗(𝔥). 结合定理 4.4.13和命题 4.4.19,我们得到下述命题.

命题 4.4.23 (刻画 VI). 设 𝐺, 𝐺′, 𝑉 , 𝑉1, … , 𝑉𝑚及 𝜌, 𝜌′, 𝜌′
1, … , 𝜌′

𝑚如上所述,则成立:

(1) 若 𝔤0 = 𝔥且 𝜌是 Cayley表示,则对每个 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, 𝜌′
𝑗 具有 Cayley构型.

(2) 对紧半单 Lie群 𝐺,下列等价:
(a) 𝜌是 Cayley表示.
(b) 𝑑𝜌 (𝒮3𝔥) ⊆ 𝑑𝜌(𝔥).
(c) 对每个 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, 𝜌′

𝑗 具有 Cayley构型.

4.4.5 验证 Cartan子代数判据的符号算法

4.4.5.1 基本事实

在本小节中, 我们建立一些关于 Lie 代数及其表示的基本事实. 这些事实将
有利于描述和讨论下一小节提出的算法.

引理 4.4.24. 设 𝔤𝑐 是半单 Lie代数 𝔤 = 𝔤𝑐 ⊗ ℂ的紧形式, 𝔩1 是 𝔤𝑐 的理想. 则存在
𝔤𝑐的理想 𝔩2,使得作为 Lie代数有 𝔤𝑐 = 𝔩1 ⊕ 𝔩2. 事实上,可取 𝔩2为关于 𝔤的 Killing
型 𝐵 (𝐵(𝑥, 𝑦) ≔ tr(ad(𝑥) ∘ ad(𝑦)))的正交补 𝔩⟂

1 .
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证明. 因 𝔤𝑐 是 𝔤的紧形式,由命题 4.2.3知 𝐵|𝔤𝑐 负定. 对理想 𝔩1,可将向量空间分
解为 𝐿 = 𝔩1 ⊕ℝ 𝔩2. 只需证 𝔩2是理想. 对任意 𝑥 ∈ 𝔩2, 𝑦 ∈ 𝔤𝑐 , 𝑧 ∈ 𝔩1:

𝐵(𝑧, [𝑦, 𝑥]) = 𝐵([𝑧, 𝑦], 𝑥) = 0 ⇒ [𝔤𝑐 , 𝔩2] ⊆ 𝔩⟂
1 =∶ 𝔩2,

故 𝔩2是 𝐿的理想,从而 𝔤𝑐 = 𝔩1 ⊕ 𝔩2作为 Lie代数成立.

引理 4.4.25 (紧形式的核与像仍是紧形式). 设 𝔤𝑐 是半单 Lie代数 𝔤 = 𝔤𝑐 ⊗ ℂ的紧
形式, 𝔩1是 𝔤𝑐 的理想. 则 𝔩1作为实 Lie代数仍为半单,且是 𝔩ℂ

1 的紧形式.

证明. 取 𝔩2 ≔ 𝔩⟂
1 为理想使得 𝔤𝑐 = 𝔩1 ⊕ 𝔩2. 若存在 𝔩1 的交换理想 𝐼 ⊆ 𝔩1 满足

[𝐼, 𝐼] = 0和 [𝔩1, 𝐼] ⊆ 𝐼 ,则

[𝔤𝑐 , 𝐼] = [𝔩1, 𝐼] + [𝔩2, 𝐼] ⊆ 𝐼 + 0 = 𝐼,

这将导致 𝐼 成为 𝔤𝑐 的交换理想,与 𝔤𝑐 的半单性矛盾. 因此 𝔩1 和 𝔩2 均为半单 Lie
代数,其 Cartan子代数分别为 𝔥1, 𝔥2.
考虑复化分解 𝐿 = 𝔤ℂ

𝑐 = 𝔩ℂ
1 ⊕ 𝔩ℂ

2 的伴随表示 ad,有:
(1) Λ(𝔤) = Λ (𝔩ℂ

1 ) ⊕ Λ (𝔩ℂ
2 ),

(2) 𝐵 = 𝐵|𝔩ℂ
1

⊕ 𝐵|𝔩ℂ
2
,

(3) 𝔥𝑐 = 𝔥1 ⊕ 𝔥2.
由于 𝐵在 𝔥𝑐 上负定,特别地 𝐵|𝔩ℂ

2
在 𝔥2上负定,根据命题 4.2.3知 𝔩2是 𝔩ℂ

2 的
紧形式.

注 4.4.1. 因此推论 4.4.23中的等价条件可转化为对 𝜃 的验证,引理 4.4.25确保传
递到 𝑑𝜌′的表示是紧实形式半单 Lie代数的一个忠实表示.

4.4.5.2 算法

引理 4.4.12的证明提示可以使用 Gauss消元技术来判定 Cartan子代数判据
̃𝜃(𝒮3𝔥) ⊆ 𝜃(𝔥)是否成立. 这启发我们提出如下算法 4.1.
算法 4.1的图解如下图 4-1.

推论 4.4.26. 设 𝐺为紧半单 Lie群, Lie代数为 𝔤, 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )为其不可约表示,
则 Cayley变换适用于 𝜌当且仅当算法 4.1对输入 (𝔤, 𝑑𝜌)返回 True.

证明. 引理 4.4.12 的证明表明对于满足 Cartan 子代数判据的表示, 算法 4.1返回
𝐓𝐫𝐮𝐞.
当算法 4.1返回 𝐓𝐫𝐮𝐞时,直接计算可知 𝜃 = 𝑑𝜌满足 Cartan子代数判据.
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算法 4.1关于 ̃𝜃(𝒮3𝔥)的 Gauss消元测试
输入: (𝔤, 𝜃)

• 𝔤: 紧形式半单 Lie代数
• 𝜃 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 ): 不可约表示

输出: 布尔值 𝐴𝑛𝑠: 当 ̃𝜃(𝒮3𝔥) ⊆ 𝜃(𝔥)时 𝐴𝑛𝑠 = True,否则 𝐴𝑛𝑠 = False.
1: (ℎ1, … , ℎ𝑛) ← Basis (𝔥); ▷固定 Cartan子代数 𝔥的基
2: for每个基向量 ℎ𝑖 ∈ 𝔥 do
3: 𝐻𝑖 ← 𝜃(ℎ𝑖); ▷计算 ℎ𝑖的像
4: end for
5: (𝑣𝑖, … , 𝑣𝑛) ← SimultaneousDiagonalization (𝐻1, … , 𝐻𝑛); ▷同时对角化

𝐻𝑖 ← 𝑃 diag(𝑣𝑖)𝑃 −1

6: 𝐴 ← −𝑖(𝑣1, … , 𝑣𝑛) ∈ ℝdimℂ(𝑉 )×𝑛; ▷矩阵 𝐴记录所有𝐻𝑖同时对角化的特征值
7: (𝐵, 𝐺) ← GaussElimination (𝐴); ▷在实数域上执行 Gauss消元:𝐴 = 𝐵𝐺
8: if 𝐵 ∉ {0, ±1}dimℂ(𝑉 )×𝑛 then
9: return 𝐴𝑛𝑠 ← 𝐅𝐚𝐥𝐬𝐞;

10: end if
11: for 𝐵的列向量 𝐵𝑖 do
12: 𝑛𝑖 ← ‖𝐵𝑖‖0; ▷统计 𝐵𝑖中非零元素个数
13: if 𝑛𝑖 > 1 then
14: return 𝐴𝑛𝑠 ← 𝐅𝐚𝐥𝐬𝐞;
15: end if
16: end for
17: return 𝐴𝑛𝑠 ← 𝐓𝐫𝐮𝐞;
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基处理阶段

正则化 Gauss消去

条件验证阶段

输入参数 (𝔤, 𝜃)
𝔤: 紧半单李代数

𝜃 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 ): 不可约表示

取 Cartan子代数基
(ℎ1, … , ℎ𝑛) ← Basis(𝔥)

计算表示下的像
𝐻𝑖 ← 𝜃(ℎ𝑖), 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛

同时对角化
𝐻𝑖 ← 𝑃 diag(𝑣𝑖)𝑃 −1

得特征值矩阵 𝐴 ← −𝑖(𝑣1, … , 𝑣𝑛)

Gauss消元
(𝐵, 𝐺) ← GaussElimination(𝐴)

𝐵 ∉ {0, ±1}𝑑×𝑛?

检查列向量 𝐵𝑖
𝑛𝑖 ← ‖𝐵𝑖‖0, 𝑖 = 1, … , 𝑛

∃𝑛𝑖 > 1? 返回 False

返回 True

是

否

否

是

图 4-1 Cartan子代数判据判定算法 4.1
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4.5 经典单 Lie群上的 Cayley变换

4.5.1 具有 Cayley构型的表示

本节考虑 Cayley变换在经典单 Lie群 𝐺的表示 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )中的适用性．
注意到 𝐺的 Lie代数 𝔤是单 Lie代数，故微分表示 𝑑𝜌 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 )是忠实的，除
非 im 𝑑𝜌 = {0}．后者情形表明 𝜌为平凡表示．下文中假设 𝜌非平凡，从而 𝑑𝜌为
忠实表示．在本节中我们首先寻找具有 Cayley构型的表示.

引理 4.5.1. 设 𝔤为 𝔽 上的单 Lie代数，则其伴随表示 𝔤
ad
↷ 𝔤不可约. 如果伴随表

示具备 Cayley构型,则
dim𝔽 (𝔤) = 3 dim𝔽 (𝔥). (4-10)

证明. 考虑伴随表示 𝔤
ad
↷ 𝔤,如果 𝔩 ⊆ 𝔤是 𝔤的子表示,则 ad(𝔤)𝔩 = [𝔤, 𝔩] = 𝔩,即 𝔩

是 𝔤的理想. 由于 𝔤的单性, 𝔤 = 𝔩,即伴随表示不可约.
根据 Cayley构型的定义 4.4.1.

dim𝔽 (𝔤) − dim𝔽 (𝔥) = |𝒪| = |Φ| = 2 dim𝔽 (𝔥) ⟹ dim𝔽 (𝔤) = 3 dim𝔽 (𝔥).

作为参考, 表 4-3 [28] 中记录了每种单 Lie 代数 𝔤 的根系, 权格数据. 表中 𝔥
表示 𝔤 的 Cartan 子代数, Λ 表示权格, Φ+ 是正根系集, Δ+ 是单正根系集, 𝒞 ≔
{∑𝑛

𝑗=1 𝑎𝑗𝐿𝑗 ∶ 𝑎𝑗 ≥ 0}是基本Weyl腔, 𝒲 是Weyl群, 𝛿 ≔ ∑𝑛
𝑗=1 𝐿𝑗 . 在表的最后一

行记录了每种单 Lie代数的标准表示 𝑉std以及它们的权.

表 4-3经典单 Lie代数的根系资料

𝐴𝑛 (𝔰𝔩𝑛+1, 𝑛 ≥ 1) 𝐵𝑛 (𝔰𝔬2𝑛+1, 𝑛 ≥ 2) 𝐶𝑛 (𝔰𝔭2𝑛, 𝑛 ≥ 3) 𝐷𝑛 (𝔰𝔬2𝑛, 𝑛 ≥ 4)

dim 𝔥 𝑛 𝑛 𝑛 𝑛

Λ ℤ {𝐿𝑗}
𝑛+1
𝑗=1 / (∑𝑛+1

𝑗=1 𝐿𝑗 = 0) ℤ{𝛿, 𝐿𝑗}𝑛
𝑗=1 ℤ{𝐿𝑗}𝑛

𝑗=1 ℤ{𝛿, 𝐿𝑗}𝑛
𝑗=1

Φ+ 𝐿𝑗 − 𝐿𝑘, 𝑗 < 𝑘 𝐿𝑖, 𝐿𝑗 ± 𝐿𝑘, 𝑗 < 𝑘 2𝐿𝑖, 𝐿𝑗 ± 𝐿𝑘, 𝑗 < 𝑘 𝐿𝑗 ± 𝐿𝑘 , 𝑗 < 𝑘

Δ+ 𝐿𝑗 − 𝐿𝑗+1 𝐿𝑛, 𝐿𝑗 − 𝐿𝑗+1 2𝐿𝑛, 𝐿𝑗 − 𝐿𝑗+1 𝐿𝑛−1 + 𝐿𝑛, 𝐿𝑗 − 𝐿𝑗+1

𝒞 𝑎𝑗 ≥ 𝑎𝑗+1, 𝑎𝑛+1 = 0 𝑎𝑗 ≥ 𝑎𝑗+1 ≥ 0 𝑎𝑗 ≥ 𝑎𝑗+1 ≥ 0 𝑎1 ≥ ⋯ ≥ 𝑎𝑛−1 ≥ |𝑎𝑛|

𝒲 𝔖𝑛+1 𝒲/(ℤ/2ℤ)𝑛 ≃ 𝔖𝑛 𝒲/(ℤ/2ℤ)𝑛 ≃ 𝔖𝑛 𝒲/(ℤ/2ℤ)𝑛−1 ≃ 𝔖𝑛

𝑉std ℂ𝑛+1 (weights: 𝐿𝑗) ℂ2𝑛+1 (weights: 0, ±𝐿𝑗) ℂ2𝑛 (weights: ±𝐿𝑗) ℂ2𝑛 (weights: ±𝐿𝑗)

下面针对每一种经典单 Lie代数寻找具有 Cayley构型的表示.

4.5.1.1 𝐴𝑛型, 𝔰𝔩𝑛+1

𝔰𝔩𝑛+1的Weyl群为𝔖𝑛,群作用𝒲 ↷ Λ就是置换 {𝐿𝑗}𝑚
𝑗=1.称连通 Lie群 𝐺为

𝐴𝑛型如果 𝐺的 Lie代数 𝔤 ≃ 𝔰𝔩𝑛+1.
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引理 4.5.2. 设 𝐺为 𝐴𝑛型单 Lie群, 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )是具有 Cayley构型的表示,且
0 ∈ Wt 𝑉 .则 𝑑𝜌同构于伴随表示 ad且 𝑛 = 1.

证明. 根据定义，集合Wt 𝑉 = 𝒪 ⨆{0}，其中𝒪 ≔ 𝒲𝜔1 = {±𝜔1, … , ±𝜔𝑛}的秩为
𝑛，且 𝜔1是 𝑉 的最高权．由于Wt 𝑉 = (𝜔1 + Λ𝑅) ∩ Conv(𝒪)，必有 −𝜔1 ∈ Λ𝑅，从
而 𝜔1 ∈ ℕΔ+．注意到𝒪是最高权 𝜔1的𝒲-轨道，因此𝒪中元素属于不同的Weyl
腔．这表明 𝑉 的权中仅有 0与 𝜔1落在基本Weyl腔 𝐶 内，故可推得 𝜔1 ∈ Δ+．而
𝒲 在 Φ上可迁地作用，由此得到 𝒪 = Φ．利用式 (4-10).

dim(𝔤) = (𝑛 + 1)2 − 1 = 3 dim(𝔥) = 3𝑛 ⟹ 𝑛 = 1.

引理 4.5.3. 设 𝐺为 𝐴1型单 Lie群, 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )是具有 Cayley构型的表示,则
𝑑𝜌必同构标准表示或伴随表示．

证明. 取 𝐺 ≃ SL2(ℂ)的标准表示 ℂ2,则 𝐺的任意不可约表示均同构于 𝒮𝑑ℂ2（其
中 𝑑为正整数）．由于 𝒮𝑑ℂ2的权集为 {𝑑 −2𝑘}𝑑

𝑘=0,可直接验证：𝒮𝑑ℂ2具有 Cayley
构型当且仅当 𝑑 = 1（对应标准表示）或 𝑑 = 2（对应伴随表示）．

引理 4.5.4. 若 𝐺为 𝐴2型复单 Lie群,则 𝐺不存在具备 Cayley构型的表示．

证明. 由表 4-3知 dim(𝔥) = 2且𝒲 = 𝔖3．因任意𝒲-轨道 𝒪围成三角形或六边
形,基数需整除 3,而 2 dim(𝔥) = 4非 3的因子,故不存在基数 4的轨道．由此可知
具备 Cayley构型的表示不存在．

引理 4.5.5. 设 𝔤为 𝐴𝑛 型复单 Lie代数且 𝜃 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 )是带 Cayley构型的表示,
则 𝜃 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 )必为下列情形之一:

(1) 𝑛 = 1且 𝑉 为标准表示 𝑉std.
(2) 𝑛 = 1且 𝑉 为伴随表示 𝔰𝔩2(ℂ) ≃ 𝒮2𝑉std.
(3) 𝑛 = 3且 𝑉 = ⋀2 𝑉std.

证明. (1)中的表示权集为Wt ℂ2 = 𝒪𝐿1 = {𝐿1, −𝐿1}; (2)中的表示权集为Wt 𝔰𝔩2 =
{2𝐿1, 0, 2𝐿2}, (3)中的表示权集为Wt ⋀2 ℂ4 = {𝐿𝑝 + 𝐿𝑞 ∶ 𝑝 ≠ 𝑞},均具备 Cayley
构型.
由引理 4.5.2–4.5.4,可设 𝑉 的权中不含 0且 𝑛 ≥ 3. 令 𝜔1 为 𝑉 的最高权,可

将其表为 𝜔1 = ∑𝑛
𝑗=1 𝑎𝑗𝐿𝑗 (其中 𝑎1 ≥ ⋯ ≥ 𝑎𝑛 ≥ 0为整数). 取 𝜎 ∈ 𝒲 为垂直于超

平面 𝐿1 − 𝐿𝑛+1的反射,则 𝜎交换 𝐿1与 𝐿𝑛+1并固定 𝐿2, … , 𝐿𝑛. 因此有

𝜎(𝜔1) =
𝑛

∑
𝑗=2

𝑎𝑗𝐿𝑗 + 𝑎1𝐿𝑛+1, 𝜎(𝜔1) − 𝜔1 = 𝑎1(𝐿𝑛+1 − 𝐿1).

由于𝐿𝑛+1 −𝐿1是根且𝜔1与 𝜎(𝜔1)均为 𝑉 的权,则𝜔1 +𝑘(𝐿𝑛+1 −𝐿1)对 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑎1
也是 𝑉 的权. 根据 Cayley构型表示的定义,必有 𝑎1 = 1. 因此存在正整数 𝑘 ≤ 𝑛
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使得 𝜔1 = ∑𝑘
𝑗=1 𝐿𝑗 ,进而

𝒪 = 𝒲𝜔1 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑘

∑
𝑗=1

𝜔𝑠𝑗 ∶ 1 ≤ 𝑠𝑗 ≤ 𝑛 + 1, 𝑠𝑗 ≠ 𝑠𝑗′ , 1 ≤ 𝑗 ≠ 𝑗′ ≤ 𝑘
⎫⎪
⎬
⎪⎭

.

根据 Cayley构型的中心对称性, −𝜔1 ∈ 𝒪 ⟹ 𝑘 = 1
2(𝑛 + 1),从而

(
𝑛 + 1

1
2(𝑛 + 1))

= |𝒪| = 2 dim(𝔥) = 2𝑛.

因 𝑛 ≥ 3, 仅当 (𝑛, 𝑘) = (3, 2) 时等式成立. 此时 𝔤 ≃ 𝔰𝔩4(ℂ) 且 𝜔1 = 𝐿1 + 𝐿2, 故
𝑉 = ⋀2 ℂ4.

注 4.5.1. 根据 𝔰𝔩2 ≃ 𝔰𝔬3, 比较权图可知, (2) 的表示来自于 𝔰𝔬3 的标准表示. 同
样, 根据 𝔰𝔩4 ≃ 𝔰𝔬6, 比较权图可知, (3) 的表示来自于 𝔰𝔬6 的标准表示. 从而这
些表示都可以看做是例 4.1.1的特殊情形. 特别地, 在 𝑑𝜌 ∘ 𝐶 的整个定义域上有
𝑑𝜌 ∘ 𝐶(𝑥) ∈ im 𝜌.

例 4.5.1 (𝔰𝔩2, 𝑉std的权图). 引理 4.5.5中的表示(1)的权图如图 4-2所示.
• Λ = ℤ 𝐿0: 𝔰𝔩2(ℂ)的权格.
• Λ𝑅 = 2 ℤ 𝐿0: 𝔰𝔩2(ℂ)的根系格.
• 𝒲 = {±1}: 𝔰𝔩2(ℂ)的Weyl群.
• 𝔥: 𝔰𝔩2(ℂ)的 Cartan子代数.

𝔥 = spanℂ(ℎ), ℎ ≔
(

1 0
0 −1)

.

𝒲 = {±1} ↷ Λ,其作用方式为:

(−1)(𝐿0) = −𝐿0.

-2 -1 0 1 2

图 4-2 𝔰𝔩2, 𝑉std 的权图

注: 权格 Λ为数轴上的整点,根系格 Λ𝑅 为数轴上的偶数点 (黑点和原点), 𝑉std 包含的权

用加粗的蓝点表示.

4.5.1.2 𝐵𝑛型, 𝔰𝔬2𝑛+1

𝔰𝔬2𝑛+1的Weyl群满足正合列

1 → (ℤ /(2 ℤ))𝑛 → 𝒲 → 𝔖𝑛 → 1,

其在 Λ上的群作用确定如下: (ℤ /(2 ℤ))𝑛 部分反转 𝐿𝑖 的符号; 𝔖𝑛 部分置换这些
𝐿𝑖.
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引理 4.5.6. 设 𝑉 是 Lie代数 𝔤 = 𝔰𝔬2𝑛+1(ℂ) (𝑛 ≥ 3)的不可约表示. 假设 0 ∈ Wt(𝑉 )
且其权图符合特定构型,则 𝑉 ≃ 𝑉std (同构于标准表示).

证明. 设 𝜔0 为 𝑉 的最高权,其在Weyl群𝒲 作用下的轨道为 𝒪 = 𝒲𝜔0. 由于所
有非零权都是 𝑉 权图的顶点,则有

0 ∈ 𝑊 𝑡(𝑉 ) = Λ𝑅 ∩ Conv(𝒪) ⇒ 𝜔0 ∈ Φ+ ∩ 𝒞 = {𝐿1, 𝐿1 + 𝐿2}.

若 𝜔0 = 𝐿1,则 𝑉 的最高权与 𝑉0相同,因此 𝑉 ≃ 𝑉std.

若 𝜔0 = 𝐿1 + 𝐿2,则 𝑉 的最高权与伴随表示 𝔤
ad
↷ 𝔤相同,因此 𝑉 ≃ 𝔤作为伴

随表示. 根据式 (4-10):

dim 𝔤 = 𝑛(2𝑛 + 1) = 3 dim 𝔥 = 3𝑛 ⟹ 𝑛 = 1.

这与 𝑛 ≥ 3矛盾.

引理 4.5.7. 对 𝐵𝑛 型 Lie代数 𝔤 = 𝔰𝔬2𝑛+1(ℂ) (𝑛 ≥ 3)的不可约表示 𝜃 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 ),
如果 𝜃具备 Cayley构型,那么 𝑉 ≃ 𝑉std即标准表示.

证明. 引理 4.5.6论证了 0 ∈ Wt 𝑉 的情形. 现考虑满足 0 ∉ Wt 𝑉 的不可约表示
𝑉 . 设其最高权为 𝜔0 ∈ 𝒞 ∩ Λ, 𝜔0 = 1

2 ∑𝑛
𝑖=1 𝑏𝑖𝐿𝑖,其中 𝑏𝑖 ∈ ℕ0,满足 𝑏𝑖 ≥ 𝑏𝑗 对 𝑖 < 𝑗

成立,且所有 𝑏𝑖同为偶数或同为奇数.
假设 𝑏1 ≥ 1,取 𝜎 ∈ 𝒲 为满足 𝜎(𝐿1) = −𝐿1且 𝜎(𝐿𝑘) = 𝐿𝑘 (𝑘 ≠ 1)的Weyl群

元素. 则 𝜎𝜔0 ∈ Wt(𝑉 )是权图的顶点. 由

𝜔0 − 𝜎𝜔0 = 𝑏1𝐿1,

注意到 𝐿1 ∈ Φ+,根据半单 Lie代数不可约表示的结构定理,权图中必须包含整条
权链:

𝜔𝑠 ≔ 𝜎𝜔0 + 𝑠(𝐿1) ∈ Wt(𝑉 ), 𝑠 = 0, 1, … , 𝑏1.

这意味着这些 𝜔𝑠 都是权图的顶点. 该情形仅当 𝑏1 = 1时可能成立,此时有 𝜔0 =
1
2 ∑𝑛

𝑖=1 𝐿𝑖. 对应的Weyl群轨道为

𝒪 ≔ 𝒲𝜔0 =
{

1
2

𝑛

∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝐿𝑖 ∶ 𝑐𝑖 = ±1
}

= Wt(𝑉 ).

由每个顶点的重数均为 1可得:

|𝒪| = 2𝑛 = 2𝑛 ⇒ 𝑛 = 1或2,

这与 𝑛 ≥ 3的条件矛盾.

注 4.5.2. 𝑛 = 2, 𝜔0 = 1
2 ∑𝑛

𝑖=1 𝐿𝑖 对应的表示 𝕊即旋量表示,在 𝔰𝔭4(ℂ) ≃ 𝔰𝔬5(ℂ)的
同构下, 𝕊等同于 𝔰𝔭4(ℂ)的标准表示.
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4.5.1.3 𝐶𝑛型, 𝔰𝔭2𝑛

𝔰𝔭2𝑛的Weyl群𝒲 满足正合列

1 → (ℤ /(2 ℤ))𝑛 → 𝒲 → 𝔖𝑛 → 1,

其在 Λ上的群作用确定如下: (ℤ /(2 ℤ))𝑛 部分改变 𝐿𝑖 的正负号,而 𝔖𝑛 部分置换
这些 𝐿𝑖.

命题 4.5.8. 对 𝑛 = 2, 𝔤 = 𝔰𝔭4(ℂ),存在一个 5维不可约表示𝑊 ,其权图具有 Cayley
构型.

证明. 考虑 𝑉 = ⋀2 𝑉std,其最高权为𝜔1 = 𝐿1 +𝐿2,权集为Wt(𝑉 ) = {0, ±𝐿1 ±𝐿2}.
𝑉 是可约的,其 𝔤-模不可约分解为

𝑉 = 𝑊 ⊕ ℂ,

其中𝑊 是 5维不可约表示,具有相同的权集Wt(𝑉 ′) = Wt(𝑉 ) = {0, ±𝐿1 ± 𝐿2}和
最高权 𝜔1 = 𝐿1 + 𝐿2. 容易验证𝑊 的权图具备 Cayley构型.

注 4.5.3. 表示 𝑊 同构于 𝔰𝔬5(ℂ) ≃ 𝔰𝔭4(ℂ)的标准表示,因此由双线性积诱导.对
一般的 𝔰𝔭2𝑛(ℂ), 𝑉std = ℂ2𝑛 由双线性积诱导. 这些表示具备 Cayley 构型. 这些
表示都可以看做是例 4.1.1 的特殊情形. 特别地, 在 𝑑𝜌 ∘ 𝐶 的整个定义域上有
𝑑𝜌 ∘ 𝐶(𝑥) ∈ im 𝜌.

引理 4.5.9. 𝑉 是 Lie代数 𝔤 = 𝔰𝔭2𝑛(ℂ) (𝑛 ≥ 2)的不可约表示. 假设 0 ∈ Wt(𝑉 )且
权图具备 Cayley构型,则 𝑛 = 2且 𝑉 ≃ 𝑊 .

证明. 设 𝜔0 为 𝑉 的最高权,其在Weyl群𝒲 作用下的轨道为 𝑂 = 𝒲𝜔0. 由于所
有非零权都是 𝑉 权图的顶点,故有

0 ∈ Wt(𝑉 ) = Λ𝑅 ∩ Conv(𝑂) ⟹ 𝜔0 ∈ Φ+ ∩ 𝒞 = {2𝐿1, 𝐿1 + 𝐿2}.

若 𝜔0 = 2𝐿1,则 𝑉 的最高权与 𝐿相同,因此 𝑉 ≃ 𝐿作为伴随表示. 从而根据
式 (4-10):

dim(𝔤) = 𝑛(2𝑛 + 1) = 3 dim(𝔥) = 3𝑛 ⟹ 𝑛 = 1.

这已在引理 4.5.5讨论过.
若 𝜔0 = 𝐿1 + 𝐿2,则轨道满足

𝑂 = 𝒲𝜔0 = {±𝐿𝑖 ± 𝐿𝑗 ∶ 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛}.

根据 Cayley构型要求

|𝒪| = 4(
𝑛
2) = 2𝑛 ⟹ 𝑛 = 2,

此即命题 4.5.8给出的表示.
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引理 4.5.10. 对 𝐶𝑛 型 Lie代数 𝔤 = 𝔰𝔭2𝑛(ℂ) (𝑛 ≥ 2)的不可约表示 𝜃 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 ),
如果 𝜃具备 Cayley构型,则必以下情形之一:

(1) 𝑛 = 2, 𝑉 ≃ 𝑊 ,其中𝑊 是命题 4.5.8给出的 5维不可约表示.
(2) 𝑉 ≃ 𝑉std,标准表示.

证明. 权集包含 0的情形已在引理 4.5.9中讨论. 现考察 𝔤的不可约表示 𝑉 满足
0 ∉ Wt(𝑉 ). 设其最高权为 𝜔0 ∈ 𝒞,可表为

𝜔0 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐿𝑖, 𝑎1 ≥ 𝑎2 ≥ ⋯ ≥ 𝑎𝑛 ≥ 0.

若 𝑎1 ≥ 1,取 𝜎 ∈ 𝒲 满足 𝐿1 ↦ −𝐿1且 𝐿𝑘 ↦ 𝐿𝑘 (𝑘 ≠ 1). 则 𝜎𝜔0 ∈ Wt(𝑉 )是
权图的顶点,且满足 𝜔0 − 𝜎𝜔0 = 2𝑎1𝐿1.
注意到 2𝐿1 ∈ Φ+,半单 Lie代数不可约表示的结构要求权集包含整条权链:

𝜔𝑠 ≔ 𝜎𝜔0 + 𝑠(2𝐿1) ∈ Wt(𝑉 ), 𝑠 = 0, 1, … , 𝑎1.

这些 𝜔𝑠 必须均为权图顶点. 此条件仅在 𝑎1 = 1 时成立, 此时存在 𝑘 ∈ ℕ 使得
𝜔0 = ∑𝑘

𝑖=1 𝐿𝑖,从而

Wt(𝑉 ) = 𝒪 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑘

∑
𝑠=1

±𝐿𝑖𝑠 ∶ 1 ≤ 𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑘 ≤ 𝑛
⎫⎪
⎬
⎪⎭

.

若 2 ∣ 𝑘,则 0 ∈ Conv(𝒪) ∩ Λ𝑅 = Wt(𝑉 ),与 0 ∉ Wt(𝑉 )矛盾. 故 2 ∤ 𝑘. 进一步
由各顶点重数均为 1可得约束条件:

|𝒪| = 2𝑘
(

𝑛
𝑘) = 2𝑛 ⟹ (

𝑛 − 1
𝑘 − 1) = 𝑘

2𝑘−1 ∈ ℕ .

唯一可能解为 𝑘 = 1, 𝜔0 = 𝐿1,对应标准表示 𝑉std.

4.5.1.4 𝐷𝑛型, 𝔰𝔬2𝑛

𝔰𝔬2𝑛的Weyl群满足正合列

1 → (ℤ/(2ℤ))𝑛−1 → 𝒲 → 𝔖𝑛 → 1.

其在权格 Λ上的群作用定义为：(ℤ/(2ℤ))𝑛−1部分通过保持定向的方式反转 𝐿𝑖的
符号,即在偶数个坐标轴上作用 −1; 𝔖𝑛部分置换这些 𝐿𝑖.

引理 4.5.11. 对 Lie 代数 𝔤 = 𝔰𝔬2𝑛(ℂ), 𝑛 ≥ 4 的不可约表示 𝑉 , 若 𝑉 的权图具备
Cayley构型,则必有 0 ∉ Wt(𝑉 ).
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证明. 设 𝜔0 为 𝑉 的最高权,其在Weyl群𝒲 作用下的轨道为 𝑂 = 𝒲𝜔0. 由于所
有非零权都是 𝑉 权图的顶点,则有

0 ∈ Wt(𝑉 ) = Λ𝑅 ∩ Conv(𝒪) ⇒ 𝜔1 ∈ Φ+ ∩ 𝒞 = {𝐿1 + 𝐿2}. (4-11)

因此 𝜔1 = 𝐿1 + 𝐿2,此时 𝑉 的最高权与 𝔤相同,故 𝑉 ≃ 𝔤作为伴随表示. 从而根据
式 (4-10):

dim(𝔰𝔬2𝑛) = 𝑛(2𝑛 − 1) = 3 dim 𝔥 = 3𝑛 ⟹ 𝑛 = 2.

这与 𝑛 ≥ 4矛盾.

定义 4.5.1. 对 Lie代数 𝔰𝔬𝑚(ℂ),设 𝑛 = ⌊
1
2𝑚⌋. 若不可约表示 𝑉 的最高权 𝜔1 形如

𝜔1 = 1
2 ∑𝑛

𝑖=1 𝑏𝑖𝐿𝑖, ∀𝑖, 2 ∤ 𝑏𝑖则称 𝑉 为 𝔰𝔬𝑚(ℂ)的旋量表示. 该表示对应于特殊正
交群 SO𝑚(ℂ)的万有单连通形式 Spin𝑚(ℂ)的不可约表示.

称 𝔰𝔬𝑚(ℂ)的表示 𝜃 ∶ 𝔰𝔬𝑚(ℂ) → 𝔤𝔩(𝑉 )为正交表示,如果 𝜃 可以由正交群的
表示诱导,即 ∃𝜌 ∶ SO𝑚(ℂ) → GL(𝑉 ),使得 𝑑𝜌 = 𝜃. 不可约表示 𝑉 是正交表示当

且仅当其最高权有如下形式.𝜔1 = 1
2 ∑⌊

1
2 𝑚⌋

𝑖=1 𝑏𝑖𝐿𝑖, ∀𝑖, 2 ∣ 𝑏𝑖.换言之,旋量表示不
能由正交群的表示诱导.

引理 4.5.12. 对于 Lie代数 𝔰𝔬2𝑛(ℂ) (𝑛 ≥ 4),其具有 Cayley构型的不可约正交表示
同构于标准表示 𝑉std.

证明. 根据表 4-3,容易验证标准表示 𝑉std的权图具备 Cayley构型.
根据引理 4.5.11只要考虑满足 0 ∉ Wt(𝑉 ) 的不可约表示 𝑉 . 设其最高权为

𝜔1 ∈ 𝒞 ∩ Λ, 𝜔1 = ∑𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖𝐿𝑖,其中 𝑎𝑖 ∈ ℤ,满足 1 ≤ 𝑎1 ≥ 𝑎2 ≥ ⋯ ≥ 𝑎𝑛−1 ≥ |𝑎𝑛| ≥ 0.

对任意 𝑗 > 1, 取 𝜎𝑗 ∈ 𝒲 为满足 𝜎𝑗(𝐿1) = 𝐿𝑗 , 𝜎𝑗(𝐿𝑗) = 𝐿1 且 𝜎𝑗(𝐿𝑘) = 𝐿𝑘
(𝑘 ≠ 1, 𝑗)的Weyl群元素. 则 𝜎𝑗𝜔1 ∈ Wt(𝑉 )是权图的顶点. 由

𝜔1 − 𝜎𝑗𝜔1 = (𝑎1 − 𝑎𝑗)(𝐿1 − 𝐿𝑗),

注意到 𝐿1 − 𝐿𝑗 ∈ Φ+,根据半单 Lie代数不可约表示的结构定理,权图中必须包含
整条权链:

𝜔𝑠 ≔ 𝜎𝑗𝜔1 + 𝑠(𝐿1 − 𝐿𝑗) ∈ Wt(𝑉 ), 𝑠 = 0, 1, … , 𝑎1 − 𝑎𝑗 .

这意味着这些 𝜔𝑠都是权图的顶点. 该情形仅当 𝑎1 − 𝑎𝑗 ≤ 1时可能成立.
类似地, 取 𝜏𝑗 ∈ 𝒲 为满足 𝜏𝑗(𝐿1) = −𝐿𝑗 , 𝜏𝑗(𝐿𝑗) = −𝐿1 且 𝜏𝑗(𝐿𝑘) = 𝐿𝑘

(𝑘 ≠ 1, 𝑗)的Weyl群元素. 则 𝜏𝑗𝜔1 ∈ Wt(𝑉 )是权图的顶点. 由

𝜔1 − 𝜏𝑗𝜔1 = (𝑎1 + 𝑎𝑗)(𝐿1 + 𝐿𝑗),

以及 𝐿1 + 𝐿𝑗 ∈ Φ+,同理可得权链条件:

𝜔𝑠 ≔ 𝜏𝑗𝜔1 + 𝑠(𝐿1 + 𝐿𝑗) ∈ Wt(𝑉 ), 𝑠 = 0, 1, … , 𝑎1 + 𝑎𝑗 .
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这要求 𝑎1 + 𝑎𝑗 ≤ 1才能成立.
综合上述约束条件,0 ≤ |𝑎𝑗| ≤ 1 − 𝑎1 ≤ 0从而 𝑎1 = 1, 𝑎𝑗 = 0 ∀1 < 𝑗 ≤ 𝑛.因

此 𝜔1 = 𝐿1,对应 𝔰𝔬2𝑛的标准表示.
定义 4.5.2. [28]对 Lie代数 𝔰𝔬𝑚(ℂ),设 𝑛 = ⌊

1
2𝑚⌋,定义:

𝜔+ ≔ 1
2 (

𝑛

∑
𝑖=1

𝐿𝑖)
∈ 𝒞 ∩ Λ,

𝜔− ≔ 1
2 (

𝑛

∑
𝑖=1

𝐿𝑖)
− 𝐿𝑛 ∈ 𝒞 ∩ Λ.

以 𝜔+, 𝜔−为最高权的旋量表示 𝕊+, 𝕊−(分别)称为 𝔰𝔬2𝑛的半旋量表示.

引理 4.5.13. 对于 Lie代数 𝔰𝔬2𝑛(ℂ) (𝑛 ≥ 4)的不可约旋量表示 𝜃 ∶ 𝔰𝔬2𝑛 → 𝔤𝔩(𝑉 ),
如果起具备 Cayley构型,那么 𝑛 = 4且 𝑉 同构于半旋量表示 𝕊+或者 𝕊−.

证明. 设 𝑉 是 𝔰𝔬2𝑛 的不可约旋量表示且其权图符合 Cayley构型. 取 𝑉 的最高权
𝜔1 ∈ 𝒞 ∩ Λ, 𝜔1 = 1

2 ∑𝑛
𝑖=1 𝑏𝑖𝐿𝑖, 𝑏𝑖 ∈ ℤ,其中满足 1 ≤ 𝑏1 ≥ 𝑏2 ≥ ⋯ ≥ 𝑏𝑛−1 ≥ |𝑏𝑛| ≥

0且所有 𝑏𝑖均为奇数.
对任意 𝑗 > 1, 取 𝜎𝑗 ∈ 𝒲 为满足 𝜎𝑗(𝐿1) = 𝐿𝑗 , 𝜎𝑗(𝐿𝑗) = 𝐿1 且 𝜎𝑗(𝐿𝑘) = 𝐿𝑘

(𝑘 ≠ 1, 𝑗)的Weyl群元素. 则 𝜎𝑗𝜔1 ∈ Wt(𝑉 )是权图的顶点. 由

𝜔1 − 𝜎𝑗𝜔1 = 1
2(𝑏1 − 𝑏𝑗)(𝐿1 − 𝐿𝑗),

以及 𝐿1 − 𝐿𝑗 ∈ Φ+,根据半单 Lie代数不可约表示的结构定理,权图中必须包含整
条权链:

𝜔𝑠 ≔ 𝜎𝑗𝜔1 + 𝑠(𝐿1 − 𝐿𝑗) ∈ Wt(𝑉 ), 𝑠 = 0, 1, … , 1
2(𝑏1 − 𝑏𝑗).

这意味着 𝑏1 − 𝑏𝑗 ≤ 2才能保证所有 𝜔𝑠均为顶点.
类似地, 取 𝜏𝑗 ∈ 𝒲 为满足 𝜏𝑗(𝐿1) = −𝐿𝑗 , 𝜏𝑗(𝐿𝑗) = −𝐿1 且 𝜏𝑗(𝐿𝑘) = 𝐿𝑘

(𝑘 ≠ 1, 𝑗)的Weyl群元素. 则 𝜏𝑗𝜔1 ∈ Wt(𝑉 )是权图的顶点. 由

𝜔1 − 𝜏𝑗𝜔1 = 1
2(𝑏1 + 𝑏𝑗)(𝐿1 + 𝐿𝑗),

以及 𝐿1 + 𝐿𝑗 ∈ Φ+,同理可得约束条件:

𝜔𝑠 ≔ 𝜏𝑗𝜔1 + 𝑠(𝐿1 + 𝐿𝑗) ∈ Wt(𝑉 ), 𝑠 = 0, 1, … , 1
2(𝑏1 + 𝑏𝑗).

这要求 𝑏1 + 𝑏𝑗 ≤ 2.
结合 𝑏𝑗 的奇性条件 (𝑏𝑗 ≠ 0),可得

1 ≤ |𝑏𝑗| ≤ 2 − 𝑏1 ≤ 1 ⇒ 𝑏1 = 1, |𝑏𝑗| = 1 (∀1 < 𝑗 ≤ 𝑛) ⇒ 𝑏𝑖 = 1 (𝑖 ≠ 𝑛), 𝑏𝑛 = ±1.
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因此 𝜔1 = 𝜔+或 𝜔−,对应半旋量表示 𝕊+或 𝕊−. 下面证明 𝑛 = 4,由表 4-3,可以计
算

𝒲𝜔+ =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1
2

𝑛

∑
𝑗=1

𝑎𝑗𝐿𝑗 ∶ |𝑎𝑗| = 1,
𝑛

∑
𝑗=1

𝑎𝑗 ≡ 𝑛 (mod 4), 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛
⎫⎪
⎬
⎪⎭

,

𝒲𝜔− =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1
2

𝑛

∑
𝑗=1

𝑎𝑗𝐿𝑗 ∶ |𝑎𝑗| = 1,
𝑛

∑
𝑗=1

𝑎𝑗 ≢ 𝑛 (mod 4), 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛
⎫⎪
⎬
⎪⎭

.

|𝒲𝜔−| = |𝒲𝜔+| = 2𝑛−1.

以上两种情况可以分别计算 , Cayley构型的轨道条件要求 |𝒪| = 2 dim 𝔥 = 2𝑛,从
而 𝑛 = 4.
另一方面当 𝑛 = 4时,计算 𝕊+, 𝕊−的权集为:

𝒲𝜔+ =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1
2

4

∑
𝑗=1

𝑎𝑗𝐿𝑗 ∶ |𝑎𝑗| = 1,
4

∑
𝑗=1

𝑎𝑗 ∈ {−4, 0, 4}, 1 ≤ 𝑗 ≤ 4
⎫⎪
⎬
⎪⎭

,

𝑊 𝜔− =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1
2

4

∑
𝑗=1

𝑎𝑗𝐿𝑗 ∶ |𝑎𝑗| = 1,
4

∑
𝑗=1

𝑎𝑗 ∈ {−3, −1, 1, 3}, 1 ≤ 𝑗 ≤ 4
⎫⎪
⎬
⎪⎭

.

可以直接验证其权图满足 Cayley构型.

综合引理 4.5.12和引理 4.5.13,立即得到如下推论.

引理 4.5.14. 对于𝐷𝑛, 𝑛 ≥ 4型单 Lie代数 𝔰𝔬2𝑛的不可约表示 𝜃 ∶ 𝔰𝔬2𝑛 → 𝔤𝔩(𝑉 ),如
果 𝜃的权图具备 Cayley构型,则必为下列两种情形之一.

(1) 𝑉 ≃ 𝑉std,即标准表示,
(2) 𝑉 ≃ 𝕊+或者 𝕊−,即半旋量表示,且 𝑛 = 4.

4.5.2 Cayley表示的分类

在 4.5.1小节中,我们对具有 Cayley构型的经典复单 Lie群的表示进行了分
类. 本小节将进一步分类经典复单 Lie群及其紧致实形式的 Cayley表示. 为此,我
们首先回顾低维复单 Lie代数间的同构关系.

注 4.5.4. 对于低维复单 Lie代数,存在以下同构关系:
(1) 𝔰𝔩2(ℂ) ≃ 𝔰𝔬3(ℂ) ≃ 𝔰𝔭2(ℂ).
(2) 𝔰𝔩4(ℂ) ≃ 𝔰𝔬6(ℂ).
(3) 𝔰𝔬5(ℂ) ≃ 𝔰𝔭4(ℂ).
此外, 𝔰𝔬2(ℂ) ≃ ℂ和 𝔰𝔬4(ℂ) ≃ 𝔰𝔩2(ℂ) × 𝔰𝔩2(ℂ)不是单代数.

定理 4.5.15 (分类 I). 设 𝐺为经典复单 Lie群, 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )为不可约表示, 𝔤为
其 Lie代数. 则下列命题等价:
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(1) 𝜌是具有 Cayley构型的表示.
(2) 𝜌是 Cayley表示.
(3) 以下列表 4-4中的情形之一.

表 4-4经典单 Lie代数具备 Cayley构型的表示列表

Lie代数 𝔤 表示 𝑉 注释

𝔰𝔩2(ℂ)
𝑉std 标准表示. 通过 𝔰𝔩2(ℂ) ≃ 𝔰𝔭2(ℂ), 𝑉 ≃ ℂ2标准表示.

𝔰𝔩2(ℂ) 伴随表示. 通过 𝔰𝔩2(ℂ) ≃ 𝔰𝔬3(ℂ), 𝑉 ≃ ℂ3标准表示.

𝔰𝔩4(ℂ) ⋀2 𝑉std 通过 𝔰𝔩4(ℂ) ≃ 𝔰𝔬6(ℂ), 𝑉 ≃ ℂ6标准表示.

𝔰𝔬2𝑛+1(ℂ) 𝑉std 𝑛 ≥ 2,标准表示.

𝔰𝔬5(ℂ) 𝕊 旋量表示. 通过 𝔰𝔬5(ℂ) ≃ 𝔰𝔭4(ℂ), 𝑉 ≃ ℂ4标准表示.

𝔰𝔭2𝑛(ℂ) 𝑉std 𝑛 ≥ 3,标准表示.

𝔰𝔬8(ℂ)
𝕊+ 两个半旋量表示,通过外自同构 Out (𝔤)作用,

𝕊− 平移到标准表示 𝑉std.

𝔰𝔬2𝑛(ℂ) 𝑉std 𝑛 ≥ 4,标准表示.

(4) 对任意 𝑥 ∈ 𝔤,当 1 − 𝑑𝜌(𝑥)可逆时,总有 𝐶(𝑑𝜌(𝑥)) ∈ im 𝜌.

证明. 条目 (1)与 (3)的等价性直接源于引理 4.5.5, 4.5.7, 4.5.10, 4.5.14及注记 4.5.4.
条目(2) ⟹ (1)的蕴含关系由定理 4.4.13可得.

反之,注意到除 𝔰𝔬8(ℂ)的半旋量表示 𝕊+, 𝕊−外, (3)中所有情形均对应二次矩
阵群的标准表示,因此均为 Cayley表示. 根据注记 4.3.15, 𝕊+, 𝕊−同样构成 Cayley
表示,从而完成(1) ⟹ (2)的证明.

最后, (4) ⟹ (1)由定义自然成立,而 (3) ⟹ (4)可直接通过计算验证.

注 4.5.5. 我们观察到 (4)是 (1)的全局强化版本. 然而定理 4.5.15表明,对经典复
单 Lie群这两个性质等价.

接下来我们分类紧致 Lie群的 Cayley表示.

定理 4.5.16 (分类 II). 设𝐺为紧致实 Lie群, 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )为其表示,设 𝑉 = ⊕𝑉𝑗
为不可约分解. 则 𝜌适用 Cayley变换当且仅当对每个 𝑗, (𝔤, 𝑉𝑗)属于以下列表:

证明. 此列表可通过命题 4.4.23,引理 4.5.5, 4.5.7, 4.5.10, 4.5.14,以及推论 4.3.15和
注 4.5.4直接获得.

由定理 4.5.15和定理 4.5.16可直接得到以下推论:
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表 4-5经典紧单 Lie代数具备 Cayley构型的表示列表

Lie代数 𝔤 表示 𝑉 注释

𝔰𝔲2(ℂ)
𝑉std 标准表示. 通过 𝔰𝔲2(ℂ) ≃ 𝔰𝔭2(ℂ), 𝑉 ≃ ℂ2标准表示.

𝔰𝔩2(ℂ) 伴随表示的复化. 通过 𝔰𝔩2(ℂ) ≃ 𝔰𝔬3(ℂ), 𝑉 ≃ ℂ3标准表示.

𝔰𝔲4(ℂ) ⋀2 𝑉std 通过 𝔰𝔲4(ℂ) ≃ 𝔰𝔬6(ℝ), 𝑉 ≃ ℂ6标准表示.

𝔰𝔬2𝑛+1(ℝ) 𝑉std 𝑛 ≥ 2,标准表示.

𝔰𝔬5(ℝ) 𝕊 旋量表示. 通过 𝔰𝔬5(ℝ) ≃ 𝔲2(ℍ), 𝑉 ≃ ℍ2标准表示.

𝔲𝑛(ℍ) 𝑉std 𝑛 ≥ 3, 𝑉 ≃ ℍ𝑛标准表示.

𝔰𝔬8(ℝ)
𝕊+ 两个半旋量表示,通过外自同构 Out (𝔤)作用,

𝕊− 平移到标准表示 𝑉std.

𝔰𝔬2𝑛(ℝ) 𝑉std 𝑛 ≥ 4,标准表示.

推论 4.5.17. 设 𝐺 为 𝔽 上的单 Lie 群, 满足 𝔤ℂ ≠ 𝔰𝔬8(ℂ) (𝔽 = ℝ) 或 𝔤 ≠ 𝔰𝔬8(ℂ)
(𝔽 = ℂ). 则 𝐺的具备 Cayley构型的表示在 Out(𝐺)作用下保持固定. 若 (𝔽 , 𝔤ℂ) =
(ℝ, 𝔰𝔬8(ℂ))或 (𝔽 , 𝔤) = (ℂ, 𝔰𝔬8(ℂ)),则 𝐺的 Cayley表示 ℂ8, 𝕊+, 𝕊− 将被 Out(𝐺) ≃
𝔖3置换作用.

4.6 𝑓 -型 Cayley表示

4.6.1 推广的 𝑓 -型 Cayley表示与 LPR问题

鉴于 Cayley定义的 Cayley变换在计算上如此方便,自然可以考虑如下问题.

问题 4.3. 可否利用其他 exp的有理逼近设计出类似的投影算子?

需要指出的是, 𝐺与其 Lie代数之间的等变双有理等价未必都具有经典 Cay-
ley变换 𝐶 (定义 4.1.1)的实用价值.

例 4.6.1 (幂零 Lie代数). 令 𝐺 = 𝑅𝑛 为 𝑛 × 𝑛上三角幂幺矩阵群,对应 Lie代数 𝔯𝑛
由上三角幂零矩阵组成,指数映射表达式在 𝔯𝑛上的限制是多项式映射:

exp|𝔯𝑛 ∶ 𝔯𝑛 → 𝑅𝑛

𝑢 ↦
𝑛−1

∑
𝑗=0

𝑢𝑗

𝑗! .
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对数逆映射为:

log|𝑅𝑛 ∶ 𝑅𝑛 → 𝔯𝑛

𝑋 ↦ −
𝑛−1

∑
𝑗=1

(𝐼𝑛 − 𝑋)𝑗

𝑗 .

exp, log 给出了代数簇的同构 𝑅𝑛 ≃ 𝔯𝑛. 显然, 计算 exp(𝑢) 的复杂度远高于求值
𝐶(𝑢).

在本章之前的几节中,我们考虑了 Cayley定义的映射(4.1.1)在表示论意义下
的推广. 例 4.6.1表明,不应该仅仅局限于考虑映射 𝐶 ,而应该更一般地考虑如下
问题.

问题 4.4 (表示论 LPR问题). 对怎样的 Lie群 𝐺及其表示 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )的二元
对 (𝐺, 𝜌),和怎样的有理映射 𝐹 ∶ 𝔤𝔩(𝑉 ) 99K GL(𝑉 ),可以定义类似于于(4.1.1)的经
典 Cayley变换 𝐶 的广义 Cayley变换 𝐹 ∘ 𝑑𝜌适用?

针对此问题,本章将深入讨论不同的有理映射带来的影响, 尤其是权图的几
何条件是否有变化,这些讨论最终表明 Cayley构型和经典 Cayley映射 𝐶 的中心
性.
在下文中用 𝔽 (𝑡)表示一个未定元 𝑡的有理分式域.

定义 4.6.1 (𝑓 -型 Cayley表示). 设 𝐺是 𝔽 上的 Lie群, 𝑓 ∈ 𝔽 (𝑡)为有理分式,满足
𝑓(0) = 1. 称表示 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )是𝑓 -型 Cayley表示如果存在 𝑈 是 𝐺的 Lie代
数 𝔤中 0的邻域,和 im 𝜌作为浸入子群单位元处的邻域 𝑈 ′ 使得 𝐹 (𝑑𝜌(𝑈)) ⊆ 𝑈 ′.
其中 𝐹 是由 𝑓 诱导的有理映射:

𝐹 ∶ 𝔤𝔩(𝑉 ) 99K GL(𝑉 )
𝑥 ↦ 𝑓(𝑥).

注 4.6.1. 取 𝑓 = 𝑐 = 1+𝑡
1−𝑡 ,就得到了经典的 Cayley表示. 允许 𝑓 变化即是考虑所有

由 exp的有理逼近构造的”Cayley变换”. 平凡逼近 𝑓 = 1 ∈ 𝔽 (𝑡)将导致平凡的结
论. 以下总假设 𝑓 ≠ 1.

命题 4.6.1 (等变性). 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )是 𝑓 -型 Cayley表示. 考虑 𝐺在其 Lie代数 𝔤

上的共轭作用 𝐺
Ad𝔤
↷ 𝔤和在 GL(𝑉 )上的作用 𝐺

Ad ∘𝜌
↷ GL(𝑉 ). 则 𝑓 ∘ 𝑑𝜌是 𝐺-等变

的,即 ∀𝑔 ∈ 𝐺,有交换图:

𝔤 GL(𝑉 )

𝔤 GL(𝑉 ).

𝐹 ∘𝑑𝜌

Ad𝔤(𝑔) AdGL(𝑉 )(𝜌(𝑔))

𝐹 ∘𝑑𝜌
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证明. ∀𝑔 ∈ 𝐺,考虑分成两块:

𝔤 im 𝑑𝜌 GL(𝑉 )

𝔤 im 𝑑𝜌 GL(𝑉 ).

𝑑𝜌

Ad𝔤(𝑔)

𝐹

Ad𝔤𝔩(𝑉 )(𝜌(𝑔)) AdGL(𝑉 )(𝑔)

𝑑𝜌 𝐹

(4-12)

考虑如下群表示的伴随作用,取微分,则有图 (4-12)左边的部分交换:

𝐺 im 𝜌

𝐺 im 𝜌

𝜌

Ad𝐺(𝑔) AdGL(𝑉 )(𝜌(𝑔))

𝜌

⟹
𝔤 im 𝑑𝜌

𝔤 im 𝑑𝜌.

𝑑𝜌

Ad𝔤(𝑔) Ad𝔤𝔩(𝑉 )(𝜌(𝑔))

𝑑𝜌

由 𝑓 的构造,按定义可直接计算图 (4-12)右边的部分交换:

im 𝑑𝜌 GL(𝑉 )

im 𝑑𝜌 GL(𝑉 ).

𝐹

Ad𝔤𝔩(𝑉 )(𝜌(𝑔)) AdGL(𝑉 )(𝜌(𝑔))

𝐹

从而全图 (4-12)交换.

𝐺 是 ℂ 上的代数群, Lie 代数为 𝔤, 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 ) 是 𝐺 的正则表示. 映射
𝐹 ∘ 𝑑𝜌的定义域为

Dom(𝐹 ∘ 𝑑𝜌) ≔ {𝑥 ∈ 𝔤 ∶ 𝐹 ∘ 𝑑𝜌在 𝑥处正则} ⊆ 𝔤.

Dom(𝐹 ∘ 𝑑𝜌)是 𝔤中的稠密的 Zariski开集.

引理 4.6.2 (代数群的 Cayley表示是整体的). 如果 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )是 ℂ上代数群
𝐺的正则 𝑓 -型 Cayley表示. 那么对于任意的 𝑥 ∈ Dom(𝐹 ∘𝑑𝜌),有 𝐹 ∘𝑑𝜌(𝑥) ∈ im 𝜌.
换言之有理映射的像 im(𝐹 ∘ 𝑑𝜌) ⊆ im 𝜌.

证明. 按照定义, 𝐹 ∘ 𝑑𝜌在 Dom上是正则映射. 又 𝜌是 𝑓 -型 Cayley表示,所以 ∃𝑈
是 0 ∈ 𝔤的欧式邻域,使得 𝐹 ∘ 𝑑𝜌(𝑈) ⊆ im 𝜌.

𝐹 ∘ 𝑑𝜌 (𝑈 𝑍 ∩ Dom) ⊆ 𝐹 ∘ 𝑑𝜌(𝑈)𝑍 ⊆ im 𝜌𝑍 .

其中𝑈 𝑍
表示𝑈 的 Zariski闭包. 由于𝑈 中包含有一个欧式开球,所以𝑈 𝑍 = 𝔤. 根

据引理 4.3.1, im 𝜌𝑍 = im 𝜌. 这导致 𝐹 ∘ 𝑑𝜌(Dom) ⊆ im 𝜌,即 im (𝐹 ∘ 𝑑𝜌) ⊆ im 𝜌.

注 4.6.2. 根据定理 4.3.2,对于复半单 Lie群的 𝑓 -型 Cayley表示,引理 4.6.2是适
用的.
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推论 4.6.3. 对于连通复代数群 𝐺, 𝑓 -型 Cayley 表示 𝜌 使得 𝑑𝜌 是忠实的. 如果
𝐹 |im 𝑑𝜌上是单射,那么 𝐹 ∘ 𝑑𝜌给出了 Lie 𝐺 99K im 𝜌的双有理等价.

证明. 𝑑𝜌的忠实性导致 dim Dom = dim 𝐺 = dim (im 𝜌),以及 Lie im 𝜌 ≃ Lie 𝐺. 考
虑正则映射

𝜑 ≔ (𝐹 ∘ 𝑑𝜌|Dom ∶ Dom → im (𝐹 ∘ 𝑑𝜌)𝑍
) .

假设 dim im 𝜑 < dim Dom. 由纤维维数定理,存在 𝑦 ∈ im 𝜑, dim 𝜑−1(𝑦) = dim Dom−
dim im 𝜑 > 0,这与 𝐹 ∘ 𝑑𝜌是单射矛盾. 从而

dim (im 𝜌) ≥ dim im 𝜑 = dim Dom = dim 𝐺 ≥ dim (im (𝐹 ∘ 𝑑𝜌)𝑍
) ≥ dim im 𝜑.

由不可约性, im 𝜑𝑍 = im (𝐹 ∘ 𝑑𝜌)𝑍 = im 𝜌. 所以 𝜑 是支配态射, 从而 im 𝜑 中
存在一个包含在 im 𝜌 中的 Zariski 稠密开集 𝑈 ′, 𝑈 ′ 光滑从而正规 (定理 2.2.4).
𝐹 ∘ 𝑑𝜌|𝜑−1(𝑈′) ∶ 𝜑−1 (𝑈 ′) → 𝑈 ′,给出了两个稠密开集间的双射,由定理 2.1.1,这
是同构,再由定理 2.1.5, 𝐹 ∘ 𝑑𝜌是双有理等价.

命题 4.6.4 (𝑓 -型 Cayley表示与 LPR问题). 复代数群 𝐺 的 𝑓 -型 Cayley表示 𝜌 ∶
𝐺 → GL(𝑉 ) 满足 𝑑𝜌 ∶ Lie 𝐺 → im 𝜌 是忠实表示, 如果 𝐹 |im 𝑑𝜌 上是单射, 则
𝐹 ∘ 𝑑𝜌 ∶ Lie(𝐺) 99K im 𝜌给出了 LPR问题的一个肯定性例子. 进一步,如果 𝜌是忠
实的,那么 im 𝜌 ≃ 𝐺,从而此时 Lie 𝐺与 𝐺双有理等价.

证明. 引理 4.6.1和推论 4.6.3表明 𝐹 ∘ 𝑑𝜌是等变的双有理等价.

注 4.6.3. 特别地,当 𝑓 = 𝑐 时, 𝐹 = 𝐶 总是单射,从而任意忠实 𝑐-型 Cayley表示都
给出了 LPR问题的肯定性例子. 由命题 4.6.19,一般的 𝑓 -型 Cayley表示可以通过
调整使得 𝜌是忠实表示.

例 4.6.2 (重访例 4.6.1). 如同例 4.6.1, 取 𝐺 = 𝑅𝑛, Lie 𝐺 = 𝔯𝑛. 考虑标准表示 𝜌 ∶
𝐺 ↪ GL𝑛(ℂ), 𝑓 = exp |𝔯𝑛 ,那么 𝑓 在 𝔯𝑛 上是单射 (逆映射是 log |𝑅𝑛). 𝐹 ∘ 𝑑𝜌(𝑥) =
∑𝑛−1

𝑗=0 𝑥𝑗 给出了 𝑅𝑛与 𝔯𝑛的双有理等价,事实上这是一个同构.

4.6.2 有理映射的影响

4.6.2.1 幂扩张性质

考虑到 𝑓(0) = 1, 从而 ∃𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡) ∈ 𝔽 [𝑡]. 使得 𝑓(𝑡) = 1+𝑡𝑝(𝑡)
1+𝑡𝑞(𝑡) , 且在 𝔽 [𝑡] 中

gcd(1 + 𝑡𝑝, 1 + 𝑡𝑞) = 1. 在形式幂级数环 𝔽 [[𝑡]]中计算 Taylor展开:

log(𝑓(𝑡)) = log(1 + 𝑡𝑝) − log(1 + 𝑡𝑞)

= ∑
𝑘≥1

1
𝑘 ((−𝑝)𝑘 − (−𝑞)𝑘) 𝑡𝑘 = ∑

𝑘≥1
𝑠𝑘𝑡𝑘, 𝑠𝑘 ∈ 𝔽 . (4-13)

定义 4.6.2 (支撑). 考察 log(𝑓(𝑡)) ∈ 𝔽 [[𝑡]]中的系数:
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(1) 称如下正整数的子集 𝑆(𝑓)为 𝑓 ∈ 𝔽 (𝑡)的支撑.

𝑆(𝑓) ≔ {𝑛 ∈ ℕ+ ∶在 Taylor展开 (4-13)中𝑠𝑛 ≠ 0} .

(2) 称 𝑓 支撑在正整数的子集 𝑆 上,如果 𝑆(𝑓) ⊆ 𝑆 ⊆ ℕ+.

定义 4.6.3 (支撑在正整数集子集上的幂扩张性质). 称线性 Lie 代数 𝔤 ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 )
支撑在 𝑆 ⊆ ℕ+ 上具备幂扩张性质如果 𝑥𝑠 ∈ 𝔤, ∀𝑥 ∈ 𝔤, ∀𝑠 ∈ 𝑆. 称线性 Lie
代数 𝔤 ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 ) 的线性子空间 𝔲 ⊆ 𝔤 支撑在 𝑆 ⊆ ℕ+ 上具备幂扩张性质如果
𝑥𝑠 ∈ 𝔲, ∀𝑥 ∈ 𝔲, ∀𝑠 ∈ 𝑆. 称 Lie代数的表示 𝜃 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 )在支撑 𝑆 上具备幂扩张
性质如果 im 𝜃 ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 )在支撑 𝑆 上具备幂扩张性质.

引理 4.6.5. 设 𝐺为 𝔽 上的 Lie群. 若表示 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )是 𝑓 -型 Cayley表示,则
im 𝑑𝜌 ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 )支撑在 𝑆(𝑓)上具有幂扩张性质.

证明. 由假设存在 0 ∈ 𝔤的邻域 𝑈 ,使得 𝐹 在 𝑑𝜌(𝑈)上有定义且 𝐹 (𝑑𝜌(𝑈)) ⊆ im 𝜌.
设 𝑧0 是 1 + 𝑧𝑞(𝑧) = 0在 ℂ上模长最小的根,则 𝑧0 ≠ 0.必要时缩小 𝑈 范围,可设
对任意 𝑥 ∈ 𝑈 有 ‖𝑑𝜌(𝑥)‖ < |

𝑧0
3 |. 对任意 𝑥 ∈ 𝔤,存在常数 𝑐 > 0使得 𝑐𝑥 ∈ 𝑈 . 注

意到 𝑑𝜌(𝑥)具有幂扩张性质当且仅当 𝑑𝜌(𝑐𝑥)具有该性质,故只需考虑 𝑥 ∈ 𝑈 的情
形.
令 𝑢 ≔ 𝑑𝜌(𝑥). 根据定义,对任意满足 |𝜇| ≤ 1的 𝜇 ∈ 𝔽 ,有 𝐹 (𝜇𝑢) ∈ im 𝜌. 由引

理 4.3.5可知当 |𝜇| ≤ 1时,可定义映射

𝜑 ∶ 𝐵0(1) → im 𝑑𝜌
𝜇 ↦ log (𝐹 (𝜇𝑢)) = ∑

𝑘∈𝑆(𝑓)
𝑠𝑘𝜇𝑘𝑢𝑘.

对其求导可得对任意整数 𝑘 ∈ 𝑆(𝑓)有

𝜑𝑘(0) = 𝑠𝑘𝑘!𝑢𝑘 ∈ im 𝑑𝜌.

引理 4.6.6. 对任意满足 ‖𝑢‖充分小,且 𝑢 ∈ 𝑑𝜌(𝔤)的 𝑢, 𝑓 -型 Cayley变换 𝐹 (𝑢)有定
义. 且 𝐹 (𝑢) ∈ im 𝜌当且仅当 log 𝐹 (𝑢) ∈ 𝑑𝜌(𝔤).

证明. 考虑指数映射 exp ∶ 𝔤𝔩(𝑉 ) → GL(𝑉 )在原点 0 ∈ 𝔤𝔩(𝑉 )的邻域 𝑈 与单位元
Id ∈ GL(𝑉 )的邻域 𝑈 ′ 之间建立的同胚关系. 对应的对数映射 log ∶ GL(𝑉 ) 99K
𝔤𝔩(𝑉 )在满足 ‖𝑎 − Id‖ < 1的 𝑎 ∈ GL(𝑉 )处有定义,且在定义域内为 exp的逆映
射. 此时可取

𝑈 ′ = {𝑎 ∈ GL(𝑉 ) ∶ ‖𝑎 − Id‖ < 1}, 𝑈 = log(𝑈 ′).

因 ‖𝑢‖ 充分小时 1 + 𝑢𝑞(𝑢) 可逆, 由定义知 𝐹 (𝑢) 有定义且落在 Id ∈ GL(𝑉 )
附近, ‖𝐹 (𝑢) − Id‖ < 1, 这表明 𝐹 (𝑢) ∈ 𝑈 ′ 且 log 在 𝐹 (𝑢) 处有定义. 由此可得
𝐹 (𝑢) ∈ im 𝜌的充要条件为

log(𝐹 (𝑢)) ∈ log(𝑈 ′ ∩ im 𝜌) = 𝑈 ∩ 𝑑𝜌(𝔤) ⊆ 𝑑𝜌(𝔤).

77



群作用与优化若干问题研究

推论 4.6.7. 设 𝑢 ∈ 𝑑𝜌(𝔤)且 ‖𝑢‖充分小. 若 im 𝑑𝜌 ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 )在支撑 𝑆(𝑓)上具有幂
扩张性质,则 𝐹 (𝑢) ∈ im 𝜌.

证明. 根据定义,对 𝑘 ∈ 𝑆(𝑓)存在 𝑠𝑘 ∈ 𝔽 ×使得

log 𝐹 (𝑢) =
∞

∑
𝑘=0

𝑠𝑘𝑢𝑘,

且该级数收敛. 由于 𝑢 ∈ 𝑑𝜌(𝔤)支撑在 𝑆(𝑓)上具有幂扩张性质,对每个 𝑘 ∈ 𝑆(𝑓)
有 𝑢𝑘 ∈ 𝑑𝜌(𝔤). 注意到 𝑑𝜌(𝔤)是有限维空间,因此 log 𝐹 (𝑢) ∈ 𝑑𝜌(𝔤),
由引理 4.6.6即得 𝐹 (𝑢) ∈ im 𝜌.

定理 4.6.8 (刻画 I’). 设 𝐺为 𝔽 上的 Lie群, 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )为 𝐺的表示,则下列
条件等价:

(1) 𝜌是 𝑓 -型 Cayley表示,
(2) 存在 0 ∈ 𝔤的邻域 𝑈 ,使得对任意 𝑥 ∈ 𝑈 有 log 𝐹 (𝑑𝜌(𝑥)) ∈ im 𝑑𝜌,
(3) 𝑑𝜌(𝔤) ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 )支撑在 𝑆(𝑓)上具有幂扩张性质.

证明. 条件 (1)与 (2)的等价性直接由引理 4.6.6可得.
由引理 4.6.5,蕴含关系 (1) ⟹ (3)成立. 反之若 (3)成立,则对满足 ‖𝑢‖的

充分小的 𝑢 ∈ 𝑑𝜌(𝔤),由引理 4.6.7可知 𝐹 (𝑢) ∈ im 𝜌,由此可推出 (1)成立.

例 4.6.3. 当 𝑓 = 𝑐 = 1+𝑡
1−𝑡 时,

𝑆(𝑐) =
{

𝑛 ∈ ℕ+ ∶ log(1 + 𝑡) − log(1 − 𝑡) = ∑
𝑘≥1

𝑠𝑘𝑡𝑘, 𝑠𝑛 ≠ 0
}

= {𝑛 ∈ ℕ+ ∶ 2 ∤ 𝑛} ≕ 𝕆+ .

可以看到定理 4.6.8的确是定理 4.3.9的推广.

注 4.6.4. 本小节展示的推广的引理 4.6.5,推论 4.6.7和定理 4.6.8的论证基本是引
理 4.3.8,推论 4.3.6和定理 4.3.9按照定义 4.6.1在相应情形下逐句的改写. 在之后
的证明中遇到此类情况我们强调推广情形不同的核心论证而省略平凡的细节.

命题 4.6.9 (Independence). 𝐺 是连通 Lie 群 𝜋 ∶ 𝐺0 → 𝐺 是 𝐺 的万有覆盖. 表示

𝐺
𝜌

↷ 𝑉 是 𝑓 -型 Cayley表示当且仅当𝐺0
𝜌∘𝜋
↷ 𝑉 是 𝑓 -型 Cayley表示. 如果进一步𝐺

是实 Lie群有复化 𝐺ℂ,且 𝜌是 𝑓 -型 Cayley表示,那么诱导表示 ℐ𝑛𝑑(𝜌)也是 𝑓 -型
Cayley表示.

证明. 利用定理 4.6.8的条件 (3)可直接验证,证明和命题 4.3.4完全类似.

推论 4.6.10 (有理映射的影响). 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝔽 (𝑡)满足 𝑓1(0) = 𝑓2(0) = 1(是 exp(𝑡)的至
少零阶有理逼近),以及 𝑆(𝑓1) = 𝑆(𝑓2). 那么对于表示 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 ),

𝜌是𝑓1-型 Cayley表示 ⟺ 𝜌是𝑓2-型 Cayley表示.
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证明. 由定理 4.6.8的条件 (3)立即可知.

注 4.6.5. 以上推论 4.6.10表明有理分式 𝑓(𝑡)的影响只体现在其支撑 𝑆(𝑓)上.

引理 4.6.11. 𝑆1, 𝑆2 ⊆ ℕ+ 是正整数的子集且 𝑆1 ⊆ 𝑆2,线性 Lie代数 𝔤 ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 )的
线性子空间 𝔲 ⊆ 𝔤支撑在 𝑆2 上具备幂扩张性质,则 𝔲 ⊆ 𝔤支撑在 𝑆1 上具备幂扩
张性质.

证明. 利用定义直接验证.

定义 4.6.4 (支撑的延拓). 𝑆1 ⊆ 𝑆2 ⊆ ℕ+,称 𝑆2 延拓 𝑆1 如果对于任意的线性 Lie
代数 𝔲 ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 ), 𝔲 ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 )支撑在 𝑆1 上具备幂扩张性质 ⟹ 𝔲 ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 )支撑在
𝑆2上具备幂扩张性质.

引理 4.6.12. (1) 𝕆+延拓 𝑆 = {3}.
(2) ℕ+延拓 𝑆 = {2}. 如果 𝔲 ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 )支撑在 𝑆 = {2}上具备幂扩张性质. 那么

𝔲在矩阵乘法下成为一个 𝔽 -代数.

证明. (1) 设 𝔲 ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 )支撑在 𝑆 = {3}上具备幂扩张性质. 任取 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔲. 考察
引理 4.3.7中定义的映射

𝜑 ∶ 𝔽 → 𝔲, 𝜇 ↦ (𝑎 + 𝜇𝑏)3,

同理可得 𝑎𝑏𝑎 ∈ 𝔲. 考虑取特殊的 𝑏 = 𝑎2𝑘+1, 𝑘 ∈ ℕ,利用归纳法可得 𝑏 ∈ 𝔲.
(2) 设 𝔲 ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 )支撑在 𝑆 = {2}上具备幂扩张性质. 任取 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔲,考察

𝜑 ∶ 𝔽 → 𝔲, 𝜇 ↦ (𝑎 + 𝜇𝑏)2,

取导数 𝜑′(0) = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑎 ∈ 𝔲 ⟹ 2𝑎𝑏 = 𝜑′(0) + [𝑎, 𝑏] ∈ 𝔲. 这表明 𝔲是一个
𝔽 -代数. 从而支撑在 ℕ+上具备幂扩张性质.

例 4.6.4 (重访例 4.6.1). 考虑例 4.6.1中的群 𝑅𝑛和 Lie代数 𝔯𝑛. 标准表示 𝜌 ∶ 𝑅𝑛 ↪
GL𝑛(𝔽 ) 是 𝑓(𝑡) ≔ ∑𝑛−1

𝑘=0 𝑡𝑘-型 Cayley 表示. 2 ∈ 𝑆(𝑓) = {1, … , 𝑛 − 1}, 从而 𝔯𝑛 ⊆
𝔤𝔩𝑛(𝔽 )在矩阵乘法下构成 𝔽 -代数. 事实上

𝔯𝑛 = {𝑥 ∈ 𝔤𝔩𝑛(𝔽 ) ∶ 𝑥𝑖𝑗 = 0若 𝑖 > 𝑗, 𝑥𝑖𝑖 = 0},

该 Lie代数对乘法封闭.

4.6.2.2 自同构群作用

推论 4.6.13 (稳定性 I’). 若 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )是 𝑓 -型 Cayley表示,则其在 𝑅(𝐺)中
Out 𝐺-轨道上的所有表示均为 𝑓 -型 Cayley表示. 相应地,若表示 𝜃 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 )
在支撑 𝑆(𝑓)上具备幂扩张性质,则其在 𝑅(𝔤)中 Out 𝔤-轨道上的所有表示均在支
撑 𝑆(𝑓)上具备幂扩张性质.

证明. 与推论 4.3.14的论证过程相同.
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4.6.2.3 交换 Lie代数

命题 4.6.14 (刻画 II’). 设 𝐺为 𝔽 上的交换 Lie群, 𝔤为其 Lie代数, 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )
为群表示,则下列条件等价:
(1) 𝜌是 𝑓 -型 Cayley表示,
(2) 𝑑𝜌 (𝒮𝑘(𝔤)) ⊆ im 𝑑𝜌, ∀𝑘 ∈ 𝑆(𝑓).

证明. 条件 (2) 蕴含 im 𝑑𝜌 ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 ) 支撑在 𝑆(𝑓) 上具备幂扩张性质, 从而由定
理 4.6.8推出 (1)成立.
假设 𝑑𝜌 (𝒮𝑘(𝔤)) ⊆ im 𝑑𝜌, ∀𝑘 ∈ 𝑆(𝑓). 注意到 𝒰 𝔤中的恒等式

𝑘

∏
𝑗=1

𝑥𝑗 ≡ 1
2𝑘𝑘! ∑

𝜖𝑗=±1
𝑗=1,…,𝑘

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘

∑
𝑗=1

𝜖𝑗𝑥𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠

𝑘

∈ im 𝑑𝜌, ∀𝑘 ∈ 𝑆(𝑓),

从而证明了条件 (1) ⟹ (2).

4.6.3 半单性理论

4.6.3.1 Cartan子代数判据

引理 4.6.15. 设 𝐺 为域 𝔽 上的半单 Lie群且满足 𝔤0 = 𝔥. 若 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )是
𝑓 -型 Cayley表示,则 𝑑𝜌 (𝒮𝑘𝔥) ⊆ 𝑑𝜌(𝔥), ∀𝑘 ∈ 𝑆(𝑓).

证明. 无妨假设 𝜌 是不可约表示. 由命题 4.6.14 和命题 4.6.9 可知 ∀𝑘 ∈ 𝑆(𝑓),
𝑑𝜌 (𝒮𝑘𝔥) ⊆ im 𝑑𝜌. 分两种情形讨论:
(1) 𝔽 = ℂ 的情形: 考虑 ker 𝑑𝜌 ⊆ 𝔤 是 𝔤 的理想. 由于 𝔤 半单, 所以有 𝔤 =

ker 𝑑𝜌 ⊕ 𝔤′,且 ker 𝑑𝜌, 𝔤′ 仍是复半单 Lie代数, 𝔥 = 𝔥ker 𝑑𝜌 ⊕ 𝔥𝔤′ . 考虑商表
示 𝜃 ∶ 𝔤′ → 𝔤𝔩(𝑉 ) 是忠实表示, 从而 𝑑𝜌(𝔥) = 𝜃 (𝔥𝔤′). 对于每个 𝑘 ∈ ℕ+,
𝑑𝜌 (𝒮𝑘(𝔥)) = ̃𝜃 (𝒮𝑘 (𝔥𝔤′)). 从而不失一般性,可以假设 𝑑𝜌是忠实的不可约
表示, 𝔤 = 𝔤′, 𝔥𝔤′ = 𝔥.
命题 4.6.14表明 ∀𝑘 ∈ 𝑆(𝑓), 𝑑𝜌 (𝒮𝑘) ⊆ im 𝑑𝜌 ≃ 𝔤. 设

𝜓 ∶ im 𝑑𝜌 ≃⟶ 𝔤

给出了 im 𝑑𝜌和 𝔤的同构,那么

𝜓 ∘ 𝑑𝜌 = Id𝔤 ⟹ �̃� ∘ 𝑑𝜌 = Id𝒰 (𝔤) .

∀𝑥 ∈ 𝑑𝜌 (𝒮𝑘𝔥) ⊆ im 𝑑𝜌, ∀𝑦 ∈ 𝔥计算

[𝜓(𝑥), 𝑦]𝔤 = 𝜓 ([𝑥, 𝑑𝜌(𝑦)]im 𝑑𝜌)

∈ �̃� ([𝑑𝜌 (𝒮𝑘(𝔥)) , 𝑑𝜌(𝔥)]𝒰 (im 𝑑𝜌))

= �̃� (𝑑𝜌 ([𝒮𝑘(𝔥), 𝔥]𝒰 𝔤)) = Id𝒰 𝔤 ([𝒮𝑘(𝔥), 𝔥]𝒰 𝔤)
= [𝒮𝑘(𝔥), 𝔥]𝒰 𝔤 = 0.
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由于 𝔥是由半单元素构成的极大的交换 Lie子代数,所以 𝜓(𝑥) ∈ 𝔥,这导致
𝑥 = 𝑑𝜌(𝜓(𝑥)) ∈ 𝑑𝜌(𝔥).

(2) 𝔽 = ℝ的情形: 对于每个 𝑘 ∈ 𝑆(𝑓),考虑复化以及 𝑑𝜌 (𝒮𝑘𝔥) ⊆ im 𝑑𝜌. 利用
引理 4.4.7,其余论证与引理 4.4.8的证明相同.

定理 4.6.16 (刻画 III’). 设 𝐺为域 𝔽 上的半单 Lie群,满足 𝔤0 = 𝔥且 𝔤 = Ad(𝐺)(𝔥),
其中 Ad ∶ 𝐺 → Aut 𝔤为𝐺的伴随表示. 设 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )为群表示,则 𝜌是 𝑓 -型
Cayley表示当且仅当 𝑑𝜌 (𝒮𝑘𝔥) ⊆ 𝑑𝜌(𝔥), ∀𝑘 ∈ 𝑆(𝑓).

证明. 由定理 4.6.8 和引理 4.6.15, 只需证明 𝑑𝜌 (𝒮𝑘𝔥) ⊆ 𝑑𝜌(𝔥) 能保证 im 𝑑𝜌 ⊆
𝔤𝔩(𝑉 )支撑在 𝑆(𝑓)上具备幂扩张性质. 与定理 4.4.9类似, ∀𝑥 ∈ 𝔤, ∃ℎ ∈ 𝔥, 𝑔 ∈ 𝐺
使得 𝑥 = Ad(𝑔)ℎ,∀𝑘 ∈ 𝑆(𝑓),计算:

𝑑𝜌(𝑥) = 𝑑𝜌(Ad(𝑔)ℎ) = 𝜌(𝑔)𝑑𝜌(ℎ)𝜌(𝑔)−1,

𝑑𝜌(𝑥)𝑘 = 𝜌(𝑔) (𝑑𝜌(ℎ))𝑘 𝜌(𝑔)−1 ∈ 𝜌(𝑔)𝑑𝜌(𝔥)𝜌(𝑔)−1 = 𝑑𝜌(Ad(𝑔)(𝔥)) ⊆ im 𝑑𝜌.

这表明 im 𝑑𝜌 ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 )支撑在 𝑆(𝑓)上具备幂扩张性质.

4.6.3.2 几何条件

引理 4.6.17. 𝜃 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑉 ) 是不可约表示, 满足 dim𝔽 (𝔥) = dim𝔽 (𝜃(𝔥)) ≕ 𝑛 且
∃𝑘 ∈ ℕ+, 𝑘 ≥ 2使得 ̃𝜃 (𝒮𝑘𝔥) ⊆ 𝜃(𝔥).
(a) 如果 𝑘 ∈ 𝕆,则存在线性无关的权 𝜔1, … , 𝜔𝑛 ∈ Λ使得

{𝜔1, … , 𝜔𝑛} ⊆ Wt 𝑉 ⧵ {0} ⊆ {±𝜔1, … , ±𝜔𝑛}.

(b) 如果 𝑘 ∉ 𝕆,则存在线性无关的权 𝜔1, … , 𝜔𝑛 ∈ Λ使得

Wt 𝑉 ⧵ {0} = {𝜔1, … , 𝜔𝑛}.

证明. 设Δ+ = {𝛼1, … , 𝛼𝑛}. 对每个 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛,取 𝛼𝑗 ∈ Δ+的余根ℎ𝑗 . 由 {ℎ1, … , ℎ𝑛}
构成 𝔥的基,其对偶基记为 {𝜔′

1, … , 𝜔′
𝑛}. 设非零权集 Wt 𝑉 ⧵ {0} = {𝜆1, … , 𝜆𝑚}.

根据定义存在整系数列向量 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ ℤ𝑛使得

𝐴 = 𝜔′𝐴′, 𝜔′ ≔ [𝜔′
1 ⋯ 𝜔′

𝑛]
𝐴′ ≔ [𝑎1, ⋯ , 𝑎1⏟⏟⏟⏟⏟

dim(𝑉1)份

, ⋯ , 𝑎𝑚, ⋯ , 𝑎𝑚⏟⏟⏟⏟⏟
dim(𝑉𝑚)份

]. (4-14)

其中 𝐴如式 (4-6)定义. 易见 𝜔′(𝔥) ⊆ ℂ𝑛 由向量 𝜔′(ℎ) ≔ [𝜔′
1(ℎ), ⋯ , 𝜔′

𝑛(ℎ)]构成.
由于 rank(𝜔′) = 𝑛,故 𝜔′(𝔥) = ℂ𝑛. 令 𝐴0 ≔ [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑚] ∈ ℤ𝑛×𝑚.
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(1) 𝔽 = ℂ情形: 由引理 4.4.11证明知 rank(𝐴0) = 𝑛. 重排 𝜆𝑗 使得 𝐴0 的前 𝑛 × 𝑛
子矩阵满秩. 通过高斯消元法得分解 𝐴0 = 𝐺𝐵,其中 𝐺 ∈ ℤ𝑛×𝑛且

𝐵 = [𝐼𝑛 𝐶] =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 ⋯ 0 𝑐1,1 ⋯ 𝑐1,𝑚−𝑛
0 1 ⋯ 0 𝑐2,1 ⋯ 𝑐2,𝑚−𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 1 𝑐𝑛,1 ⋯ 𝑐𝑛,𝑚−𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

∈ ℚ𝑛×𝑚.

构造 𝐵′ ∈ ℚ𝑛×dim(𝑉 )使得 𝐴′ = 𝐺𝐵′. 取 𝜔 ≔ 𝜔′𝐺 ∈ Λ𝑛,由(4-8)知

𝐴(ℎ) = diag(𝜔′(ℎ)𝐴′) = diag(𝜔(ℎ)𝐵′), ∀𝐻 ∈ 𝔥.

结合条件 ̃𝜃(𝒮𝑘𝔥) ⊆ 𝜃(𝔥)及(4-7),对任意 ℎ, ℎ′ ∈ 𝔥有

𝐴(ℎ)𝑘−1𝐴(ℎ′) ∈ 𝜃(𝔥).

取 𝜔1, … , 𝜔𝑛的对偶基 𝑥1, … , 𝑥𝑛,通过计算 𝐴(𝑥𝑗)𝑘−1𝐴(𝑥𝑙), 𝑗 ≠ 𝑙得约束条件

𝑐𝑘−1
𝑗𝑠 𝑐𝑙𝑠 = 0, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑚 − 𝑛, 1 ≤ 𝑗 < 𝑘 ≤ 𝑛.

从而每列 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑚 − 𝑛至多含一个非零元.
通过计算 𝐴(𝑥𝑗)𝑘−1𝐴(𝑥𝑗)得约束条件

𝑐𝑘
𝑗𝑠 = 𝑐𝑗𝑠, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘.

(a) 如果 𝑘 ∈ 𝕆, 则由此推得 𝑐𝑗𝑠 ∈ {0, ±1}. 由引理 4.6.17 中式 (4-14) 知
𝐴 = 𝜔𝐵′其中 𝐵′ ∈ {0, ±1}𝑛×dim(𝑉 ). 故可取 𝜔 = 𝜔′𝐺满足要求.

(b) 如果 𝑘 ∉ 𝕆, 则由此推得 𝑐𝑗𝑠 ∈ {0, 1}. 由引理 4.6.17 中式 (4-14) 知
𝐴 = 𝜔𝐵′其中 𝐵′ ∈ {0, 1}𝑛×dim(𝑉 ). 故可取 𝜔 = 𝜔′𝐺满足要求.

(2) 𝔽 = ℝ情形: 条件 ̃𝜃(𝒮𝑘𝔥) ⊆ 𝜃 (𝔥)蕴涵

ℐ̃𝑛𝑑(𝜃) (𝒮𝑘𝔥ℂ) = ̃𝜃 (𝒮𝑘𝔥) ⊗ ℂ ⊆ 𝜃(𝔥) ⊗ ℂ = ℐ𝑛𝑑(𝜃) (𝔥ℂ) .

由于 𝜃与 ℐ𝑛𝑑(𝜃)权系相同,由复情形结论即得所需包含关系.

定理 4.6.18 (几何条件). 𝔤 是半单 Lie 代数, 满足 𝔤0 = 𝔥. 𝔤
𝜃

↷ 𝑉 是最高权为 𝜔1
的不可约表示, 满足 𝑛 = dim𝔽 (𝔥) = dim𝔽 (𝜃(𝔥)). 𝑆 ⊆ ℕ+ 是正整数的子集, 且
im 𝜃 ⊆ 𝔤𝔩(𝑉 )在非平凡的支撑 𝑆(即 𝑆 ≠ {1})上具备幂扩张性质,那么

(1) 𝑆 ⊆ 𝕆+,
(2) 𝑉 的权图 (Wt 𝑉 , 𝑚)具备 Cayley构型.

证明. (1) 使用反证法. 假设 ∃𝑘 ∈ 𝑆, 𝑘 ∉ 𝕆. 引理 4.6.17表明 ∃𝜔′
1, … , 𝜔𝑛 ∈ Λ使

得Wt 𝑉 ⧵ {0} = {𝜔′
1, … , 𝜔𝑛}. 不失一般性,假设 𝜔′

1 = 𝜔1. 为简便计,使用如
下简写符号

𝒪 ≔ 𝒪𝜔1 , 𝑇 = Wt 𝑉 ⧵ {0}.
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定理 4.2.7表明 𝒪 ⊆ 𝑇 . 由引理 4.4.11,

rank 𝒪 = 𝑛 = rank 𝑇 ⟹ 𝑛 ≤ |𝒪| ≤ |𝑇 | = 𝑛 ⟹ 𝒪 = 𝑇 .

从而 𝑇 中的权恰为所有的极权,所以具有重数 1,即 𝑚(𝜔𝑗) = 1, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛. 根
据引理 4.4.10,

∑
𝜆∈Wt 𝑉

𝑚(𝜆)𝜆 =
𝑛

∑
𝑗=1

𝜔𝑗 = 0 ⟹ rank 𝑇 < 𝑛.

这与 rank 𝑇 = 𝑛矛盾.
(2) 根据条目 (1), 𝑆 ⊆ 𝕆+. 利用引理 4.6.17,则存在线性无关的权𝜔1, … , 𝜔𝑛 ∈ Λ
使得

{𝜔1, … , 𝜔𝑛} ⊆ 𝑇 ⊆ {±𝜔1, … , ±𝜔𝑛}.

其余论证与定理 4.4.13相同.

4.6.3.3 一般的 𝑓 -型 Cayley表示

之前两节讨论了不可约忠实表示成为 𝑓 -型 Cayley表示的刻画条件. 这些限
制都不是本质的,如同第 4.4.4节的讨论,一般的 𝑓 -型 Cayley表示的刻画可以完
全类似地由不可约忠实情形构建出来.

命题 4.6.19 (刻画 V’). 有限维表示 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )有不可约分解

𝜌 =
𝑚

∏
𝑗=1

𝜌𝑗 ∶ 𝐺 →
𝑚

∏
𝑗=1

GL(𝑉𝑗),

其中 𝑉 = ⨁𝑚
𝑗=1 𝑉𝑗 ,且对每个 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, 𝜌𝑗 ∶ 𝐺 → GL(𝑉𝑗)是不可约表示. 下列陈

述等价:

(1) 𝜌是 𝑓 -型 Cayley表示.
(2) 对每个 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, 𝜌𝑗 是 𝑓 -型 Cayley表示.
(3) 存在半单 Lie群𝐺′和表示 𝜌′ ∶ 𝐺′ → GL(𝑉 ),使得 𝑑𝜌′忠实, 𝑑𝜌′(𝔤′) = 𝑑𝜌(𝔤),
且 𝜌′是 Cayley表示.

(4) 存在半单 Lie群 𝐺′ 和忠实表示 𝜌′ ∶ 𝐺′ → GL(𝑉 ),使得 𝑑𝜌′(𝔤′) = 𝑑𝜌(𝔤)且
𝜌′是 Cayley表示.

证明. 论证与命题 4.4.22的证明完全类似.

4.6.4 Cayley构型的唯一性

本节讨论 Cayley构型的唯一性以及其影响.
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推论 4.6.20. 设 𝐺 为 𝔽 上半单 Lie群, 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )是不可约表示. 如果 𝜌是
𝑓 -型 Cayley表示,则 𝑆(𝑓) ⊆ 𝕆+,且表示的权图 (Wt 𝑉 , 𝑚)具备如同定义 4.4.1要
求的 Cayley构型. 特别的,如果 𝑆(𝑓)中包含偶数,那么不存在 𝑓 -型 Cayley表示.

证明. 定理 4.6.18的直接推论, 𝑓 -型 Cayley表示的半单性理论禁止 𝑆(𝑓)中包含
偶数.

命题 4.6.21 (刻画 IV’). 𝐺是紧半单 Lie群, 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )是不可约表示满足 𝑑𝜌
是忠实的,那么以下条件等价:

(1) 𝜌是 𝑓 -型 Cayley表示,且 𝑆(𝑓) ⊆ 𝕆+.
(2) 𝜌是 𝑐-型 Cayley表示. 其中 𝑐(𝑡) ≔ 1+𝑡

1−𝑡 .
(3) 表示 𝜌的权图 (Wt 𝑉 , 𝑚)具备 Cayley构型.
(4) 𝑑𝜌 (𝒮3(𝔥)) ⊆ 𝑑𝜌(𝔥).
(5) 且 𝑑𝜌 (𝒮𝑘(𝔥)) ⊆ 𝑑𝜌(𝔥), ∀𝑘 ∈ 𝑆(𝑓).
特别地,如果 𝐺是紧单 Lie群,以上条件 (1)-(5)对于任意的不可约表示等价.

证明. 由于 𝐺紧,故其 Lie代数 𝔤是紧形式,满足 𝔤0 = 𝔥.当 𝐺是单 Lie群时, 𝑑𝜌
是单 Lie代数的非平凡表示,从而是忠实的. 以下考虑 𝐺是半单 Lie群的情形.
条件 (2)-(4)的等价性已经在命题 4.4.23中建立. 引理 4.6.15给出了条件 (1) ⟹

(5). 命题 4.4.6和定理 4.6.16给出了条件 (5) ⟹ (1). 引理 4.6.15和定理 4.6.18给
出了条件 (1) ⟹ (3).引理 4.6.12指出条件 (4)中的支撑 {3}可以延拓到 𝕆+上:

𝑑𝜌 (𝒮𝑘𝔥) ⊆ 𝑑𝜌(𝔥), ∀𝑘 ∈ 𝕆+ . (4-15)

定理 4.6.16给出式 (4-15) ⟹ (1).

以上刻画 4.6.21使得第 4.5.2小节中对紧单 Lie代数具备 Cayley构型的表示
的分类定理可以直接推广到 𝑓 -型 Cayley表示上,故略去平凡的证明细节.

定理 4.6.22 (分类 II’). 设𝐺为紧致单 Lie群, 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )为其表示,设𝑉 = ⊕𝑉𝑗
为不可约分解. 则 𝜌是 𝑓 -型 Cayley表示当且仅当 𝑆(𝑓) ⊆ 𝕆+ 对每个 𝑗, (𝔤, 𝑉𝑗)属
于列表 4-5中的一种情况.

定理 4.6.23 (𝑓 的结构定理). 假设 𝑓 ∈ 𝔽 (𝑡)是 exp的有理逼近 𝑓(0) = 1, 𝑓 ≠ 1. 那
么以下条件等价:

(1) 𝑆(𝑓) ⊆ 𝕆+.
(2) 𝑓 是由若干标准 Cayley 逼近伸缩, 复合而成. 即 ∃𝑠 ∈ ℕ+, 𝑛𝑗 ∈ ℕ+, 𝛾𝑗 ∈

ℂ×, 𝑗 = 1, … , 𝑠,满足 𝛾𝑗1 ≠ 𝛾𝑗2 , ∀𝑗1 ≠ 𝑗2, 𝛾𝑗1 + 𝛾𝑗2 ≠ 0, ∀𝑗1, 𝑗2 = 1, … , 𝑠,使得

𝑓 =
𝑠

∏
𝑗=1

(𝐶 (𝛾𝑗𝑡))
𝑛𝑗 .
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证明. 假设条件(2)成立. log(𝑓(𝑡)) = ∑𝑠
𝑗=1 log(𝐶(𝛾𝑗𝑡)) ⟹ 𝑆(𝑓) ⊆ ∪𝑛

𝑗=1𝑆(𝑐) =
𝕆+ ⟹ (1).
现设条件(1)成立, 𝑆(𝑓) ⊆ 𝕆+. 𝑓 ∈ 𝔽 (𝑡) 且 𝑓 ≠ 1 ⟹ log 𝑓 ∉ 𝔽 . 由定

义 4.6.2, log 𝑓 = ∑𝑘∈𝑆(𝑓) 𝑠𝑘𝑡𝑘. 定义

𝑔 = 𝑑 log 𝑓
𝑑𝑡 =

𝑑𝑓
𝑑𝑡

𝑓(𝑡) ∈ 𝔽 (𝑡).

根据假设 2 ∤ 𝑘, ∀𝑘 ∈ 𝑆(𝑓),所以

𝑔 = ∑
𝑘∈𝑆(𝑓)

𝑘𝑠𝑘𝑡𝑘−1 ≕ ℎ (𝑡2) ∈ 𝔽 [[𝑡2]] ,

其中 ℎ = ∑𝑘∈𝑆(𝑓) 𝑘𝑠𝑘𝑡
𝑘−1

2 ∈ 𝔽 [[𝑡]]. 注意到

ℎ (𝑡2) = 𝑔 ∈ 𝔽 (𝑡) ∩ 𝔽 [[𝑡2]] = 𝔽 (𝑡2) ⟹ ℎ ∈ 𝔽 [𝑡](0).

在 ℂ上可以将 𝑓 和 𝑑𝑔
𝑑𝑡 分解:

𝑓 = 𝜇𝑓
∏𝑖 (𝑡 − 𝛼𝑖)

𝑎𝑖

∏𝑗 (𝑡 − 𝛽𝑗)
𝑏𝑗

,

𝑔 = ∑
𝑖

𝑎𝑖
1

𝑡 − 𝛼1
− ∑

𝑗
𝑏𝑗

1
𝑡 − 𝛽𝑗

.

其中 𝜇𝑓 ∈ ℂ×; 𝑎𝑖, 𝑏𝑗 ∈ ℕ+; 𝛼𝑖, 𝛽𝑗 ∈ ℂ×, 满足 𝛼𝑖 ≠ 𝛽𝑗∀𝑖, 𝑗; 𝛼𝑖1 ≠ 𝛼𝑖2∀𝑖1 ≠ 𝑖2; 𝛽𝑗1 ≠
𝛽𝑗2∀𝑗1 ≠ 𝑗2. 𝑔 的极点为 𝛼𝑖, 𝛽𝑗 , 带有留数 res (𝑔, 𝛼𝑖) = 𝑎𝑖, res (𝑔, 𝛽𝑗) = −𝑏𝑗 . 由于
𝑔 = ℎ (𝑡2) ∈ 𝔽 [𝑡2](0), 𝑔的极点必定正负成对出现且留数相反.

𝑑𝑔
𝑑𝑡 = 2𝑡𝑑ℎ

𝑑𝑡 (𝑡2) ⟹ 𝑤 ≔ 𝑑𝑔
𝑑𝑡 (−𝑡) + 𝑑𝑔

𝑑𝑡 (𝑡) = 0

⟹ 𝑤 = ∑
𝑗

𝑏𝑗
⎛
⎜
⎜
⎝

1
(𝑡 + 𝛽𝑗)

2 + 1
(𝑡 − 𝛽𝑗)

2

⎞
⎟
⎟
⎠

− ∑
𝑖

𝑎𝑖 (
1

(𝑡 + 𝛼𝑖)
2 + 1

(𝑡 − 𝛼𝑖)
2 )

= 0.

假设 ∃𝑖1 ≠ 𝑖2, 𝛼𝑖1 + 𝛼𝑖2 = 0. ∀𝑗, 𝛽𝑗 ≠ 𝛼𝑖1 , 𝛼𝑖2 ,那么

0 = res (0, 𝛼𝑖1) = res ((𝑡 − 𝛼𝑖1) 𝑤, 𝛼𝑖1) = − (𝑎𝑖1 + 𝑎𝑖2) < 0,

矛盾. 所以假设 𝛼𝑖1 + 𝛼𝑖2 = 0不成立,同理 𝛽𝑗1 + 𝛽𝑗2 = 0不成立. 从而

𝛼𝑖1 ≠ ±𝛼𝑖2 , ∀𝑖1 ≠ 𝑖2; 𝛽𝑗1 ≠ ±𝛽𝑗2 , ∀𝑗1 ≠ 𝑗2.

所以 ∀𝑖,考察 res ((𝑡 − 𝛼𝑖) 𝑤, 𝛼𝑖) = 0,这导致必定 ∃!𝑗,使得 𝛼𝑖 + 𝛽𝑗 = 0,进而

0 = res ((𝑡 − 𝛼𝑖) 𝑤, 𝛼𝑖) = 𝑏𝑗 − 𝑎𝑖 ⟹ 𝑎𝑖 = 𝑏𝑗

⟹ 𝑓 = 𝜇𝑓 ∏
𝑗 (

𝑡 + 𝛽𝑗
𝑡 − 𝛽𝑗 )

𝑏𝑗
= ∏

𝑗 (𝐶 (
1
𝛽𝑗

𝑡))
𝑏𝑗

.

取 𝛾𝑗 = 1
𝛽𝑗

∈ ℂ×, 𝑛𝑗 = 𝑏𝑗 ∈ ℕ+即为所求.

85



群作用与优化若干问题研究

定理 4.6.24 (分类 I’). 设 𝐺为经典复单 Lie群, 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑉 )为不可约表示, 𝔤为
其 Lie代数. 则下列命题等价:

(1) 𝜌是具有 Cayley构型的表示.
(2) 𝜌是 𝑓 -型 Cayley表示, 𝑆(𝑓) ⊆ 𝕆+.
(3) 𝜌是 𝑐-型 Cayley表示, 𝑐 = 1+𝑡

1−𝑡 .
(4) 𝑑𝜌对应列表 4-4中的情形之一.
(5) 对任意 𝑥 ∈ 𝔤,当 1 − 𝑑𝜌(𝑥)可逆时,总有 𝐶(𝑑𝜌(𝑥)) ∈ im 𝜌.
(6) 设 𝑓 = 1+𝑡𝑝

1+𝑡𝑞 , 𝑆(𝑓) ⊆ 𝕆+,𝑥 ∈ 𝔤,当 1 + 𝑑𝜌(𝑥)𝑞(𝑑𝜌(𝑥))可逆时,总有 𝐹 (𝑑𝜌(𝑥)) ∈
im 𝜌.

证明. 条件 (1) ⟺ (3) ⟺ (4) ⟺ (5)在定理 4.5.15中已经建立.
定理 4.6.18给出了条件 (2) ⟹ (1). 设 𝜌是 𝑐-型 Cayley表示,定理 4.6.23蕴

含条件 (3) ⟹ (2). 根据定义,有条件 (6) ⟹ (2). 对于列表 4-4中的表示以及定
理 4.6.23,直接验证计算可知条件 (4) ⟹ (6).

注 4.6.6. 定理 4.6.23-4.6.24和推论 4.6.20完整刻画了 𝑓 -型 Cayley表示的半单性
理论. 从中可以看到半单性条件直接限制了可能的 𝑓 映射. 从这个角度讲, Cayley
最初发现的映射是最简单,最本质的变换.
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第 5章 总结与展望

5.1 本文总结

优化计算是应用数学中的核心问题之一. 根据目标函数以及约束条件,针对
特殊问题设计出高效的优化计算方案. 群作用是分析和利用对称性的基本工具.
对于 Lie群上的计算问题, Lie群高度对称的代数和几何结构为设计计算高效的
数值计算方法提供了潜在的空间.
本文考察了群作用和优化计算中的两个具体例子: 无标记传感问题和 Cayley

变换的表示理论. 在这两个例子的研究中群作用发挥了重要的作用.
第 3章从理论研究解的性质和算法求解两方面研究了在信号处理中广泛出

现的无标记传感问题. 我们通过定理 3.3.1对文献 [48] 的公开问题 3.1给出了肯定
回答: 证明由 𝑛 + 1个等幂和构成的多项式系统𝑄𝑛+1具有唯一解. 主要定理 3.3.1
的证明通过分析代数簇间态射的双有理性质完成. 以上理论分析引导我们将无标
记感知问题转化为考虑秩 1矩阵补全问题,并进一步松弛为半定规划问题. 我们
开发了符号算法 3.1, 3.2和数值算法 3.3. 算法 3.1与 3.2基于 Gröbner基计算,而
算法 3.3基于半定规划.
我们测试并比较了这些算法在不同参数 𝑛, 𝑚和信噪比下的性能. 实验表明:

对于无噪声输入,求解超定系统𝑄𝑛+1的算法 3.2比算法 3.1, 3.3及现有算法AIEM
更快, 这源于字典序单项式排序下由 𝑄𝑛+1 生成的理想的 Gröbner基具有简单线
性形式. 算法 3具备一定的数值稳健性: 对于含噪声输入,算法 3.3可在数分钟内
返回近似解. 对于较小的 𝑛,唯一解可在最低松弛阶 ⌈𝑛+1

2 ⌉时被恢复.
第 4章讨论 Cayley变换的适用性问题. Cayley变换常被用作 Lie群上优化的

收缩算子,我们推广了经典 Cayley变换的表示论框架. 从一般 Lie群的 Cayley表
示出发, 我们首先寻找刻画 Cayley变换适用性的一般性条件. 然后引入半单 Lie
代数的表示理论,利用半单 Lie代数的锐利性质提出 Cartan子代数判据以及权图
构型的几何条件,并以此实现了经典单 Lie代数及其紧致实形式 Cayley表示的分
类. 在第 4.6节,我们进一步考察所有 exp的有理逼近 𝑓 诱导的 Cayley表示,并比
较了推广的 𝑓 -型 Cayley表示与标准的 Cayley表示的关系.

5.2 未来工作展望

在第 3章引入的算法 3.3中,当使用无噪声输入时,矩量矩阵的秩序列在数值
容差范围内稳定于 1,这表明算法返回的解必定是 USP唯一的解. 由于𝑄𝑛+1的多
项式次数对矩量松弛方法而言较高,算法 3.3可能无法在合理的时间内计算出矩
量矩阵,这需要在未来改进. 另外多项式优化理论中的一个核心困难是对松弛阶
的控制. 尽管实验表明对于较小的 𝑛唯一解可在最低松弛阶被恢复,相关的复杂
度分析也以此作为基础,然而一般地并不清楚对于这样的多项式系统的松弛阶是
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否有良好的估计. 未来进一步工作应考虑这类由对称多项式生成的零维系统的特
殊结构是否能够在理论上给出对于优化算法松弛阶数更优的估计.
第 4 章中完整地建立了复数域上 Cayley 表示的半单性理论, 并以此给出了

Cayley表示的分类. 半单理论的一个直接推广是代数群的线性约化理论. 对于二
次矩阵群𝐺, Cayley变换的适用性是可以被直接验证的,比如𝐺 = 𝑈𝑛(ℂ),然而 Lie
代数 Lie 𝐺 = 𝔲𝑛(ℂ)并不是半单的 Lie代数. 与 𝔲𝑛(ℂ)关系紧密的半单 Lie代数
是 𝔰𝔲𝑛(ℂ). 第 4.4节中分类了 𝔰𝔲𝑛(ℂ)的 Cayley表示,只在 𝑛 = 2, 4时存在非平凡
的 Cayley表示,根据二次矩阵群的讨论, 𝐶 ∘ 𝑑𝜌把 𝔰𝔲𝑛(ℂ)的元素映射到 𝔲𝑛(ℂ)中.
可见在某些场合允许考虑线性约化的 Lie代数可能是更加自然的. 对复数域 ℂ而
言, 线性约化代数群上的的表示理论和半单 Lie 群的表示理论有许多相似之处.
而引理 4.3.1暗示考虑群的代数几何性质可能导致比一般光滑表示更为优越的性
质. 未来进一步的工作应考虑把 Cayley表示的半单性理论推广到线性约化群上.
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致 谢

致 谢

在学生时代我有许多困惑，一部分是与学习研究有关，当然还有许多是不止
局限于业务范围内的个人的问题。这些困惑萦绕在我的脑海，很难具体统计我为
此付出了多少心力。这些困惑中的大部分，时至今日对于行走在硕士边沿上的我
来说仍然没有结果，然而或许这也并不完全是一件糟糕的事情。哥德尔定理告诫
人们: 完备性和一致性不可兼得1。并非所有数学命题都有明证，即使这些数学
问题是良好定义的，更何况人生的难题呢? 从另一个角度讲，大概正是这些困惑
的存在和对于这些困惑的探索从根本的角度不断塑造着我，它们构成了我在思
考问题时精神世界的舞台与背景。这般背景和舞台必然存在诸多缺陷。而这份毕
业论文，其明白展现出来的论证脱胎于这样的背景中，自然包含许多仍需打磨的
不完满，这是我个人的责任。

除了我个人的思考和实践外，使这份毕业设计能够完成的同等重要的因素，
是我获得了外部的支援。这些外部的帮助源源不断地给予我新的思路和动力，伴
随我在困惑中穿行，成为滋养我继续行动的新鲜养料。正如相对论的著名观点:
时空不仅是为物质的存在和运动提供场所，时空本身也成为了故事中的主角2。
这些外部支持就是或暗藏深处或直接显露于文章中的“幕后的主角”。数院时光
如白驹过隙，当毕业的终幕缓缓降下，请允许我在此谢幕，感谢这些支持我唱完
这出戏的“幕后主角”们。

首先是我的导师数学机械化实验室的支丽红研究员。支老师在学业和生活
上给予我许多关怀。进入数学院初期，支老师向我介绍了许多应用数学领域优
化和计算方向的前沿问题。当时我对于数学研究的工作范式一无所知，面对这
些前沿问题，我常常怀疑自己的理解力和创新性是否足以支撑我上手研究。支
老师与我谈话后察觉到我逡巡而不敢进，鼓励我安下心来阅读文献。在无标记
传感的研究中，由于我的实验能力十分不成熟，实验结果不太理想，支老师带着
我观察实验数据，分析数据中的问题。实验过程中我倍感焦虑，支老师多次与我
谈话，鼓励我不要放弃，最终完成了这项工作。本文涉及的另一项工作涉及许多
Lie理论和表示论的内容，我对这些内容的学习可以追溯到本科毕业设计时参加
支老师在数学院开办的几何不变量研讨班。几何不变量理论在优化和计算中有
一系列新奇应用，由于当时我对于学习这一理论没有把握，我中途放弃了深入这
一领域做研究。尽管如此，当时讨论班上学习的内容以另一种形式应用在了我硕
士阶段对 Cayley表示的研究中，对称线性代数群的理论是这一研究中证明紧生
成性质的关键一环。没有当时讨论班的积累，我是难以完成这一工作的。参加支

1哥德尔定理的数学表述是：任何自洽的（即满足一致性的）形式系统，只要蕴涵皮亚诺算术公理，就
可以在其中构造在体系中不能被证明的真命题，因此通过推理演绎不能得到所有真命题（即体系是不完备
的）。[120]

2原文是物理学家 John Archibald Wheeler说的：“Spacetime tells matter how to move; matter tells spacetime
how to curve.”[121]
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老师主办的讨论班对我的综合能力有很强的锻炼，在这种锻炼中我得到学术报
告的技巧。除此以外，支老师创造了许多条件让我参加各类学术会议，这些学术
会议开阔了我的眼界。

感谢数学机械化实验室的叶科副研究员。叶老师兴趣广泛、见多识广，对于
应用数学中的各种代数和几何手段比较了解。我关于 Cayley表示的工作，最初
来自于参与叶老师组织的讨论班时叶老师提出的问题：怎样的 Lie 群上可以做
Cayley变换？最初我并不设想我可以回答叶老师的问题，在做了大量矩阵 Lie群
的计算和观察各种例子之后，我对这一问题产生了一些朦胧的想法。我当时把这
一想法汇报给叶老师的时候，我其实只考虑到最基础的矩阵 Lie群的几种零散的
表示。叶老师敏锐地察觉到应该引入半单 Lie代数的理论以及相应的表示理论。
实践表明这一观察是十分成功的，这一观察大大扩展了我最初的朦胧想法，从
而使得这项研究的品味有了很大的提升。在之后的一次聊天中，叶老师又问我
Cayley使用的有理逼近是否有任何特殊之处。有了之前工作的基础，在做了一
些简单尝试之后，我发现我可以回答这一问题，考虑推广的 Cayley表示并仔细
考察 Cayley构型的唯一性。这篇论文的第 4章可以看作我对叶老师两个问题的
回答。当我研究 Cayley变换问题遇到困难想要放弃的时候，“或许叶老师还能帮
我”这一念想使我不断尝试计算和观察例子，坚持写作。除了这两个具体的数学
问题，叶老师多次和我聊天，我从叶老师处得以一窥代数复杂度理论之堂奥。和
几何不变量理论类似，代数复杂度理论是代数和几何方法向计算理论渗透的典
范，虽然我没能系统地深入到这两个领域的研究中，但是我从中学习到的知识使
得我具备了完成这篇论文的基础。

感谢数学院的老师和同学们，和他们的交流极大地丰富充实了我的科研生
活。“偷来梨蕊三分白，借得梅花一缕魂”[122]，我从他们身上学习了许多科学知
识和生活经验。李子佳副研究员向我介绍了代数几何在机构学中的应用，并在代
数几何讨论班上提出许多问题。思考这些问题加强了我对代数几何的理解。王杰
副研究员和杨剑霆老师是多项式优化领域的新锐，他们的思维十分活跃，我从
他们那里学习了复杂多项式优化建模和计算复杂度的知识。梁昊学长对代数几
何和交换代数的工具比较熟稔，我从他那里学习了双有理等价的一些应用技巧。
禹天石学长动手能力强，编程经验丰富，对我的第一篇文章的数值实验部分提出
许多建议。代梓灏学长专精凸代数几何和奇点理论，课余时间向我科普了许多
有趣话题。陈琦元学长擅长组合和交换代数，我从他那里学习了一些十分有趣
的概率与组合知识。王愚学长精通微分几何，他对数学的纯粹追求令我敬佩。王
立夏同学是图论上调和分析方面的专家，我从他那里学到一点傅里叶变换的知
识。此外还有闫斯卓老师，陈绍示研究员，谢松晏研究员，马平川同学，刘俊杞
同学，沈皓同学，郭彬同学，许熠辉同学，侣华祥同学，许淳楷同学，王正阳同
学，刘靖平同学，裴辰龙同学等曾经多次和我聊天和教我课的老师和同学们，凡
此种种，不胜枚举。

在生活方面，我尤其感谢两位故交，他们是德才兼备、品学兼优的伙伴：李
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汶达同学和马子久同学。随着时间的推移，落寞像上涨的海平面淹没心智的小
岛，倒也逐渐习惯，可是有时我感到如此脆弱。同窗十年，和他们不时的谈心赋
予我具体以制衡抽象，如同一叶小舟载我驶过麻木和忧虑的波涛，返回理性的港
湾。愿我们的友谊之舟行稳致远，共同见证下一个十年。

最后,我深切地感念我的父母陆敏曦先生和刘宁珍女士的关爱。他们是我精
神世界的一股暖流,最无私地向我传递爱与勇气。
一个人的命运，当然要靠自我奋斗，但是也要考虑到历史的行程。在人工智

能的革命日新月异，机器算法似乎无所不能的时代，更要强调人的持续学习和
全面发展。发展的道路不会一帆风顺，范式转移之际难免激荡起困惑和迷惘，这
是正常的客观规律。师长、亲友的关怀伴我同行，为我试图探求这些困惑提供思
索、实践的材料和眼光。笛卡尔说：我思故我在 [123]。正是在这种不断的探索，
实践中，我才能发现、体验并确认自身的存在。

2025年 6月
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作者简历及攻读学位期间发表的学术论文与其他相关学术成果

作者简历及攻读学位期间发表的学术论文与其他相关学术成果

作者简历

2018年 9月—2022年 6月,在中国科学院大学数学科学学院就读,获得理学
学士学位.

2022年 9月—2025年 6月,在中国科学院大学数学科学学院,中科院数学与
系统科学研究院系统科学研究所就读,硕士生.

研究方向

多项式优化, Lie理论,计算代数几何.

已发表（或正式接受）的学术论文：

(1) 梁昊, 陆镜宇, Manolis C. Tsakiris, 支丽红 (按姓氏首字母排序). Unlabeled
Sensing Using Rank-One Moment Matrix Completion. 已接收在 Proceedings
of the 2024 International Symposium on Symbolic and Algebraic Computation,
pp.46 - 55 (published by Association for Computing Machinery, New York, the
United States).

已完成的学术论文

(1) 梁昊, 陆镜宇, Manolis C. Tsakiris, 支丽红 (按姓氏首字母排序). A Field-
Theoretic View of Unlabeled Sensing. 预印本 arXiv:2303.01175.

(2) 陆镜宇,叶科 (按姓氏首字母排序). The Cayley Transform on Representations.
预印本 arXiv:2411.02071.

学术报告

(1) 中国数学会计算机数学年会 2024. Cayley变换的适用性. 福建福州, 2024年
6月.

(2) 2024 International Symposium on Symbolic and Algebraic Computation, Unla-
beled Sensing Using Rank-One Moment Matrix Completion. 美国北卡罗来纳
州, 2024年 6月.

参加的研究项目

2023年—2025年. 计算机数学核心理论,算法与软件. 其他研究人员.
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