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摘摘摘 要要要

在本文中，我们主要讨论了怎样使用由平方和（SOS）松弛方法生成的半定

规划（SDP）求得符号数值混合计算中的几个基本问题的全局最优解，以及怎样

通过有理化投影数值平方和来精确验证接近全局最小值的有理下界。

计算多个实或者复系数多项式的近似最大公因式（GCD）问题、近似因式

分解问题以及 Siegfried Rump 的一个公开模型问题都可以表示成多项式或有理

函数最优化问题。我们使用基于稠密或稀疏平方和松弛方法的半定规划求解这

几个问题表示成的带或不带限制条件的多项式或有理函数最优化问题并且实现

了相应的算法。

然后我们将 Peyrl 和 Parillo [SNC 2007 会议] 的有理化半正定（PSD）多项

式数值平方和等式的方法推广到精确验证问题下界上。对于多项式近似最大公

因式问题、多元多项式的不可约半径问题和 Rump 的模型问题在 n ≤ 14 时的

情形，我们的算法成功的验证了接近全局最小值的精确有理下界。

由目前的固定精度半定规划软件包（如 SOSTOOLS、YALMIP、SeDuMi

等）计算得到的最优值和数值平方和一般误差较大，因此我们使用 Newton-

Lagrange 方法对全局最优解进行精化并且在对数值平方和进行有理化投影前使

用保持秩结构不变的 Newton 迭代来精化它。对于小问题我们可以不用半定规

划而直接生成随机的数值平方和作为 Newton 迭代的初始值，对于大问题应当

探索问题中的稀疏结构以减小生成的半定规划和平方和的大小规模。

关键词：最大公因式，近似因式分解，平方和，半定规划，全局最优化，混合方

法。
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Abstract

In this paper, we discuss the global optimality of several well-known prob-

lems in hybrid symbolic-numeric computation via SOS (Sums Of Squares) relax-

ations and semidefinite programming (SDP), and exact certification of rational

lower bounds near the global optima via rationalizing SOS.

The problem of computing approximate GCDs (Greatest Common Divisors)

of several polynomials with real or complex coefficients, the approximate factor-

ization problem and a model problem by Siegfried Rump can be formulated as

polynomial or rational function optimization problems. We present algorithms

based on full or sparse SOS relaxations for solving the involved polynomial or

rational function optimization problems with or without constraints.

We generalize the technique by Peyrl and Parillo [Proc. SNC 2007] of trans-

forming a numerical SOS representation of a positive semidefinite (PSD) polyno-

mial into an exact rational identity to computing lower bound certificates. Our

algorithms successfully certify accurate rational lower bounds near the global op-

tima for benchmark approximate polynomial GCDs and multivariate polynomial

irreducibility radii from the literature, and factor coefficient bounds in Rump’s

model problem (up to n = 14, factor degree = 13).

The numeric results and SOSes produced by the current fixed precision SDP

packages (SOSTOOLS, YALMIP, SeDuMi etc.) are usually too coarse. There-

fore, we can refine the results by Newton-Lagrange method, and before projec-

tion to exact SOSes via Maple’s exact linear algebra we refine the SOSes by

rank-preserving Newton iteration. For smaller problems the starting SOSes for

Newton can be guessed without SDP (“SDP-free SOS”), but for larger inputs we

additionally appeal to sparsity techniques in our SDP formulation.

Keywords: greatest common divisor, approximate factorization, sums of squares,

semidefinite programming, global minimization, hybrid method.
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第第第一一一章章章 引引引言言言

1.1 问问问题题题和和和研研研究究究概概概述述述

在符号计算问题中，如果问题的输入包含不精确的浮点数，那么输出结果

比如公因式、因式分解或稀疏内插式等可能是平凡的。考虑一类符号数值混合

计算问题，就是怎样对不精确的浮点数输入做最小的扰动以得到非平凡的输出

结果，对这类问题的研究产生了很多数值最优化算法（参见综述文章 [64]）。在

已有的研究中，用基于 Newton 迭代和 Lagrange 乘数法的保持结构整体最小二

乘（Structured Total Least Squares）算法，可以有效的求解多项式近似最大公

因式（Greatest Common Divisor）问题 [22, 23]、多变元多项式近似因式分解问

题 [21] 以及稀疏多变元多项式和有理函数插值问题 [24]。这些已有的最优化技

术方法可以快速求得问题的局部最优解（上界）。实际上通过随机选取初始值和

投射，试验显示求得的往往也是全局最优解。

半定规划（Semidefinite Programming）[37, 57, 62]是线性规划（Linear Pro-

gramming）较深远的更一般化的问题，理论上它可以在多项式时间（polynomial-

time）内用对偶内点法等方法快速求解，并且可以用它来产生以前难以求解的

经典组合最优化问题的近似问题。一般的带限制条件的多项式或有理函数全局

最小化问题可描述为

r∗ := min
ξ∈Rn

f(ξ)

g(ξ)

s.t. h1(ξ) ≥ 0, . . . , hl(ξ) ≥ 0,

其中 f, g, h1, . . . , hl ∈ R[X1, . . . , Xn]





(1.1)

（无限制条件时省略 hi）。在多项式最优化情形设 g(X) = 1；在有理函数最优化

情形可以假设 g(X) 6= 0 在所有可行解上非负，否则可以替换 f(X)
g(X)

为 f(X)g(X)
g(X)2

。

通过平方和（Sums Of Squares）和Moment 方法 [42, 29, 44, 17, 39] 以及相应的

稀疏技术 [47, 28, 43, 60, 30, 38]，此最优化问题可以转化成半定规划求解并得

到全局最优解或下界。

平方和方法是首先由 Shor [54, 55] 引入到多项式的全局最优化问题求解中

的一种方法，后来它被扩展到了有限制条件情形和有理函数最优化情形。在问

1



2 近似多项式问题全局最优解的半定规划求解和平方和有理化验证

题 (1.1) 的有限制条件情形，根据 à la Putinar 的 Positivstellensatz [41]，当多项

式 h1(X), . . . , hl(X) 满足一定的条件时，对于问题的任意下界 r ∈ R 存在多项
式 vi,j(X) ∈ R[X1, . . . , Xn], 0 ≤ i ≤ l, 1 ≤ j ≤ νi 使得

f(X)− rg(X) =
ν0∑

j=1

v0,j(X)2 +
l∑

i=1

(
hi(X) ·

νi∑
j=1

vi,j(X)2
)
, (1.2)

此时 (1.1) 可以转化为一个等价的平方和规划（SOS Programming）并且可

得到一个收敛的半定规划序列。在无限制条件的情形，因为不是所有的半正

定（Positive Semidefinite）多项式都可写成多项式平方和形式（例如Motzkin 多

项式），所以得到的平方和规划一般是松弛的，但根据 Emil Artin 的定理可给

(1.2) 中的 vi,j(X) 添加一个公共的多项式分母使其恒成立 [48]。

多项式近似最大公因式、多项式近似因式分解等问题可以通过多种不同的

方式转变为不带或带限制条件的多项式或有理函数最小化问题。将最小化问题

写成 (1.1) 中的形式，然后应用稠密或稀疏的平方和和Moment 方法，我们可以

将问题转化成半定规划求解并且得到全局最优解或下界。结合局部（上界）算

法我们同样可以验证解的全局最优性或得到全局最优解的范围。

很多实际问题中需要得到问题精确的下界，而半定规划计算得到的数值结

果存在浮点数舍入误差，并且因为全局最优解可能是代数数 [40]，所以计算结果

只是近似的满足等式 (1.2)。在 [45] 中 Peyrl 和 Parillo 使用的数值平方和有理化

投影的方法启发我们将其推广到通过有理化等式 (1.2) 来得到精确平方和分解

并验证问题 (1.1) 的全局精确有理下界。

对于上述近似多项式问题和 Siegfried Rump 的模型问题 [51, 50]，我们可以

有效求得它们的全局最优解并且精确验证其下界。在实际试验中固定精度半定

规划软件的数值结果误差较大时，我们可使用 Newton 迭代精化全局最优解以

提高精度。我们试验得到了比 Rump 更好的下界，并且试验显示我们的方法在

多项式有理平方和分解和下界验证上比已有符号算法更快。半定规划比我们的

局部（上界）算法要复杂得多，仍然有很多值得进一步研究的地方。
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1.2 使使使用用用的的的方方方法法法

1.2.1 半半半定定定规规规划划划（（（Semidefinite Programming）））

一般的半定规划 [37, 57, 62] 可写成

p∗ := min
x∈Rm

cT x

s.t. F (x) º 0,



 (1.3)

其中向量 c ∈ Rm，矩阵 F (x) := F0 +
∑m

i=1 xiFi 为实对称矩阵 F0, F1, . . . , Fm 的

线性组合。限制条件 F (x) º 0叫做线性矩阵不等式（Linear Matrix Inequality），

表示矩阵 F (x) 是半正定矩阵（即 zT F (x)z ≥ 0 对于任意实向量 z 成立）。半定

规划的目标函数和限制条件都满足凸性质，所以它的可行解集为凸集，它是凸

最优化问题并且可以使用对偶内点法等方法快速求解。半定规划包含线性规划

并且很多问题也可以转化为半定规划求解。

半定规划 (1.3) 的对偶半定规划为

d∗ := max
Z

− Trace(F0Z)

s.t. Trace(FiZ) = ci, i = 1, . . . , m,

Z º 0,





(1.4)

其中变量 Z = ZT 为实对称矩阵，ci 为向量 c中的相应元素。记号 Trace(·)表示
矩阵的迹，即矩阵主对角线上所有元素的和。对于任意半正定矩阵 A,B，可以

设 B = V V T，则 Trace(AB) = Trace(V T AV ) ≥ 0，等号成立当且仅当 AB = 0。

半定规划 (1.3) 和 (1.4) 互为对偶问题，对于它们的任意可行解 x, Z 成立

cT x + Trace(F0Z) =
m∑

i=1

Trace(xiFiZ) + Trace(F0Z) = Trace(F (x)Z) ≥ 0,

由此可知弱对偶 p∗ ≥ d∗ 成立，并且 p∗ = d∗ 时它们的任意最优解 x∗, Z∗ 满足

F (x∗)Z∗ = 0。如下强对偶定理的证明可参见 [37]。

定理 1.1. 如果以下条件之一成立，那么 p∗ = d∗。

1. 原始问题 (1.3) 存在严格可行解，即存在 x 满足 F (x) Â 0。

2. 对偶问题 (1.4) 存在严格可行解，即存在 Z = ZT Â 0 满足 Trace(FiZ) =

ci, i = 1, ..., m。

如果两个条件都成立，那么两个对偶问题的最优解集都非空。



4 近似多项式问题全局最优解的半定规划求解和平方和有理化验证

1.2.2 平平平方方方和和和（（（Sums Of Squares）））和和和矩矩矩量量量（（（Moment）））方方方法法法

数学很多领域的一个基本问题是判断函数的全局非负性，这里考虑多项式

函数 p(X) ∈ R[X1, . . . , Xn]。如果多项式 p(X) 满足

p(ξ) ≥ 0, ∀ξ ∈ Rn,

则称其为半正定（Positive Semidefinite）多项式。显然 p(X) 是半正定多项式的

一个必要条件是它关于每个变元 Xi 的次数是偶数。一般的多项式全局正定性

判定问题是 NP-hard 的。如果 p(X) 存在一个多项式平方和分解

p(X) =
∑

j

vj(X)2 ∈
∑

R[X]2,

那么肯定是半正定（PSD）多项式。不是每个半正定多项式都可以写成多项式

平方和，例如Motzkin 多项式X4
1X

2
2 + X2

1X
4
2 + X6

3 − 3X2
1X

2
2X

2
3。已知对于单变

元多项式、二次多项式和双变元四次多项式，半正定条件和存在多项式平方和

分解是等价的。Emil Artin 证明了对于任意的半正定多项式 p(X) 存在多项式

v(X) 使得 p(X)v(X)2 可以写成多项式平方和，肯定地回答了 Hilbert 的第十七

问题，后来 Bruce Reznick 证明了 p(X) 为正定多项式时总可以取足够大的整数

N 使得 v(X) = (
∑n

i=1 X2
i )N 满足要求。更多相关介绍可参见文章 [48]。

一般的多项式全局最优化问题属于 NP-hard 的问题。Shor [54, 55] 首先

将平方和方法引入到多项式全局最优化问题求解中，后来 Parrilo [42, 44] 和

Lasserre [29] 分别从平方和和Moment 的角度进一步发展研究了相应的对偶半

定规划，文章 [17, 39] 中将其推广到了有理函数情形。对于一般多项式或有理函

数最小化问题 (1.1) 的无限制条件情形，等价于

r∗ := max
r∈R

r

s.t. f(X)− rg(X) ≥ 0.



 (1.5)

替换限制条件为平方和松弛（SOS relaxation）条件 f(X) − rg(X) ∈ ∑
R[X]2

得到的平方和规划（SOS programming）可以写成半定规划 [39]

r∗sos := sup
r∈R,W

r

s.t. f(X)− rg(X) = md(X)T Wmd(X),

W º 0,





(1.6)
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其中 md(X) 为所有全次数小于等于 d = dmax(tdeg(f),tdeg(g))
2

e 的单项式组成的列
向量，实对称半正定矩阵W 的行列数为

(
n+d

n

)
并且半定规划展开后有

(
n+2d

n

)
个

等式限制条件。记 f(X) =
∑

α fαXα, g(X) =
∑

α gαXα，那么半定规划 (1.6) 的

对偶半定规划 [29, 39] 为

r∗mom := inf
y

∑
α

fαyα

s.t.
∑

α

gαyα = 1,

Md(y) º 0,





(1.7)

其中实对称半正定矩阵Md(y) := (yα+β)0≤|α|,|β|≤d 称为关于实向量 y 的第 d 次

Moment 矩阵。理论上 r∗ ≥ r∗mom ≥ r∗sos，当 (1.6) 有一个可行解时，强对偶

r∗mom = r∗sos 成立并且 f(X)− r∗sosg(X) 可以写成多项式平方和 [29, 39]。当计算

出的对应于最优解的矩阵Md(y
∗) 满足某个平坦扩展条件时 r∗ = r∗mom，并且原

最优化问题的全局最优点可通过求解一个数值特征值问题得到 [13, 39]。

对于有限制条件的一般多项式或有理函数最小化问题 (1.1)，根据 à la

Putinar 的 Positivstellensatz [41] (1.2) 可以类似的形成两个对偶半定规划序列，

在满足一定条件时它们的最优值都单调收敛到原问题的全局最小值 r∗ [29, 39]。

如果已知问题 (1.1) 在一个球 ‖X‖2
2 ≤ a2 内肯定存在全局最优解，那么即使在

无限制条件情形也可以添加上这个限制条件以保证收敛性。对于等式限制条件

可以看作两个相反的不等式限制条件。此外关于平方和规划中的稀疏性可参见

[47, 28, 43, 60, 30, 38]。

1.2.3 Newton-Lagrange 方方方法法法

考虑带等式限制条件的最优化问题

min
ξ∈Rn

f(ξ)

s.t. c(ξ) = 0,



 (1.8)

其中目标函数 f(X) 和函数向量 c(X) 中的函数都是光滑实函数。如果等式限制

向量 c(X) 的 Jacobi 矩阵 A(X)（其中 Ai,j = ∂ci(X)/∂Xj）在最优点的附近是行

满秩的，那么由 Lagrange 乘数法可知相应的最优点满足方程组

F (X,λ) =

[
∇f(X)− A(X)T λ

c(X)

]
= 0.
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记 Lagrange 函数 L(X,λ) = f(X) − λT c(X) 关于变量 X 的 Hessian 矩阵为

H(X,λ) = (∂2L(X,λ)
∂Xi∂Xj

)n×n，则上面方程组的 Newton 迭代为

[
X̃

λ̃

]
=

[
X

λ

]
+

[
∆X

∆λ

]
,

[
H(X,λ) −A(X)T

A(X) 0

] [
∆X

∆λ

]
= −F (X,λ).

如果在最优点的附近，A(X) 是行满秩的并且 dT H(X,λ)d > 0 对于任意满足

d 6= 0, A(X)d = 0的向量 d成立，那么迭代是定义明确的。以上迭代方法有时被

称作 Newton-Lagrange 方法，该方法在初始点很接近最优点时是十分有效的。

1.3 论论论文文文的的的主主主要要要内内内容容容

在这篇文章中，我们主要讨论了怎样使用半定规划求解近似多项式问题的

全局最优解，以及通过平方和有理化精确验证全局最优问题下界的方法。

在第二章，我们详细讨论了多项式近似最大公因式问题的半定规划求

解（见 [31, 32]）。首先，我们研究了近似 GCD 问题转化成的最小化问题的形

式（多项式、有理函数和带等式限制条件的多项式形式），并且应用相应的平方

和松弛方法转化成半定规划求解。然后，我们探索了这些最小化问题形式中的

不同稀疏性（Newton 多面体、关联矩阵结构），并且给出了近似 GCD 问题的稀

疏性分析和稀疏情形下的全局最优解求解方法。最后是具体实现和大量例子的

试验结果。

在第三章，我们讨论了多种不同形式的多项式近似因式分解问题的半定规

划求解（见 [18]）。我们讨论了各种不同形式之间的关系并且给出了一些例子的

试验结果。

在第四章，我们研究了通过平方和有理化投影精确验证问题下界的方

法（见 [19]）。首先，我们详细介绍了我们的算法和技术，包括怎样从半定规划

和 Newton 迭代产生数值平方和以及有理化投影算法。然后，我们在几个例子

上示范了我们的方法在近似 GCD 问题、近似因式分解问题和求解多项式有理

平方和分解上的应用。最后，我们将半定规划和下界验证方法应用于 Siegfried

Rump 的一个公开模型问题 [51, 50] 的求解。

在最后一章，我们总结了已有的工作成果并讨论了以后可以继续工作努力

的方向。



第第第二二二章章章 多多多项项项式式式近近近似似似最最最大大大公公公因因因式式式（（（GCD）））问问问题题题

2.1 前前前言言言

设域 F 为实数域 R 或复数域 C，对于多个多项式 f1, . . . , fs ∈ F [z1, . . . , zt]，

计算最小的扰动使得扰动多项式有一个全次数 k ≥ 1 的最大公因式（Greatest

Common Divisor）的问题即

r∗ := min
p,u1,...,us

‖f1 − p · u1‖2
2 + ‖f2 − p · u2‖2

2 + · · ·+ ‖fs − p · us‖2
2, (2.1)

其中多项式 p, u1, . . . , us ∈ F [z1, . . . , zt]的全次数（total degree）满足 tdeg(p) = k

和 tdeg(p · ui) ≤ di = tdeg(fi), 1 ≤ i ≤ s。已有很多有效的方法可以快速得到

近似 GCD 问题的局部最优解，这里我们主要关注如何求得该问题的全局最

优解和验证某局部最优解的全局最优性。近似 GCD 问题可以转化成不同形

式的最优化问题并且可以应用多种数值最优化方法求解，已有的研究可以参

见文章 [3, 22] 以及其中的参考文献。文章 [23] 中指出最优化问题 (2.1) 在一

定限制条件下有一个全局最优解。文章 [26, 27] 中提出了一个基于有理函数

全局最优化的算法计算单变元多项式近似 GCD 问题，该算法效率最低的部

分是求解包含两个高次双变元多项式的方程组的所有实根。文章 [39] 中揭示

了平方和（SOS）[42, 44] 和 Moment 方法 [29] 可以被用来求解多项式或有理

函数的全局最小化问题，包括由近似 GCD 计算问题转化成的有理函数最小

化问题。多项式或者有理函数最小化问题可以通过不同的平方和松弛（SOS

relaxation）转化为平方和规划（SOS programming），平方和规划可以写成半定

规划（semidefinite programming）形式，而半定规划可以用对偶内点法等快速

算法求解。关于半定规划的介绍参见文章 [37, 57, 62]。在接下来的章节里，类似

于 [3, 26, 27, 22, 39]，我们将近似 GCD 问题转化成不同的最优化问题，并且应

用不同的平方和方法将它们转化成半定规划，然后用常见的半定规划软件包计

算求解并同以往算法比较。我们也探索了在近似 GCD 问题的平方和规划中的

各种稀疏性，并且使用 Gauss-Newton 迭代方法来精化计算结果。

7
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2.2 最最最小小小化化化问问问题题题

在这一节里，我们将探索怎样把近似GCD 问题转化成最优化问题，并应用

相应的平方和方法将它们转化成半定规划求解。关于平方和方法和其对偶问题

的描述可参考文章 [42, 44, 29, 17, 39]。

2.2.1 多多多项项项式式式最最最小小小化化化问问问题题题

最小化问题 (2.1) 可以看作一个非线性最小二乘问题。文章 [3] 中的研究表

明，如果给定一个较好的初始近似 GCD，那么用类似 Newton 迭代的最优化方

法或 Levenberg-Marquardt 方法可以很快收敛到全局最优解。但是对于一般的

初始近似 GCD，这些方法可能经过很多次迭代后只是收敛到某个局部最优解。

平方和方法是由 Shor [54, 55] 引入的一种新的不同的方法，后来 Parrilo

[42, 44] 和 Lasserre [29] 进一步发展了这种方法。应用它的主要思想是将最小化

问题 (2.1) 写成多项式最小化问题

min
ξ∈Rn

f(ξ)

的形式并且通过平方和松弛（SOS relaxation）转化为如下半定规划

r∗sos := sup
r∈R,W

r

s.t. f(X)− r = md(X)T Wmd(X),

W º 0,





(2.2)

其中W 为实对称半正定矩阵，md(X) 为所有全次数小于等于 d 的单项式组成

的列向量。

使用待定系数法，可以知道这里目标多项式函数为

f(X) =
s∑

i=1

‖fi − p · ui‖2
2 =

s∑
i=1

∑

|α|≤di

|fi,α −
∑

β+γ=α

pβui,γ|2.

由此 d = d tdeg(f)
2

e = 2，实对称矩阵W 行列数为
(

n+2
2

)
并且半定规划 (2.2) 展开

后有
(

n+4
4

)
个等式限制条件。

设待定多项式 p, u1, . . . , us 的所有待定系数中待定变量的个数分别为 n(p),

n(u1), . . . , n(us)（详细说明见注 1），则目标函数的所有变量可表示为

X = {p1, . . . , pn(p)} ∪ (
s⋃

i=1

{ui,1, . . . , ui,n(ui)})
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并且变量个数 n = n(p) +
∑s

i=1 n(ui)。

注 1. 如果域 F = R，则实系数多项式 p, ui 的每个系数可以对应一个待定

变量并且 n(p) =
(

t+k
t

)
, n(ui) =

(
t+di−k

t

)
。如果域 F = C，可以假设 p 的一个

系数为实数而 p, ui 的其他每个系数由实部和复部两个待定变量形成，那么

n(p) = 2
(

t+k
t

)− 1, n(ui) = 2
(

t+di−k
t

)
。在单变元情形（t = 1），可以假设 p 是首一

的，那么 n(p) 在实数情形是 k 并且在复数情形是 2k。

记 f(X) =
∑

α fαXα，则半定规划 (2.2) 的对偶半定规划 [29] 为

r∗mom := inf
y

∑
α

fαyα

s.t. y0,...,0 = 1,

Md(y) º 0,





(2.3)

其中实对称半正定矩阵Md(y) := (yα+β)0≤|α|,|β|≤d 称为关于实向量 y 的第 d 次

Moment 矩阵。半定规划 (2.2) 有一个对应于 r = 0 的可行解，从而根据 [29] 中

的结论可知强对偶 r∗mom = r∗sos 成立并且 f(X) − r∗sos 可以写成多项式平方和。

当计算出的对应于最优解的矩阵Md(y
∗) 满足某个平坦扩展条件时 r∗ = r∗mom，

并且原最优化问题的全局最优点可通过求解一个数值特征值问题得到 [13]。

2.2.2 有有有理理理函函函数数数最最最小小小化化化问问问题题题

记多项式 fi, ui, p 的系数向量分别为 fi,ui,p，多项式乘积 p · ui 的系数向量

可记为 Aiui（Ai = Ai(p) 称为卷积矩阵），那么最小化问题 (2.1) 可以直接写成

如下矩阵向量表示的形式

min
p,u1,...,us

‖f1 − A1u1‖2
2 + · · ·+ ‖fs − Asus‖2

2. (2.4)

如果固定多项式 p 的系数，那么矩阵 Ai 固定，并且 p 非零时 Ai 是列满秩的。

由线性最小二乘问题的结论可以知道，问题取得最小值时成立

ui := (A∗
i Ai)

−1A∗
i fi, 1 ≤ i ≤ s, (2.5)

将其代入上面的问题可以得到最小化问题

min
p

s∑
i=1

(fi
∗fi − fi

∗Ai(A
∗
i Ai)

−1A∗
i fi), (2.6)
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A∗
i 和 fi

∗ 分别表示矩阵 Ai 和向量 fi 的共扼转置。这个最小化问题是一个无限

制条件的有理函数最小化问题，其目标函数的分母为正定多项式

lcm(det(A∗
1A1), . . . , det(A∗

sAs)).

以上问题形式为 [3, 15, 26, 27, 66, 65] 中计算单变元多项式近似 GCD 和 [16] 中

计算有一个线性（或固定次数）公因式的最近双变元多项式问题的一般化推广。

将最小化问题 (2.6) 写成有理函数最小化问题

min
ξ∈Rn

f(ξ)

g(ξ)
,

可知这里目标函数的分子和分母 f(X), g(X) ∈ R[X1, . . . , Xn] 分别为半正定和

正定多项式，所有变量 X = {p1, . . . , pn(p)} 并且变量的个数 n = n(p)，全次数

tdeg(f) ≤ tdeg(g) ≤ 2
∑s

i=1

(
t+di−k

t

)
。同上一节的多项式最小化问题比较可知，

虽然目标函数的变量个数大大减少了，但是其中多项式的次数却增加了很多。

类似于 (2.2)，有理函数最小化问题可以通过平方和松弛（SOS relaxation）转化

为半定规划 [39]

r∗sos := sup
r∈R,W

r

s.t. f(X)− rg(X) = md(X)T Wmd(X),

W º 0,





(2.7)

这里 md(X) 为所有全次数小于等于 d = dmax(tdeg(f),tdeg(g))
2

e 的单项式组成的列
向量，实对称半正定矩阵W 的行列数为

(
n+d

n

)
并且半定规划展开后有

(
n+2d

n

)
个

等式限制条件。记 f(X) =
∑

α fαXα, g(X) =
∑

α gαXα，则类似于 (2.3)，半定

规划 (2.7) 的对偶半定规划 [39] 为

r∗mom := inf
y

∑
α

fαyα

s.t.
∑

α

gαyα = 1,

Md(y) º 0.





(2.8)

关于其中的对偶性、全局最优性和全局最优点求解类似于多项式情形 [13, 39]。
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例 2.1. 给定两个多项式

f1(z) = z(z + 1)2, f2(z) = (z − 1)(z + 1)2 + 1/10

并且 k = 2, F = R。求解相应的半定规划 (2.2) 和其对偶问题，目标多项式

为（待定多项式 p 首一）

f(X) = ‖f1 − p · u1‖2
2 + ‖f2 − p · u2‖2

2 = p2
1u

2
1,1 + (1− p1u1,2 − p2u1,1)

2

+ (2− p2u1,2 − u1,1)
2 + (1− u1,2)

2 + (−9/10− p1u2,1)
2

+ (−1− p1u2,2 − p2u2,1)
2 + (1− u2,1 − p2u2,2)

2 + (1− u2,2)
2,

我们可以求得最优值 r∗sos ≈ 9.3876e − 4，相应的半定规划 (2.2) 中半正定矩阵

W 的行列数为 28。从对偶问题的计算结果我们知道所求的值为原问题的全局

最小值，并且计算出一个全局最优点

X∗ ≈ (0.9335, 1.9778, 0.02569, 1.0013,−0.9739, 0.9975),

它对应于首一近似 GCD 多项式

p(z) ≈ 0.9335 + 1.9778z + z2

和余因式 u1(z) ≈ 0.02569 + 1.0013z, u2(z) ≈ −0.9739 + 0.9975z。

求解相应的半定规划 (2.7) 和其对偶问题，其中的目标有理函数的分子和

分母分别为

f(X) = 12/5p2p1 + 7p4
1 + 281/100p4

2 − 281/50p2
2p1 + 11/5p2

1p
2
2

− 6p3
2 + 9/5p3

1 + 981/100p2
1 + 581/100p2

2 + 281/100

− 6p2p
2
1 − 9/5p3

2p1 + 9/5p1 − 2p2 − 2p2p
3
1,

g(X) = p4
1 + p2

1p
2
2 + 2p2

1 + p4
2 + p2

2 + 1− 2p2
2p1,

我们可以求得最优值 r∗sos ≈ 9.3876e − 4，相应的半定规划 (2.7) 中的半正定

矩阵 W 的行列数为 6。从对偶问题的计算结果我们可以计算出一个最优点

X∗ ≈ (0.9335, 1.9778)，计算目标有理函数在 X∗ 点的值可知

f(X∗)
g(X∗)

≈ 9.3876e− 4 ≈ r∗sos,

这表示 X∗ 是全局最优点，它对应于相同的首一近似 GCD 多项式 p(z)。
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例 2.2. 给定两个多项式

f1(z1, z2) = z2
1 + 2z1z2 + z2

2 − 1, f2(z1, z2) = z2
1 + z1z2 − z2 − 1.01

并且 k = 1, F = R。求解相应的半定规划 (2.2) 和其对偶问题，目标多项式为

f(X) = ‖f1 − p · u1‖2
2 + ‖f2 − p · u2‖2

2 = (−1− p1u1,1)
2 + (−p1u1,3 − p3u1,1)

2

+ (−p1u1,2 − p2u1,1)
2 + (2− p2u1,3 − p3u1,2)

2 + (1− p3u1,3)
2

+ (1− p2u1,2)
2 + (−1.01− p1u2,1)

2 + (−p1u2,3 − p3u2,1)
2

+ (−1− p1u2,2 − p2u2,1)
2 + (1− p2u2,3 − p3u2,2)

2 + (1− p3u2,3)
2 + p2

2u
2
2,2,

我们可求得最优值 r∗sos ≈ 3.89306e− 5 并且相应的半定规划 (2.2) 中半正定矩阵

W 的行列数为 55。

求解相应的半定规划 (2.7) 和其对偶问题，其中的目标有理函数的分子和

分母分别为

f(X) = −20.02p2p
3
3p

2
1 + 26.0804p2

1p
2
3p

2
2 − 22.04p3p2p

4
1 − 22.02p3p

3
2p

2
1

+ 5.98p4
1p

2
2 + 9p4

1p
2
3 + 6.0001p2

1p
4
2 + 10.0201p2

1p
4
3 + 13.0402p4

2p
2
3

+ 14.0402p2
2p

4
3 + 8p6

1 + 4.0201p6
2 + 4.0201p6

3 − 10p3
3p

3
2 − 6p2p

5
3

− 4p3p
5
2 − 6.04p3p

3
1p

2
2 − 2p2p

4
3p1 − 6.02p1p3p

4
2 − 4.02p1p

3
3p

2
2

− 2.02p3
1p

3
3 − 2.02p1p

5
3 + 2p2p

5
1 + 2p3

2p
3
1 + 2p1p

5
2,

g(X) = p6
1 + 2p4

1p
2
2 + 2p4

1p
2
3 + 2p2

1p
4
2 + 5p2

1p
2
3p

2
2 + 2p2

1p
4
3 + p6

2 + 2p4
2p

2
3

+ 2p2
2p

4
3 + p6

3,

我们可以求得最优值

r∗sos ≈ 3.89306e− 5.

注意这里 f(X), g(X) 是关于公因式 p 的系数的齐次多项式，相应的半定规划

(2.7) 中半正定矩阵W 行列数为 10。类似单变元情形，从对偶问题的计算结果

我们计算出一个全局最优近似 GCD 多项式

p(z) ≈ 1.00199 + 0.99937z2 + z1.
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例 2.3. 给定两个多项式

f1(z) = (z − 0.3)(z + 4.6)(z − 1.45)(z + 10),

f2(z) = (z − 0.301)(z + 4.592)(z − 1.458)(z − 0.6)(z − 15)(z + 2)

并且 k = 3, F = R。求解相应的半定规划 (2.2) 和其对偶问题，我们求得最优值

r∗sos ≈ 0.0156 和 p(z) ≈ 2.0120− 7.6509z + 2.8526z2 + z3，相应的半定规划 (2.2)

中半正定矩阵W 的行列数为 55。我们求解相应的半定规划 (2.7) 和其对偶问题

可以得到最优值 r∗sos ≈ 0.0156，相应的半定规划 (2.7) 中半正定矩阵W 的行列

数为 84，比多项式形式得到的半定规划大。

例 2.4. [22] 给定两个多项式

f1(z) = 1000z10 + z3 − 1, f2(z) = z2 − 1

100

并且 k = 1, F = R。求解相应的半定规划 (2.7) 和其对偶问题，我们可求得最优

值 r∗sos ≈ 0.042157904 和 p(z) ≈ z − 0.4941448，相应的半定规划 (2.7) 中半正定

矩阵W 的行列数为 13。文章 [22] 中表明，对于不同的初始点，在大约平均十步

迭代后，STLN 算法可能收敛到如下的局部最优值

0.0421579, 0.0463113, 0.0474087, 0.0493292, . . . .

例 2.5. [23] 给定两个多项式

f1(z) = z2 + 2z + 1, f2(z) = z2 − 2z + 2

并且 k = 1, F = R。设 p(z) = p1 + z, u1(z) = u1,1 + u1,2z, u2(z) = u2,1 + u2,2z，

求解相应的半定规划 (2.2) 和其对偶问题，我们可以求得最优值 r∗sos ≈ 2.000569

和一个近似 GCD 多项式

p(z) ≈ z − 14686.677911.

求解相应的半定规划 (2.7) 和其对偶问题，其中目标有理函数为

f(X)

g(X)
=

(p2
1 − 2p1 + 1)2 + (p2

1 + 2p1 + 2)2

1 + p2
1 + p4

1

=
12p2

1 + 4p1 + 3

1 + p2
1 + p4

1

+ 2,

我们可以求得最优值为 r∗sos ≈ 2.000000，但是求不出最优点。实际上全局最小值

r∗ = 2 并且

f(X)− r∗g(X) = 12(p1 +
1

6
)2 +

8

3
是平方和但是没有全局最优点，所以 r∗ 只是个下确界。
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2.2.3 带带带限限限制制制条条条件件件的的的多多多项项项式式式最最最小小小化化化问问问题题题

如文章 [25, 22, 23] 中所示，计算多个多项式的近似 GCD 问题也可以表示

成如下形式

min
∆c

‖∆c‖2
2

s.t. Sk(c + ∆c)x = 0, ∃ x 6= 0.



 (2.9)

在这里 c 表示多项式 f1, . . . , fs 的系数组成的向量，∆c 表示多项式的系数扰动

向量，矩阵 Sk(c + ∆c) 为多个多项式的一般化 Sylvester 矩阵 [22]。这个最优化

问题是一个带二次限制条件的二次最优化问题，其中向量 ∆c, x 的长度分别为∑s
i=1

(
t+di

t

)
和

∑s
i=1

(
t+di−k

t

)
。

类似于 [22, 23] 中的方法，我们可以选取矩阵 Sk 的一列，将其分解为矩阵

A 和向量 b 并且将问题重新表示为

min
∆c,x

‖∆c‖2
2 + ρ‖x‖2

2

s.t. A(c + ∆c)x = b(c + ∆c).



 (2.10)

另两种不同的表示形式分别为

min
∆c,x

‖∆c‖2
2

s.t. Sk(c + ∆c)x = 0,

‖x‖2
2 = 1,





(2.11)

与

min
∆c,x

‖∆c‖2
2 + ρ‖x‖2

2

s.t. Sk(c + ∆c)x = 0,

vT x = 1,





(2.12)

其中 ρ 表示一个很小的数并且 v 是一个随机向量。

下面利用 Lasserre 的Moment 方法求解上述问题。将带限制条件的多项式

最小化问题（Polynomial Optimization Problem）表示为

min
ξ∈Rn

∑
α

fαξα

s.t. h1(ξ) ≥ 0, . . . , hl(ξ) ≥ 0,





(2.13)
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然后转化为一个凸 LMI（Linear Matrix Inequality）最优化问题（即半定规划）

序列 [29]

inf
y

∑
α

fαyα

s.t. y0,...,0 = 1,

Md(y) º 0,

Md−wi
(hi ∗ y) º 0, 1 ≤ i ≤ l,





(2.14)

其中 wi = d tdeg(hi)
2

e, 1 ≤ i ≤ l，松弛阶数 d ≥ max(d tdeg(f(X))
2

e, w1, . . . , wl)，关于

实向量 y 的Moment矩阵Md(y)和局部化矩阵（localizing matrix）Md−wi
(hi ∗y)

为实对称半正定矩阵，定义见 [29]。

例 2.6. 给定两个多项式

f1(z) = z3 − 1, f2(z) = z2 − 1.01

并且 k = 1, F = R, ρ = 10−6。采用最小化问题 (2.10) 的形式，并选择 Sylvester

矩阵 S1 的第一列作为向量 b，其他列形成的子矩阵作为A。求解相应的一阶（即

d = 1）半定规划 (2.14) 可以得到最小值 9.9673e− 6，相应的半定规划 (2.14) 中

半正定矩阵Md(y)的行列数为 152。求解相应的二阶（即 d = 2）半定规划 (2.14)

可以得到最小值为 2.0871e− 5，相应的半定规划 (2.14) 中半正定矩阵Md(y) 的

行列数为 6476，此时可从计算结果中求出原问题的全局最优点，说明得到了原

问题的全局最小值。

对于最小化问题形式 (2.11)，求解相应的一阶和二阶半定规划得到的最小

值分别为 0 和 2.0852e − 5。这里我们注意到，对于齐次模型形式 (2.11) 的一阶

半定规划，一个可行解为 y = [1, 0, . . . , 0, 1]T ，相应的最小值为 0。

如 Erich Kaltofen 所指出的那样，如果想通过求解问题形式 (2.10) 来得到

最小化问题 (2.9) 的解，那么必须尝试向量 b 的所有可能的选择。这是非常浪费

时间的，因此我们建议使用问题形式 (2.12)。对于最小化问题形式 (2.12)，相应

的一阶和二阶半定规划的计算结果随其中的随机向量 v 的选取而稍有些不同，

对于当前例子计算得到的最小值大约数量级分别为 10−6 和 10−5。

试验显示，通过一阶半定规划的求解，我们可以得到和原问题全局最优解

相关的一些有用信息。虽然我们可通过求解高阶的半定规划得到原问题的全局

最优解，但是相应的半正定矩阵的大小会增加很快，计算起来更困难。
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2.3 最最最小小小化化化问问问题题题中中中的的的稀稀稀疏疏疏性性性

在这一节里，我们通过探索多项式近似 GCD 计算问题转化成的最小化问

题的特殊结构，研究怎样降低相应的半定规划的大小规模。从例 2.1 和例 2.2 可

以看出，相应有理函数最小化问题的分子和分母一般是稠密并且无特殊结构的，

因此接下来我们只探索多项式最小化问题得到的半定规划 (2.2) 中的稀疏性。

问题 (2.9) 也可以应用类似的方法。

2.3.1 Newton 多多多面面面体体体稀稀稀疏疏疏性性性

在 [47, 42, 28, 60] 中研究和介绍了通过探索多项式平方和展开中的稀疏性

来减少平方和规划（SOS programming）中多余单项式的算法，已经有的研究结

果说明只有 Newton 多面体中的部分单项式是必需的，但是实际计算大问题的

稀疏性十分耗时。近似 GCD 问题 (2.1) 的稀疏结构可由下面的定理和推论推导

出来而并不需要复杂计算。

对于任意多项式 p(X) =
∑

α pαXα，记 supp(p) = {α|pα 6= 0} 的凸包为
C(p)（Newton polytope）。下面用符号 H(·) 表示任意次数集合的凸包。
定理 2.1. [47] 对于任意多项式 p，成立 C(p2) = 2C(p)；对于任意半正定（PSD）

多项式 f 和 g，成立 C(f) ⊆ C(f + g)；如果 f =
∑

g2
j，则 C(gj) ⊆ 1

2
C(f)。

推论 2.2. 对于任意半正定多项式 f 和 g，成立C(f +g) = H(supp(f)∪supp(g))；

如果 f =
∑

g2
j，则 C(f) = 2H(

⋃
supp(gj))。

证明. 由多项式的加法可以知道 supp(f + g) ⊆ supp(f) ∪ supp(g)。f 和 g 都是

半正定多项式，根据定理 2.1 supp(f) ∪ supp(g) ⊆ C(f) ∪ C(g) ⊆ C(f + g)。从

C(f + g) = H(supp(f + g)) ⊆ H(supp(f) ∪ supp(g)) ⊆ C(f + g)

可以看出 C(f + g) = H(supp(f) ∪ supp(g))。

如果 f =
∑

g2
j，根据定理 2.1 C(g2

j ) = 2C(gj)，加上前面证明可以得到

C(f) = H(
⋃

supp(g2
j )) = H(

⋃
C(g2

j )) = 2H(
⋃

C(gj)) = 2H(
⋃

supp(gj))。

近似 GCD 问题的多项式形式的半定规划 (2.2) 中的平方和松弛（SOS

relaxation）条件可以写作

f(X)− r = md(X)T Wmd(X) =
∑

j

vj(X)2.
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设 Xσ 为 vj(X) 中出现的任一单项式，则由定理 2.1 和推论 2.2 可知

σ ∈ 1

2
C(f(X)− r) = H(O ∪ (

s⋃

i=1,|α|≤di

supp(fi,α −
∑

β+γ=α

pβui,γ))),

其中 O 表示原点。当某个待定系数 pβ 中包含非零常数项时，可以知道出现在

fi,α −
∑

β+γ=α pβui,γ, 1 ≤ i ≤ s, |α| ≤ di 中的所有单项式为

1, p1u1,1, . . . , p1us,n(us), . . . , pn(p)u1,1, . . . , pn(p)us,n(us), u1,1, . . . , us,n(us), (2.15)

此时可以设 pn(p)+1 = 1 以及 n1(p) = n(p) + 1；否则所有单项式为

1, p1u1,1, . . . , p1us,n(us), . . . , pn(p)u1,1, . . . , pn(p)us,n(us), (2.16)

这时设 n1(p) = n(p)。次数 σ 在这些单项式的次数集合形成的凸包里，由凸包

的性质可知，存在实数 λj,i,k ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n1(p), 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ k ≤ n(ui) 满足∑
j,i,k λj,i,k ≤ 1 并且

Xσ =
∏

j,i,k

(pjui,k)
λj,i,k =

∏
j

p
ej

j

∏

i,k

u
ei,k

i,k .

因为 ej, ei,k 都是非负整数并且
∑

j ej =
∑

i,k ei,k =
∑

j,i,k λj,i,k ≤ 1，所以单项式

Xσ 或者是 1，或者存在某个 j, i, k 使其等于 pjui,k，这说明在近似 GCD 问题的

多项式形式的半定规划 (2.2) 中只需上面那些单项式。最后得到近似 GCD 问题

(2.1) 的稀疏形式的半定规划

r∗sos1 := sup
r∈R,W

r

s.t. f(X)− r = mG(X)T WmG(X),

W º 0,





(2.17)

单项式向量 mG(X) = (1, p1u1,1, . . . , p1us,n(us), . . . , pn1(p)u1,1, . . . , pn1(p)us,n(us))
T。

设 n(u) =
∑s

i=1 n(ui)，则实对称半正定矩阵W 的行列数为 1 + n1(p)n(u) 并且

半定规划展开后有 1 + n1(p)n(u) +
(

n1(p)+1
2

)(
n(u)+1

2

)
个等式限制条件。
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2.3.2 稀稀稀疏疏疏情情情形形形下下下的的的全全全局局局最最最优优优解解解求求求解解解

多项式稀疏形式的半定规划 (2.17) 的对偶半定规划为

inf
y

∑
α

fαyα

s.t. y0,...,0 = 1,

MG(y) º 0,





(2.18)

其中实对称半正定Moment 矩阵MG(y) := (yα+β)α,β∈G 的行和列对应于单项式

向量mG(X)（G 表示其中的单项式次数集合）。
将求解上面半定规划得到的最优Moment 矩阵写成分块矩阵

MG(y∗) =

[
1 γT

1

γ1 M1

]
.

设M1 = V V T 是计算得到的一个Cholesky分解并且矩阵V 有 c = rank(M1)列。

对于任意满足 V T γ = 0的向量 γ，由 γT [−γ1, I]MG(y∗)[−γ1, I]T γ = −(γT
1 γ)2 ≥ 0

可知 γT
1 γ = 0，所以存在向量 γ2 使得 γ1 = V γ2，由此我们得到分解

MG(y∗) =

[
γT

2

V

] [
γ2 V T

]
+

[
1− γT

2 γ2 0

0 0

]
.

因为 V 列满秩，令 γ = [1,−γT
2 (V T V )−1V T ]T 可知 1− γT

2 γ2 = γT MG(y∗)γ ≥ 0。

如果 rank(MG(y∗)) > c，那么 1 − γT
2 γ2 > 0，分解后的两个矩阵分别除以各自

最左上角元素正规化后也是 (2.18) 的最优Moment 矩阵，由此 y = [1, 0, . . . , 0]T

是一个最优解并且 X∗ = 0 是使其取得全局最小值的原问题的一个全局最优点；

如果 rank(MG(y∗)) = c，那么 γT
2 γ2 = 1，对于近似 GCD 问题 (2.1) 一般只可能

为这种情形。

如果 c = 1，我们可以记 V = (v1,1, . . . , v1,n(u), . . . , vn1(p),1, . . . , vn1(p),n(u))
T

并且将其中的元素重新组合成一个矩阵 B = (vi,j)n1(p)×n(u)。根据上面稀疏

Moment 矩阵定义中的结构和M1 = V V T 可以知道 vi1,j1vi2,j2 = vi1,j2vi2,j1 对于

任意 1 ≤ i1, i2 ≤ n1(p), 1 ≤ j1, j2 ≤ n(u) 成立，也即矩阵 B 的任意 2× 2 子矩阵

的行列式为 0，又因为 V 是非零向量所以 rank(B) = 1。此时我们可以知道得到

了全局最小值并且通过分解 B/γ2 = (p1, . . . , pn1(p))
T (u1,1, . . . , us,n(us)) 可以得到

一个全局最优点。
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如果 c > 1，我们还不知对于稀疏形式的半定规划 (2.18) 是否有类似于对于

稠密形式的半定规划 (2.3) 的平坦扩展条件的全局最优性充分判断条件。但是

我们可以假设得到了全局最优值（见注 3 中的说明）并用类似于 [13] 中的方法

尝试求出一些解 X∗(j)，然后对这些解应用 Gauss-Newton 迭代精化（见注 2 中

的说明）。如果某个 f(X∗(j)) 近似等于 r∗sos1，那么由 f(X∗(j)) ≥ r∗ ≥ r∗sos1 可以

知道我们得到了近似全局最优解。

下面详细描述我们的求解方法。假设达到全局最优解时

[γ2, V
T ]T [γ2, V

T ] = V ∗(V ∗)T , V ∗ = [η1mG(X∗(1)), . . . , ηcmG(X∗(c))].

记 V = [V1, . . . , Vn1(p)]
T 并且 V1, . . . , Vn1(p) 都有 n(u) 列。如果 n1(p) = n(p) + 1，

我们可以设矩阵 V0 = Vn1(p)；否则 n1(p) = n(p)，我们可以构造矩阵的随机线性

组合 V0 =
∑n(p)

i=1 θiVi 并且设其中 θi 对于所有目标解满足
∑n(p)

i=1 θipi = 1。我们

可以形成一个新矩阵 Ṽ = [V0, V1, . . . , Vn(p), γ2]
T，它的所有行对应于单项式向量

m(X) = (u1,1, . . . , us,n(us), p1u1,1, . . . , p1us,n(us), . . . , 1)T。

如果 rank(V0) = c，我们将使用列选主元的 Gauss 消去法将矩阵 Ṽ 转化为

如下列梯度形式的矩阵

U =




0

1

∗
0 1
...

...
. . .

0 0 · · · 1

∗ ∗ ∗ ∗




.

设U 中的所有主元（每列第一个非零元）对应于单项式基w = (ui1,k1 , . . . , uic,kc)
T，

那么所有解都满足方程组 m(X) = Uw，然后我们可以从矩阵 U 中分解出满足

piw = Niw, 1 = γT
3 w, i = 1, . . . , n(p) 的乘法矩阵 Ni 和向量 γ3。

同 [13] 中的方法一样，要计算共同特征值 pi(1), . . . , pi(c), i = 1, . . . , n(p)，

我们可以构造一个随机线性组合矩阵 N =
∑n(p)

i=1 λiNi 并且计算它的有序 Schur

分解 N = QTQT [4]，其中 Q = [q1, . . . , qc] 为正交矩阵并且 T 为上三角矩阵。

对于第 j = 1, . . . , c 个解，其部分变量由 pi = qT
j Niqj 得到，并且其余部分变量

u1,1, . . . , us,n(us) 可通过求解 Nw = Tj,jw, γT
3 w = 1 然后代入m(X) = Uw 得到。

对于近似 GCD 问题，余因式部分的变量也可以根据 (2.5) 计算得到。
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例 2.7. 给定两个多项式

f1(z) = z3 − z, f2(z) = 3z2 − 1

并且 k = 1, F = R。求解相应的半定规划 (2.17) 和其对偶问题 (2.18)，其中单项

式向量

mG(X) = [1, p1u1,1, p1u1,2, p1u1,3, p1u2,1, p1u2,2, u1,1, u1,2, u1,3, u2,1, u2,2]
T ,

我们可以得到最优值 r∗sos1 ≈ 0.0991769059 以及 rank(MG(y∗)) = rank(M1) = 2。

通过奇异值分解（SVD）我们可以计算得到 γ2 和 V = [V1, V2]
T。因为 rank(V2) =

2，所以我们可以将 Ṽ = [V2, V1, γ2]
T 列消去成 U 并求解相应的共同特征值问题

得到两个解中 p1 的值，对应的两个近似GCD为 z−0.5878795和 z+0.5878795，

相应的余因式为

u1 ≈ 1.0518891z2 + 0.7066490z − 0.4344338, u2 ≈ 2.9913164z + 1.7437641,

u1 ≈ 1.0518891z2 − 0.7066490z − 0.4344338, u2 ≈ 2.9913164z − 1.7437641.

应用 Gauss-Newton 迭代精化上面的数值结果，我们得到

f(X∗(1)) ≈ 0.0991769059, f(X∗(2)) ≈ 0.0991769059,

由于 f(X∗(1)) = f(X∗(2)) ≈ r∗sos1 可知得到了全局最优解。

2.3.3 关关关联联联结结结构构构稀稀稀疏疏疏性性性

在近似 GCD 问题的多项式最小化形式的半定规划 (2.2) 里

f(X) =
s∑

i=1

‖fi − p · ui‖2
2,

由此我们可以定义关联变量子集

X∆i
= {p1, . . . , pn(p)} ∪ {ui,1, . . . , ui,n(ui)}.

可以看出这些变量子集 X∆1 , . . . , X∆s 之间满足如下的运行相交性质：

对于 k = 1, . . . , s− 1

X∆k+1
∩

k⋃
j=1

X∆j
⊆ X∆i

, ∃ 1 ≤ i ≤ k,
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因此我们可以应用 [60, 30, 38] 中的稀疏平方和松弛（SOS relaxation）的方法，

然后得到如下的关联结构稀疏形式的半定规划

r∗sos2 := sup
r∈R,W1,...,Ws

r

s.t. f(X)− r =
s∑

i=1

m(X∆i
)T Wim(X∆i

),

Wi º 0, 1 ≤ i ≤ s,





(2.19)

其中 m(X∆i
) 为所有全次数小于等于 2 的单项式组成的列向量，实对称半正定

矩阵Wi 的行列数为
(

n(p)+n(ui)+2
2

)
。

同时应用 Newton 多面体稀疏性和关联结构稀疏性，我们可以得到如下的

稀疏形式的半定规划

r∗sos3 := sup
r∈R,W1,...,Ws

r

s.t. f(X)− r =
s∑

i=1

mGi
(X)T WimGi

(X),

Wi º 0, 1 ≤ i ≤ s,





(2.20)

其中mGi
(X) 为单项式 1 和 pjui,k, 1 ≤ j ≤ n1(p), 1 ≤ k ≤ n(ui) 组成的列向量，

实对称半正定矩阵Wi 的行列数为 1 + n1(p)n(ui)。

2.3.4 不不不同同同稀稀稀疏疏疏策策策略略略的的的比比比较较较

下面比较原多项式最小化问题 (2.1) 和半定规划 (2.2)，以及前面三种稀疏

形式的半定规划 (2.17),(2.19),(2.20)。它们的最优值之间有如下关系

r∗ ≥ r∗sos = r∗sos1 ≥ r∗sos2 ≥ r∗sos3.

三种稀疏形式的半定规划中所有半正定矩阵的元素个数和分别为

m1 = (1 + n1(p)n(u))2, m2 =
s∑

i=1

(
n(p)+n(ui)+2

2

)2
, m3 =

s∑
i=1

(1 + n1(p)n(ui))
2,

它们之间有如下关系

s ·m2 ≥ s ·m3 = s
s∑

i=1

(1 + n1(p)n(ui))
2 ≥ (s + n1(p)n(u))2 ≥ m1 ≥ m3.



22 近似多项式问题全局最优解的半定规划求解和平方和有理化验证

表 2.1: 不同稀疏策略之间的对比试验结果
f1 z(z + 1)2 (z + 1)2 z2

1 + 2z1z2 + z2
2 − 1

f2 (z − 1)(z + 1)2 + 0.1 z2 + 2z + 1.01 z2
1 + z1z2 − z2 − 1.01

k 2 1 1

r∗sos 9.3876e-4 3.3167e-5 3.8931e-5

size 785 442 3026

r∗sos1 9.3876e-4 3.3167e-5 3.8931e-5

size 170 82 362

r∗sos2 4.2616e-7 3.3167e-5 3.6525e-6

size 451 201 1569

r∗sos3 1.2123e-10 3.3167e-5 3.6502e-6

size 99 51 201

表 2.1 中显示了对三对多项式 f1 和 f2 的近似 GCD 问题的四种不同稀疏

策略的半定规划 (2.2),(2.17),(2.19),(2.20) 的计算结果。可以看出第一和第三种

稀疏形式的半定规划的规模相对非常小，但第三种稀疏形式的半定规划的计算

结果一般只是原问题的下界。

2.4 具具具体体体实实实现现现和和和例例例子子子

我在 Matlab 中使用半定规划软件包 SOSTOOLS [46]、YALMIP [34] 以及

SeDuMi [56] 中的函数和算法实现了前面描述的方法，并且在 Maple 中使用

Gauss-Newton 迭代来改进半定规划计算结果的精度。

在表 2.2 中，我们对 [3] 中的例子应用多种不同的数值方法求解并比较它们

的计算结果。其中第三到第五列分别为半定规划 (2.2),(2.7),(2.17) 的计算结果，

第六列为对半定规划的计算结果应用 Gauss-Newton 迭代精化后的结果，最后

一列为 [22] 中的 STLN 局部最优化方法的计算结果。

注 2. 在我们的试验里，Matlab 中的固定精度半定规划函数经常碰到数值问题

并且计算结果的精度不高。从表中可以看出，有时计算得到的下界 r∗sos 甚至比

相应的 STLN 方法得到的局部最小值还大，因此我们需要使用 Gauss-Newton

迭代来精化得到的全局最优解。实际试验中只需要很少的迭代就可以非常快地

得到精度很高的结果。



第二章 多项式近似最大公因式（GCD）问题 23

表 2.2: 文章 [3, Chin et al., 1998] 中例子的试验结果

di k polynomial rational poly. sparse Newton STLN

5,4 2 1.620473e-8 1.579375e-8 1.560388e-8 1.560294e-8 1.560294e-8

4,6 3 1.561803e-2 1.561770e-2 1.561754e-2 1.561754e-2 1.561754e-2

3,3 2 1.702596e-2 1.702596e-2 1.702596e-2 1.702596e-2 1.702596e-2

5,5 4 7.086761e-5 7.086331e-5 7.086312e-5 7.086311e-5 7.086311e-5

3,2,3 2 1.729192e-5 1.729175e-5 1.729175e-5 1.729175e-5 1.729175e-5

表 2.3: 随机生成例子的试验结果

n di k rational or poly. sparse Newton STLN

1 65,65 1 7.85073312e-6 7.84895293e-6 7.84895293e-6

20,20 1 8.77479920e-6 8.72559736e-6 8.72559736e-6

19,19 2 6.90363904e-5 6.88055540e-5 6.88055540e-5

15,16 3 5.40141468e-5 5.40041186e-5 5.40041186e-5

15,15 4 2.03530157e-4 2.03408558e-4 2.03408558e-4

14,14 5 1.61530926e-4 1.61402027e-4 1.61402027e-4

13,14 6 3.20576318e-4 3.20568077e-4 3.20568077e-4

13,14 7 1.01396122e-4 1.01208845e-4 1.01208845e-4

13,13 8 2.71981668e-4 2.71825700e-4 2.71825699e-4

10,10 5 1.08249380e-4 1.08207747e-4 1.08207747e-4

6,4 3 1.13839852e-2 1.13839851e-2 1.13839851e-2

3,3 2 1.32223417e-5 1.32185834e-5 1.32185834e-5

3,2 2 5.07694667e-3 5.07694668e-3 5.07694668e-3

2,2 1 1.04706956e-4 1.04706621e-4 1.04706621e-4

2 5,5 1 4.28360491e-4 4.28336831e-4 4.28336831e-4

4,5 2 7.44701587e-4 7.44633647e-4 7.44633647e-4

4,5 3 4.94579319e-6 4.94240926e-6 4.94240926e-6

5,5 4 1.20576057e-5 1.20467080e-5 1.20467080e-5

3,3 2 4.09496306e-6 4.09320783e-6 4.09320783e-6

3,2 2 3.51277009e-4 3.51276829e-4 3.51276829e-4
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表 2.3 是我们用和 [22] 中一样的方法生成的随机例子的试验结果，其中第

一个例子是使用半定规划 (2.7) 并且其他例子是使用半定规划 (2.17) 求解的。

对于这些随机例子，求得的Moment 矩阵的秩都是 1 并且得到了全局最优解。

注 3. 在表 2.2 和表 2.3 中，通过 STLN 方法 [22] 得到的计算结果近似等于求解

半定规划和 Gauss-Newton 迭代的计算结果。但是正如例 2.4 中所显示的那样，

对于不同的初始值 STLN 方法可能会不收敛于全局最优解。而在这些例子中求

解相应的半定规划得到的Moment 矩阵的秩都是 1 并且保证计算结果是全局最

优解。

一般求解半定规划得到的计算结果是原问题的下界。对于近似 GCD 问题

以及一些其他问题，我们在 [19] 中给出了一个通过有理化半定规划得到的数值

平方和来精确验证下界的有效算法。



第第第三三三章章章 多多多项项项式式式近近近似似似因因因式式式分分分解解解问问问题题题

3.1 前前前言言言

设域 F 为实数域 R 或复数域 C，对于多变元多项式 q ∈ F [z1, . . . , zs]，计算

最小的扰动使得扰动多项式可约的近似因式分解问题可以表示为

r∗ := min
q̃

‖q − q̃‖2
2

s.t. q̃可约,



 (3.1)

其中多项式 q̃ ∈ F [z1, . . . , zs]的全次数（total degree）满足 tdeg(q̃) ≤ t = tdeg(q)。

已有的计算实或复系数多项式的最近可约多项式的有效算法可以参见 [7, 21]

和其中的参考文献。类似于第二章里的多项式近似最大公因式问题，近似因式

分解问题同样可以转化成多种不同形式的多项式或有理函数最小化问题。这里

我们考虑应用平方和（Sums Of Squares）[42, 44, 39] 和Moment 方法 [29] 将多

项式或有理函数最小化问题转化成稠密或稀疏形式的半定规划（Semidefinite

Programming）[37, 57, 62] 求解并得到全局最优解或下界 [18]。

3.2 固固固定定定因因因式式式次次次数数数的的的近近近似似似因因因式式式分分分解解解问问问题题题

给定整数 1 ≤ k < t，计算距离多项式 q 最近的有 k 次因式的多项式的近似

因式分解问题可表示为

min
u1,u2

‖q − u1 · u2‖2
2 (3.2)

其中因式 u1, u2 ∈ F [z1, . . . , zs] 的全次数满足 tdeg(u1) = k, tdeg(u2) = t − k。

如果要求解问题 (3.1) 并得到多项式 q 的不可约半径
√

r∗ [20]，需要对所有的

1 ≤ k ≤ b t
2
c 求解问题 (3.2)。

问题 (3.2) 可看作多项式近似 GCD 问题 (2.1) 中只有一个多项式的情形，

使用待定系数法将其转化为多项式最小化问题 minξ∈Rn f(ξ)，可知 F = R 时
n =

(
s+k

s

)
+

(
s+t−k

s

)
并且 F = C 时 n = 2

(
s+k

s

)
+ 2

(
s+t−k

s

)− 1（见注 1）。同样地

应用 [42, 29] 中的方法将该多项式最小化问题转化成半定规划求解，其稀疏性

和近似 GCD 问题也一样。

25
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表 3.1: 多项式近似因式分解问题的试验结果

s t k, t− k rational poly. sparse Newton

f1 2 2 1,1 6.84663283e-4 6.84663368e-4 6.84663291e-4

f2 2 5 1,4 2.94779281e-1 2.94778174e-1 2.94778174e-1

2,3 4.13702070e-4 4.13701810e-4

f3 2 3 1,2 4.06628630e-2 4.06628630e-2 4.06628630e-2

记 q,u1,u2分别为 q, u1, u2的系数向量并且A = A(u1)为相应的卷积矩阵，

同样类似于 (2.4) 将问题 (3.2) 写成矩阵向量表示的形式 minu1,u2 ‖q − Au2‖2
2

并且类似于 (2.6) 将其转化为有理函数最小化问题

min
u1

(q∗q− q∗A(A∗A)−1A∗q). (3.3)

该有理函数形式也可以看作 [16] 中双变元情形的推广，同样地可应用 [39] 中的

平方和方法将其转化为半定规划求解。

例 3.1. 给定三个多项式

f1 = (z1 + z2 + 1)(z1 − 2z2 + 1) + 0.1z1,

f2 = (z2
1 + z1z2 + 2z2 − 1)(z3

1 + z2
2z1 − z2 + 7) + 0.2z1,

f3 = (z2
1 + 3z2

2 + 4z1 + 1)(z1 − 2z2 − 1) + 0.1z3
1 + 0.2z2

2 + 0.3z1z2,

并且 F = R，其中 f2 是 [20] 中的第三个例子并且出自 [36]。表 3.1 为求解近似

因式分解问题 (3.2) 转化成的有理函数形式的半定规划 (2.7) 和多项式稀疏形式

的半定规划 (2.17) 的计算结果，以及用 Gauss-Newton 迭代精化后的计算结果。

同 [21] 中的 SVD+Gauss-Newton 算法相比较结果一致，说明求得了全局最优

解。对于 f2 在 k = 2 时，问题对应的有理函数复杂的无法求得，但使用多项式

稀疏形式的半定规划 (2.17) 可以求解并且得到近似因式分解

u1 ≈ −0.4995510020 + 0.9999999483z2 + 0.01508424336z1 − 0.001851829728z2
2

+ 0.4993139380z2z1 + 0.4980546263z2
1 ,

u2 ≈ 14.01307538− 1.975808855z2 + 0.02696536291z1 − 0.007358241803z2
2

− 0.01060870629z2z1 − 0.04118078726z2
1 − 0.0008349554328z3

2

+ 2.008251357z2
2z1 − 0.01747658780z2

1z2 + 2.022755708z3
1 .
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3.3 分分分解解解成成成多多多个个个因因因式式式的的的近近近似似似因因因式式式分分分解解解问问问题题题

在 [20, 7, 21] 中推广应用了 [52, 53, 6] 中判定多变元多项式不可约性的事

实，描述如下

定理 3.1. 非常数多变元多项式 q ∈ C[z1, z2, . . . , zs]的重次数记为 (d1, d2, . . . , ds)，

即 degzi
(q) = di。若 gcd(q, ∂q

∂z1
) = 1，则 q 在复数域 C 上可约当且仅当存在不全

为零的多项式 p1, p2, . . . , ps ∈ C[z1, z2, . . . , zs] 成立

∂

∂zi

(
p1

q

)
=

∂

∂z1

(
pi

q

)
, i = 2, . . . , s,

其中多项式 p1, p2, . . . , ps 的次数满足

deg(p1) ≤ (d1 − 2, d2, . . . , ds),

deg(pi) ≤ (d1, d2, . . . , di − 1, . . . , ds), i = 2, . . . , s.

将上面所有等式展开后得到一个关于多项式 p1, p2, . . . , ps 的系数向量 x 的齐次

线性方程组 R(q)x = 0，其中矩阵 R(q) 叫做 Ruppert 矩阵。如果 q 在复数域 C
上可分解成 r 个不可约因式的乘积，那么矩阵 R(q) 的亏秩为 r − 1（组合系数

向量 x 的空间维数）。

对于复数域 C 上求解离多变元多项式 q 最近的至少可分解成 r 个因式乘积

的多项式的近似因式分解问题，我们利用以上事实可以将其表示为如下带限制

条件的多项式最小化问题

min
∆q,Q

‖∆q‖2
2

s.t. R(q + ∆q)Q = 0,

QHQ = Ir−1.





(3.4)

类似于近似GCD情形 [22]，该问题的最优解不一定能够产生一个可因式分解的

多项式，因为最优解 q + ∆q 可能有更低的次数或者有一个重数大于 2 的因式。

问题 (3.4) 是一个带二次等式限制条件的二次多项式最优化问题。我们

可以用基于 Lagrange 乘数法的 STLS 算法来求解，也可以类似于多项式近

似 GCD 问题，应用文章 [29] 中的方法将其转化为半定规划(2.14) 求解。对比

SVD+Gauss-Newton 和 STLS 方法 [21]，用半定规划求得的结果被验证为问题
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的下界（带一些浮点误差）。问题 (3.4) 的一阶的 Lasserre 松弛 (2.14) 的最优解

总是 0，因此需要更高阶的松弛。类似于近似 GCD 问题，我们也可将近似因式

分解问题 (3.1)（即 (3.4) 中 r = 2 的情形）转化为如下随机问题

min
∆q,x

‖∆q‖2
2 + ρ‖x‖2

2

s.t. R(q + ∆q)x = 0,

vT x = 1,





(3.5)

其中 ρ 为一个很小的数并且 v 是一个随机向量。从该问题的一阶 Lasserre 松弛

计算结果可以得到一些信息。类似于 [22]，我们也可以选择矩阵 R 的一列作为

向量 b，其他列作为矩阵 A，并且将限制条件替换为 Ax = b。



第第第四四四章章章 多多多项项项式式式平平平方方方和和和（（（SOS）））有有有理理理化化化精精精确确确验验验证证证方方方法法法

4.1 前前前言言言

在很多实际问题中需要得到问题精确的下界，而在一般多项式或有理函数

最小化问题 (1.1)的半定规划的求解中，因为计算的数值结果存在浮点数舍入误

差并且全局最优解可能是代数数 [40]，所以计算结果只是近似的满足平方和等

式 (1.2)。对于半定规划计算结果中的浮点精度问题，我们考虑引入精确的符号

计算方法比如有理化方法使得等式 (1.2) 精确成立。因为全局最优解可能是代

数数，所以我们将只是检验一个邻近的有理下界 r̃ / r, r̃ ∈ Q。一般我们假设问
题 (1.1)中多项式的系数是精确表示的有理数或者可以转化为有理数的小数，实

际上对于系数中存在有精确表示的非有理代数数的情形也是可行的（见注 5）。

因为精确有理化方法对于初始输入的容错性很高，所以我们在半定规划求解中

可以采取更大稀疏性和一些启发式方法而不用太关注返回的结果，甚至可以不

用半定规划而直接用 Newton 迭代就能得到一个近似的数值平方和等式。同样

不同于 Rump 和 Villard 的完全分析并且合法的数值方法（参见 [59] 和其中的

参考文献），我们的范式允许没有严格理论保证的数值方法和低精度浮点数。

考虑一般多项式或有理函数最小化问题 (1.1) 的无限制条件情形

min
ξ∈Rn

f(ξ)

g(ξ)
, (4.1)

通过平方和（Sums Of Squares）和Moment 方法 [42, 29, 44, 17, 39] 将其转化成

半定规划

r∗ := sup
r∈R,W

r

s.t. f(X)− rg(X) = md(X)T Wmd(X),

W º 0,





(4.2)

其中 md(X) 为所有全次数小于等于 d = dmax(tdeg(f),tdeg(g))
2

e 的单项式组成的列
向量，实对称半正定矩阵W 的行列数为

(
n+d

n

)
并且半定规划展开后有

(
n+2d

n

)
个

等式限制条件。

29
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在无限制条件情形，寻找有理平方和分解 (1.2) 的问题等价于寻找满足半

定规划 (4.2) 的有理对称半正定（PSD）矩阵W（见 (4.11)）。受 Peyrl 和 Parillo

在 [45] 中的有理化投影方法启发，我们将求解半定规划 (4.2) 计算得到的数值

矩阵W 作为初始值，不同的是我们随后用 Newton 迭代方法来精化矩阵W，然

后将 r∗ 减小为一个有理下界 r̃，将矩阵W 转化为一个有理矩阵并且将其投影

到如下仿射线性超平面上（对比 (4.2) 中的限制条件）

X = {A | AT = A, f(X)− r̃g(X) = md(X)T · A ·md(X)}. (4.3)

实际上投影等价于精确地求解一个有理最小二乘问题 (4.9)。记投影在 X 上的
矩阵为 W̃，如果 W̃ 是半正定的，那么可以得到精确的有理平方和等式并验证

了下界 r̃；如果 W̃ 不是半正定的，那么我们可以增加精度或进一步减小 r̃ 并且

重试。因为最优解W 在一个邻域内保持半正定性质 [45, 命题 3.1]，所以使用足

够多的位数总是可以得到一个有理半正定矩阵。通过探索半定规划 (4.2) 中的

稀疏性 [47, 28, 43, 60, 30, 38, 32] 可以将其中的限制条件替换为

f(X)− rg(X) = mG(X)T WmG(X), W º 0, (4.4)

并且降低精确验证问题的大小规模（见 2.3.1 和 4.4.2）。

我们对多项式近似最大公因式问题、多项式近似因式分解问题和 Siegfried

Rump 的模型问题 [51, 50] 应用了上面的精确验证策略。我们的方法也可以用

来产生多项式的精确有理平方和分解。在试验中，验证得到的下界十分接近于

求得的上界。只需片刻的计算我们就验证了近似 GCD 问题 [22, 例 4.2] 的一个

精确到小数点后 5 位的下界，这说明相应的病态 Sylvester 矩阵的结构是良好

的。我们也只需很短的时间就验证了例子 [20, 例3] 的不可约半径，并且求得

了 [5] 中一个多项式“Vor1” (4.13) 及它关于变量 u 的判别多项式的精确平方

和分解，对这几个以前难以求解的例子甚至比已有的数值或符号算法都要好。

对于 Rump 的模型问题 (4.14) 的最优值 µn，我们精确验证到了 n = 14 时的下

界并通过半定规划和 Newton-Lagrange 迭代方法 [1]（见 1.2.3）至少可以得到

n = 63 时的上界。在 n = 14 时我们计算得到 1.62 · 1011 < 1
µ14

< 3.12 · 1011，同

时Mignotte 的下界 (4.16) [35] 为 1
µn
≤ (

2n−2
n−1

)2
=

(
26
13

)2 ≈ 1.08 · 1014，在实际计

算 µ14 的下界时精度受固定精度半定规划软件的限制。接下来我们将详细阐述

怎样扩展 [45] 中的方法到有理平方和精确验证上，我们也探索了从一个和 W

相同秩的随机对称半正定矩阵开始的可能性。不用半定规划，我们成功地验证

了 Rump 问题直到 n = 10 的下界。
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X

转化为有理矩阵

Newton 迭代
WNewton

WSDP

投影到超平面

对称半正定矩阵锥

W̃

图 4.1: 平方和有理化过程

4.2 平平平方方方和和和的的的产产产生生生和和和有有有理理理化化化技技技术术术

半定规划 (4.2) 可以用软件包 SOSTOOLS [46]、YALMIP [34] 和 SeDuMi

[56] 中的算法快速求解。但是因为它们都是固定精度软件Matlab 中的软件包，

所以我们只是得到了一个数值的半正定矩阵W 和浮点数 r∗，它们近似满足

f(X)− r∗g(X) ≈ md(X)T ·W ·md(X), W v 0, (4.5)

这里 r∗ 是 (4.1)的近似下界。在一些实际应用比如 Rump的模型问题 (4.14)中，

由于数值误差，计算得到的下界甚至可能比上界大（见表 4.1）。这些促使我们

考虑怎样用精确线性代数工具来验证半定规划计算得到的下界。

我们说下界 r̃ 被验证即存在精确半正定矩阵 W̃ 满足如下条件

f(X)− r̃g(X) = md(X)T · W̃ ·md(X), W̃ º 0. (4.6)

接下来，我们首先使用 Gauss-Newton 迭代来精化近似满足 (4.5) 的 r∗ 和 W，

然后计算有理数 r̃ 和满足 (4.6) 的精确有理对称半正定矩阵 W̃。图 4.1 中显示

了我们的平方和有理化方法的过程。

4.2.1 半半半定定定规规规划划划和和和 Newton 迭迭迭代代代

记 θ 为后向误差

θ = ‖f(X)− rg(X)−md(X)T ·W ·md(X)‖,

其中浮点数 r 可以通过求解半定规划 (4.2) 或其他局部最优化方法 [8, 21] 计算

得到，但为了产生一个令人满意的验证下界，从一个比较接近最优解的下界 r∗

开始很重要。
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对于给定的 r∗，近似的对称半正定矩阵W 可以通过求解如下的半定规划

得到

inf
W

Trace(W )

s.t. f(X)− r∗g(X) = md(X)T Wmd(X),

W º 0.





(4.7)

这里我们使用矩阵W 的迹 Trace(W ) 作为目标函数，在无目标函数的问题转换

成半定规划时一般使用这种技术。

我们将半正定矩阵W 分解并且得到近似的平方和展开

f(X)− r∗g(X) ≈
k∑

i=1

(
∑

α

ci,αXα)2 ∈ R[X], (4.8)

这里 k 为矩阵W 的秩。由半定规划的对偶性和Moment 理论可以知道矩阵W

的亏秩一般对应于全局最优解的个数。在一些应用中，如果已知全局最优解的

个数，那么 k 也就知道了。对于 Rump 的模型问题 (4.18)，矩阵W 的亏秩在 n

为偶数时为 1 并且在 n 为奇数时为 2。给定一个公差，我们可以通过对矩阵W

的奇异值分解（SVD）来计算秩 k。

我们对关于 ci,α 的平方和形式的目标函数

‖f(X)− r∗g(X)−
k∑

i=1

(
∑

α

ci,αXα)2‖2
2

应用 Gauss-Newton 迭代计算 ∆ci,αXα 使其满足

f(X) − r∗g(X) =
k∑

i=1

(
∑

α

ci,αXα + ∆ci,αXα)2 + O(
k∑

i=1

(
∑

α

∆ci,αXα)2)

并将矩阵W 更新为W + ∆W。当 θ 比一个给定的公差 τ 小的时候停止迭代。

如果 θ 经过几步迭代后仍然比给定的公差 τ 大，我们可以增加半定规划以及

Gauss-Newton 迭代计算中的精度或者使用更小的 r∗ 并且重新尝试计算。

单项式向量md(X)中单项式Xα的个数为
(

n+d
d

)
并且相应的Gauss-Newton

迭代的计算量非常大，所以一般必须探索半定规划 (4.2),(4.7) 中的稀疏性并且

使用 (4.4) 中的稀疏单项式向量 mG(X)。幸运地，对于很多由近似多项式计算

产生的最优化问题，稀疏性可以通过分析 Newton 多面体来发现（参见 2.3.1），

在 4.4.2 我们显示了 Rump 的模型问题 (4.18) 中的稀疏性。
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注 4. 通过指定一些限制条件比如秩、稀疏性，我们可以随机地构造对称

半正定矩阵 W，但是如果相应的后向误差 θ 很大，我们可能需要很多次的

Gauss-Newton 迭代来减少 θ 使其小于 τ。

4.2.2 平平平方方方和和和有有有理理理化化化算算算法法法

文章 [45] 中介绍了通过使用 Macaulay 2 软件包从一个有理系数非负多项

式的数值平方和分解开始计算其精确的平方和分解的方法，我们推广了其中的

方法并且可以对多项式 f(X) − r̃g(X) 构造一个精确多项式平方和分解，这样

就验证了 r̃ 为有理函数最小化问题 (4.1) 的下界。

假设经过 Gauss-Newton 迭代精化后的矩阵 W 满足 ‖f(X) − r∗g(X) −
md(X)T ·W ·md(X)‖ < τ。我们由 r∗ 得到一个邻近的有理数 r̃ / r∗，然后将W

转化成一个有理矩阵并将其正交投影到 (4.3) 中超平面 X 上得到有理矩阵 W̃。

投影等价于求解下面的最小二乘问题

min
W̃

‖W − W̃‖2
F

s.t. f(X)− r̃g(X) = md(X)T W̃md(X),



 (4.9)

而它等价于求解一些更小的最小二乘问题

min
W̃

∑
α

∑

β+γ=α

(Wβ,γ − W̃β,γ)
2

s.t. fα − r̃gα =
∑

β+γ=α

W̃β,γ.





(4.10)

对所有 α 求解问题 (4.10) 得到有理矩阵 W̃，然后计算精确 LTDL 分解 [11]

f(X)− r̃g(X) = md(X)T · W̃ ·md(X)

= md(X)T · LT ·D · L ·md(X),

=
∑

i

Di,i(Li ·md(X))2,





(4.11)

其中 Di,i 为对角矩阵 D 的第 i 个对角元素并且 Li 是 L 的第 i 行。可以看出 W̃

的半正定性等价于 D 的所有对角元素都是非负的。如果 W̃ 不是半正定矩阵，

即矩阵 D 的一个对角元是负的，我们可以减少 r̃ 或者增加 Gauss-Newton 迭代

的次数并重复前面的计算过程。在实际试验中，我们通常选取 ρ ∈ [0.1 · θ, 0.5 · θ]
并减少 r∗ 为 r̃ = r∗ − ρ，根据经验此时得到的矩阵 W̃ 一般是半正定矩阵。
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注 5. 验证的一个关键性质是可以只用有理算术来计算矩阵 W̃ 的 LTDL 分解。

从 f(X)− r̃g(X) =
∑

i(
√

Di,i · Li ·md(X))2 可以看出虽然得到的平方和分解是

精确的，但其中却不一定是有理多项式。如果所有系数是有理数，那么必存在

一个有理平方和 [14]，但在我们的验证中并不一定需要具体的分解。如果 f 和 g

的系数是在一个精确（不是必须完全的）实代数扩域K = Q[η]/(ϕ(η)) 上，其中

ϕ(η) ∈ Q[η] 并且符号 η 表示 ϕ 的一个指定实根，验证可通过 K 上的算术运算

以同样的方式精确地检验。注意 r̃ 仍然在有理数域 Q 中选取。

算算算法法法：：：下下下界界界检检检验验验

输入：I f(X1, . . . , Xn), g(X1, . . . , Xn) ∈ Q[X1, . . . , Xn]：目标多变元有理函数

的分子和分母。

I r∗（可选）：最小化问题的近似最小值。

I τ ∈ R>0：给定公差。

输出：I r̃：待验证下界。

1. Gauss-Newton 迭代精化

(a) 得到一个近似半正定矩阵W 或平方和分解。

情形 1 用半定规划计算W：

A. 如果给定 r∗，用半定规划 (4.7) 计算W 使其近似满足 (4.5)；

否则，用半定规划 (4.2) 计算 r∗ 和W 使其近似满足 (4.5)。

B. 计算W 的数值秩 k 并探索平方和中的稀疏结构。

情形 2 不用半定规划计算W：

随机构造满足秩条件和给定稀疏结构的对称半正定矩阵W。

(b) 应用 Gauss-Newton 迭代方法精化 (4.8) 并且计算 θ。

(c) 如果 θ < τ，那么得到精化后的矩阵W；

否则，减小 r∗ 并且回到步骤 1(a)A。

2. 计算精确平方和分解

(a) 将 r∗ 减少为有理数 r̃ 并且将W 转化为有理矩阵。

(b) 通过求解 (4.9) 计算得到有理矩阵 W̃。

(c) 检查矩阵 W̃ 是否半正定。如果是，返回 r̃；否则选择 ρ ∈ [0.1·θ, 0.5·θ]，
令 r̃ = r∗ − ρ 并返回步骤 2b。
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注 6. 我们的思想是，对于尽可能接近 r∗ 的有理数 r̃，通过有理化投影方法尝试

获得半正定的有理对称矩阵 W̃ 并且验证 r̃ 为下界。我们在应用 Gauss-Newton

迭代精化W 时采用 r∗（或稍小一些的值）而在投影时使用甚至更小的 r̃，因为

在迭代精化时直接使用验证目标 r̃ 容易使求得的W 距离半正定矩阵锥的边界

太近而有理化投影验证不易成功。

4.3 应应应用用用和和和例例例子子子

4.3.1 多多多项项项式式式近近近似似似最最最大大大公公公因因因式式式问问问题题题

多项式近似最大公因式问题 (2.1) 可以通过多种不同方式转化成多项式或

有理函数最小化问题，应用平方和方法并且探索其中的稀疏性可以将其转化成

半定规划求解，具体介绍参见第二章或者 [31, 32] 以及其中的参考文献。我们也

可以通过 STLN [22] 等局部算法得到近似 GCD 问题的局部最小值 r∗，然后应

用我们的精确下界验证算法。实际试验中，我们可以有效地验证较好的下界 r̃。

例 4.1 (例 4.2 [22]). 给定两个多项式

1000z10 + z3 − 1, z2 − 1

100
.

对于它们的近似 GCD 问题，我们用 STLN 方法计算得到的局部最小值为

r∗ = 0.0421579164 . (4.12)

我们用半定规划 [32] 也得到了同样的值。然后我们将 r∗ 减去 4 × 10−8 得到

r∗ = 0.0421578636 并且尝试验证下界。将近似 GCD 问题转化为有理函数最小

化问题，有理函数的分子和分母 f(X), g(X) ∈ Q[X] 可以从 [27, 15, 32] 中的形

式得到，参见 2.2.2。

我们通过求解半定规划 (4.2)计算得到矩阵W 并且其中 dim(md(X)) = 13，

然后求得

θ = ‖f(X)− r∗g(X)−md(X)T ·W ·md(X)‖
= 1.9430e-7.

情形 1：不使用 Gauss-Newton 迭代，我们减少 r∗ 到有理下界

r̃1 = 1414583 · 2−27 ≈ 0.0421578586 .
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我们的 SDP-SOS 算法用了 0.02 秒1 求解 (4.9) 并且得到了有理矩阵 W̃，

其中在 Maple 11 下精确计算求解时 Digits:=20。通过 LTDL 分解我们发

现 W̃ 是一个半正定矩阵

f(X)− r̃1g(X) = md(X)T · W̃ ·md(X) ≥ 0,

因此 r̃1 被验证为问题的下界。

情形 2：应用 Gauss-Newton 迭代，误差减少到

θ = ‖f(X)− r∗g(X)−md(X)T ·W ·md(X)‖
= 1.8140e-13.

我们减少 r∗ 到有理下界

r̃2 = 45266661 · 2−30 ≈ 0.0421578633 .

我们的 SDP-SOS 算法用了 47.6 秒得到了有理半正定矩阵 W̃ 并且 r̃2 也

被验证为是问题的下界。

比较两种情形可知 r̃2 比 r̃1 更好些。因此我们将 r̃ = r̃2 作为该问题的验证下界，

并且知道 STLN 方法 [22] 计算得到的局部最小值为近似全局最小值。

注意在 [22] 中我们已经通过区间算术最小化 [63] 验证了值 (4.12) 的全局最

优性。最小值的验证很重要，因为例 4.1 的 Sylvester 矩阵是非常病态的并且与

奇异性的结构距离很大，这是在我们之前已经研究了很多的一个现象 [2, 33]。

4.3.2 多多多项项项式式式近近近似似似因因因式式式分分分解解解问问问题题题

类似于多项式近似 GCD 问题，近似因式分解问题 (3.2) 也可以转化成多项

式或有理函数最小化问题并应用半定规划求解，具体介绍参见第三章或者 [18]

以及其中的参考文献。在 [18] 中指出，如果不探索半定规划 (4.2) 中的稀疏性，

甚至很难验证 [20] 中的例 3（出自 [36, 例 1]）的下界，而关于稀疏性的探索可

以参见 2.3 [32]。实际试验中，我们可以有效的验证近似因式分解问题的下界 r̃，

也即不可约半径。

1
所有时间是在一台带 9GB 内存的 4 CPU (3GHz Xeon) MacPro 电脑和 Linux 2.6.22-14 (Ubuntu) 系统下计算

得到的。
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例 4.2 (例 3 [20]). 给定多项式

(z2
1 + z2z1 + 2z2 − 1)(z3

1 + z2
2z1 − z2 + 7) +

1

5
z1,

我们将验证该多项式的近似因式分解问题的下界。在因式次数 k = 1, 2

时，求解稀疏形式的半定规划 (2.17) 计算得到的全局最小值 r∗ 分别是

0.2947781736518 和 0.000413702070。在 [21, Table 1, Example 1] 中给出的上

界是 0.00041370181014226，它比半定规划的计算结果小。相应的目标函数

f(X) ∈ Q[X] 可以从 (3.2)（也可见 [32]）中得到。

在 k = 1 时，我们可通过求解稀疏形式的半定规划 (2.17) 计算得到矩阵W

并且 dim(mG(X)) = 46，然后得到

θ = ‖f(X)− r∗ −mG(X)T ·W ·mG(X)‖ = 1.06591917e-11.

不使用 Gauss-Newton 迭代，我们减少 r∗ 到有理数

r̃ = 633031307 · 2−31 ≈ 0.2947781733237

并且在Maple 11 中精确计算求解 (4.9) 得到有理矩阵 W̃。通过 LTDL 分解我们

发现 W̃ 是一个半正定矩阵

f(X)− r̃g(X) = mG(X)T · W̃ ·mG(X) ≥ 0.

因此 r̃ 被验证为问题的下界，并且求解稀疏形式得半定规划 (2.17) 计算得到的

局部最小值是近似全局最优解。算法验证下界用了 0.56 秒。

在 k = 2 时，我们可通过求解稀疏形式的半定规划 (2.17) 计算得到矩阵W

并且 dim(mG(X)) = 61，然后得到

θ = ‖f(X)− r∗ −mG(X)T ·W ·mG(X)‖ = 1.04543742e-11.

不使用 Gauss-Newton 迭代，我们减少 r∗ 到有理数

r̃ = 111052 · 2−28 ≈ 0.000413700938

并且在Maple 11 中精确计算求解 (4.9) 得到有理矩阵 W̃。通过 LTDL 分解我们

发现 W̃ 是一个半正定矩阵

f(X)− r̃g(X) = mG(X)T · W̃ ·mG(X) ≥ 0.
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因此 r̃ 被验证为问题的下界，使用近似因式分解方法计算得到的局部最小值是

近似全局最优值。算法验证下界用了 2.56 秒。就平方和分解中平方的数目来说

这是我们最大的验证，其中有理数的分子和分母最大有 1132 位。

http://www4.ncsu.edu/~kaltofen/software/certif/factor_SOS.txt.

4.3.3 多多多项项项式式式精精精确确确平平平方方方和和和分分分解解解

任意给定一个有理系数多项式，通过对它的最小化问题应用平方和松弛方

法转化成一个半定规划求解，我们可以得到它的一个下界以及相应的数值平方

和分解。应用我们的精确下界验证方法可以得到一个精确的有理平方和分解。

通过探索多项式中的 Newton 多面体稀疏性 [47, 28] 可以大大减少相应的半正

定矩阵的大小，试验显示我们的方法十分有效。

例 4.3. 考虑文章 [5] 中的非负多项式“Vor1”（也可见 Safey El Din 在 ISSAC

2008 会议中的文章）

16a2(α2 + 1 + β2)u4 + 16a(−αβa2 + axα + 2aα2 + 2a + 2aβ2 + ayβ

− αβ)u3 + ((24a2 + 4a4)α2 + (−24βa3 − 24aβ − 8ya3 + 24xa2 − 8ay)α

+ 24a2β2 + 4β2 − 8βxa3 + 4y2a2 + 24yβa2 − 8axβ + 16a2 + 4x2a2)u2

+ (−4αa3 + 4ya2 − 4ax− 8aα + 8βa2 + 4β)(β − aα + y − ax)u

+ (a2 + 1)(β − aα + y − ax)2 (4.13)

我们要验证该多项式的下界。在Matlab中用YALMIP [34]软件包来计算对应的

半定规划并探索相应的Newton多面体稀疏性。我们可以得到 dim(mG(X)) = 19

并且矩阵W 的秩为 3。应用 Gauss-Newton 迭代和有理正交投影，我们验证了

0 是下界并且该多项式可写成 3 个多项式的平方和，即

16(au + au2)2 + (ay + aβ + 2auy + 4aβu− a2x− a2α + 4aβu2 − 2a2αu)2

+ (y + β + 2βu− ax− aα− 2aux− 4aαu− 4aαu2)2

我们的算法（YALMIP 求解数值平方和+Gauss-Newton 迭代+有理正交投影）

总共花费了不到 2 秒的时间就得到了上面的精确平方和分解形式。

多项式“Vor1”关于变量 u 的判别式“Vor2”是一个有 253 个单项式的 18

http://www4.ncsu.edu/~kaltofen/software/certif/factor_SOS.txt
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次多项式，我们的算法用了总共不到 10 秒就得到了它的多项式平方和分解

(−aβ3x+2a4α2y2+4a4β2x2−2aβx−4a4+a6α2+a4y2+a2x2−4a2+4a5βx−a5α3y

+a5α2βx+a3βxy2+a3αx2y+aαβ2y−2a5αy−a3βx3−a3αy3+2a2β2x2+4a2α2y2+β2

−6a2αβxy+4aαy−6a4αβxy)2+(−aβ2y+4ay+4a2α+4a3y+4a4α−a3y3−a6α3

−6a2βxy−6a3αβx−4a4βxy−4a5αβx+4a2αy2−a2αβ2−a3x2y+4a3α2y+a4αy2

−a4αx2+a5α2y)2+(−4a2β−4a3x−4a4β+a3x3−4a5x+4aαβy+4a2αxy+6a3αβy

+6a4αxy+β3−aβ2x+a2βy2−a2βx2+a3xy2−4a3β2x−4a4βx2+a4α2β+a5α2x)2

+
1

7
(−a2β2xy+a2αβy2−a3βx2y+a3αxy2−a3αβ2x+a3α2βy−a4αβx2 +a4α2xy

+ 14aβy + 14a2xy + 14a2αβ + 13a3βy + 14a3αx + 13a4xy + 13a4αβ + 13a5αx)2

+
27

7
(a2β2xy−a2αβy2 +a3βx2y−a3αxy2 +a3αβ2x−a3α2βy +a4αβx2−a4α2xy

+ a3βy + a4xy + a4αβ + a5αx)2.

4.4 Siegfried Rump 的的的模模模型型型问问问题题题的的的求求求解解解和和和下下下界界界验验验证证证

在这一部分，我们使用稀疏平方和松弛方法将 Rump 提出的一个模型问题

转化成半定规划求解并使用 Newton-Lagrange 方法来精化得到的全局最优解。

此外我们使用前面的有理化精确验证方法验证问题的下界。

4.4.1 问问问题题题的的的数数数学学学背背背景景景

Rump 的模型问题 [51, 50] 为如下最小化问题

µn = min{‖PQ‖2 | P,Q ∈ R[z], deg(P ) = deg(Q) = n− 1,

‖P‖ = ‖Q‖ = 1}. (4.14)

对于一个非奇异线性方程组 Aξ = b，我们记它的 Toeplitz 条件数为 κToep(A, ξ)，

它刻画了 ξ 关于矩阵 A 的无限小 Toeplitz 结构扰动和向量 b 的扰动的敏感性。

文章 [49] 中证明了 Toeplitz 条件数和无结构条件数的比满足

κToep(A, ξ)

κ(A, ξ)
= α

‖A−1JΨξ‖
‖A−1‖‖ξ‖ ≥

1√
n

σmin(Ψξ)

‖ξ‖ ,
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其中矩阵 Ψξ 为

Ψξ :=



ξ1 . . . ξn

. . .

ξ1 . . . ξn


 ∈ Rn×(2n−1),

J ∈ Rn×n 是将 (1, . . . , n)T 映射到 (n, . . . , 1)T 的置换矩阵并且 1√
n
≤ α ≤ √

2。

从文章 [51] 中可知对于任意的 n 成立

√
µn = min

‖ξ‖=1
σmin(Ψξ) = min

‖ξ‖=‖η‖=1
‖Ψξη‖ = min

‖ξ‖=‖η‖=1
‖Ψηξ‖.

Rump 的模型问题的反问题是如下因式系数界问题 [9, 134-139 页]

max ‖P‖2 such that ‖P‖ = ‖Q‖ and ‖PQ‖2 = 1. (4.15)

设多项式 F (z) = P (z)Q(z) = a(z − α1) · · · (z − αn−1) · b(z − αn) · · · (z − α2n−2)，

则由 F (z) 的Mahler 测度满足

M(F ) =
2n−2∏
i=1

max{1, |αi|}, M(F ) ≤ ‖F‖
|ab|

可以得到

‖P‖2‖Q‖2 = a2

n−1∑
i=0

∣∣∣∣∣
∑

1≤j1≤···≤ji≤n−1

αj1 · · ·αji

∣∣∣∣∣

2

× b2

n−1∑

k=0

∣∣∣∣∣
∑

n≤l1≤···≤lk≤2n−2

αl1 · · ·αlk

∣∣∣∣∣

2

≤ (ab)2

n−1∑
i=0

n−1∑

k=0

((
n−1

i

)(
n−1

k

)
M(F )

)2

≤ ‖F‖2

n−1∑
i=0

n−1∑

k=0

(
n−1

i

)2(n−1
k

)2
=

(
2n−2
n−1

)2
.

由此得到Mignotte 的下界 [35]

‖PQ‖2

‖P‖2‖Q‖2
≥ 1(

2n−2
n−1

)2 . (4.16)

µn 的上界可以很快的求解，目前主要的问题是计算 µn 的严格下界。在文章 [50]

中对于 n ≤ 8 的情形给出了一个下界。我们知道在 n ≤ 14 时Mignotte 的下界

要远远小于实际下界。接下来，我们将通过对稀疏形式的半定规划的计算结果

应用有理化精确验证方法，对于 n ≤ 14 的情形求解更好的精确验证下界。
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4.4.2 半半半定定定规规规划划划求求求解解解有有有理理理函函函数数数最最最优优优解解解

问题 (4.14) 等价于如下的有理函数最小化问题

µn = min{ ‖PQ‖2

‖P‖2‖Q‖2
| P (z) =

n∑
i=1

piz
i−1, Q(z) =

n∑
i=1

qiz
i−1 ∈ R[z]}. (4.17)

可以看出目标有理函数中来自 P,Q 的待定变元个数分别为 n(P ) = n(Q) = n。

一般讨论的是范数 ‖ · ‖ 为 ‖ · ‖2 的情形，在 [51] 中证明了当问题取得最优值时，

多项式 P,Q 的所有根都在单位圆上并且它们的系数向量一定是对称或反对称

的。由此可以给上述问题加上如下三种不同的限制条件

pn+1−i = pi, qn+1−i = qi, 1 ≤ i ≤ n,

pn+1−i = pi, qn+1−i = −qi, 1 ≤ i ≤ n,

pn+1−i = −pi, qn+1−i = −qi, 1 ≤ i ≤ n,

并且求解得到的三个最小值中最小的等于 µn。以上最小化问题的目标有理函数

f(X)/g(X) 的分子和分母分别为

f(X) = ‖PQ‖2 =
2n∑

k=2

(
∑

i+j=k

piqj)
2, g(X) = ‖P‖2‖Q‖2 = (

n∑
i=1

p2
i )(

n∑
j=1

q2
j ),

其中所有待定变量为

X = {p1, . . . , pn(P )} ∪ {q1, . . . , qn(Q)}.

可知加上对称或反对称条件后变元的个数减少为 n(P ) = n(Q) = dn/2e。将问
题转化为如下半定规划求解可以得到 µn 的一个近似值

µ∗n := sup
r∈R,W

r

s.t. f(X)− rg(X) = md(X)T ·W ·md(X),

W º 0, W T = W,





(4.18)

这里 deg(f) = deg(g) = 4 并且 md(X) 为所有全次数小于等于 d = 2 的单项式

组成的列向量，实对称半正定矩阵W 的行列数为
(

n(P )+n(Q)+2
2

)
并且问题展开

后有
(

n(P )+n(Q)+4
4

)
个等式限制条件。
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类似于 2.3.1 [32]，我们探索半定规划 (4.18) 中的稀疏结构。记 C(p) 为多项

式 p(X) =
∑

α pαXα 中所有次数 supp(p) = {α | pα 6= 0} 的凸包，则半定规划
(4.18) 中的平方和松弛条件为

f(X)− rg(X) = md(X)T ·W ·md(X) =
∑

k

vk(X)2.

设 u(X) =
∑n(P )

i=1

∑n(Q)
j=1 piqj，Xσ 是 vk(X) 中的任意单项式，则根据定理 2.1

σ ∈ 1

2
C(f(X)− rg(X)) ⊆ 1

2
C(u(X)2) = C(u(X)).

由凸包的性质，存在 λi,j ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n(P ), 1 ≤ j ≤ n(Q) 满足

Xα =
∏
i,j

(piqj)
λi,j =

∏
i

p
∑

j λi,j

i

∏
j

q
∑

i λi,j

j ,
∑
i,j

λi,j = 1.

因此存在某个 i, j 使得 Xα = piqj。由此得到问题 (4.17) 的稀疏形式的半定规划

µ∗n := sup
r∈R,W

r

s.t. f(X)− rg(X) = mG(X)T ·W ·mG(X),

W º 0, W T = W,





(4.19)

其中mG(X) 为所有单项式 piqj, 1 ≤ i ≤ n(P ), 1 ≤ j ≤ n(Q) 组成的列向量，实

对称半正定矩阵 W 的行列数为 n(P )n(Q) 并且问题展开后有
(

n(P )+1
2

)(
n(Q)+1

2

)

个等式限制条件。对于 n = 14，稀疏形式的半定规划 (4.19) 有 784 个等式限制

条件并且 dim(W ) = 49，而稠密形式的半定规划 (4.18) 有 3060个等式限制条件

并且 dim(W ) = 120。

对于半定规划 (4.19) 可使用半定规划软件包 SOSTOOLS [46]、YALMIP

[34] 和 SeDuMi [56] 里的算法快速求解。但是从表 4.1 中可以看出，由固定精

度半定规划软件包计算得到的下界精度不够，并且因为误差的原因甚至可能比

[50] 中给出的上界还大。我们可以使用其他方法来改善计算结果，比如对

min
P,Q

‖PQ‖2

s.t. ‖P‖2 = 1, ‖Q‖2 = 1





应用 Newton-Lagrange 方法（见 1.2.3）。
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表 4.1: 半定规划与 Rump 的上界的对比试验结果

n µ∗n from fixed prec. SDP Newton-Lagrange Rump’s upper bound

3 0.111111111111132 0.1111111111111112 0.1111111111111113

4 0.0174291733214352 0.01742917332143266 0.01742917332143269

5 0.00233959554819155 0.002339595548155594 0.002339595548155599

6 0.00028973187528375 0.0002897318752796807 0.0002897318752796843

7 0.0000341850701964797 0.00003418506980008289 0.00003418506980008323

8 0.00000390543564465773 0.000003905435649755721 0.000003905435649755845

9 4.36004072290608 e-007 4.360016539181021 e-007 4.360016539181362 e-007

10 4.78395278113997 e-008 4.783939568771179 e-008 4.783939568772086 e-008

11 5.18272812166654 e-009 5.178749097446552 e-009 5.178749097451150 e-009

12 5.54188889223539 e-010 5.545881831162859 e-010 5.545881831173105 e-010

13 4.06299438537872 e-011 5.886688081195787 e-011 5.886688081216679 e-011

14 2.26410681869460 e-010 6.202444992001861 e-012 6.202444992172272 e-012

从表 4.1 中我们可以看出，用Matlab 求解稀疏形式的半定规划 (4.19) 得到

的全局最优解和在Maple 11 中设 Digits := 16 时用 Newton-Lagrange 方法精化

后的计算结果都比 Rump 给出的上界 [50] 更小。实际上我们可以对任意给定的

初始多项式 P 和 Q 应用 Newton-Lagrange 方法，而不是必须使用求解半定规

划 (4.19) 的计算结果。但是半定规划 (4.19) 的计算结果提供给我们一个初始的

半正定矩阵W，它可以被用在接下来的精确下界验证上。

4.4.3 精精精确确确验验验证证证下下下界界界

给定一个有理下界 rn = µ∗n − ρn，其中 ρn 是一个很小的正数。我们将求解

稀疏形式的半定规划 (4.19) 计算得到的矩阵W 作为初始近似半正定矩阵，并

对由如下稀疏平方和分解得到的方程组应用 Gauss-Newton 迭代精化

f(x)− rng(x) = mG(x)T ·W ·mG(x) =
∑

k

(
∑

α

ck,αxα)2 ∈ R[x].

我们得到精化后的矩阵W 并将其转化为有理矩阵。通过求解最小二乘问题

min
W̃

∑
i,j

(wi,j − w̃i,j)
2

s.t. f(x)− rng(x) = mG(x)T W̃mG(x)





(4.20)



44 近似多项式问题全局最优解的半定规划求解和平方和有理化验证

表 4.2: 平方和有理化验证方法与 Rump 的下界的对比试验结果

n time in sec’s Digits certified lower bound Rump’s lower bound

3 0.028 20 0.11111111111111111 0.1111111111111083

4 0.368 20 0.017429173321432652 0.01742917332143174

5 8.128 20 0.002339595548155591 0.002339595548155278

6 182.8 20 0.0002897318752796800 0.0002897318752795867

7 837.4 20 0.00003418506980008203 0.00003418506980004407

8 2.112 15 0.000003905435649455700 0.000003905435649743504

9 7.008 15 4.36001623918100 e-007 ?

10 34.14 15 4.78393556877000 e-008 ?

11 27.93 15 5.17774909740000 e-009 ?

12 174.1 15 5.51588183110000 e-010 ?

13 181.2 15 5.78668808100000 e-011 ?

14 1556 15 3.20244499200000 e-012 ?

我们将W 投影到平方和等式定义的超平面上。如果得到的投影矩阵 W̃ 是半正

定矩阵，那么我们可得到有理平方和分解并验证 rn 是 µn 的下界；否则我们可

增加求解半定规划和迭代时的精度或尝试更小的 rn。

在表 4.2 中我们比较了用上述方法得到的验证下界和 [50] 中给出的下界，

其中我们在 n ≤ 7 时在Maple 11 中使用 Digits:=20 而在 n ≥ 8 时使用机器精

度。n = 14 的情形是我们最困难的验证（见注 6），其中有理数的分子和分母最

大有 945 位。

http://www4.ncsu.edu/~kaltofen/software/certif/model14_SOS.txt.

注 7. 我们也尝试了不使用半定规划而是使用随机生成的满足秩条件（即 n 为

偶数时亏秩为 1 而 n 为奇数时亏秩为 2）的半正定矩阵作为迭代初始值。对于

n ≤ 10 的情形使用这种方法，我们也可以验证表 4.2 中的下界。

http://www4.ncsu.edu/~kaltofen/software/certif/model14_SOS.txt
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前面我们讨论了怎样用半定规划求解多项式近似 GCD 问题和近似因式分

解问题，它们都可以转化为一个关于因式多项式系数的无限制条件的四次多项

式最优化问题。这是一个非凸非线性最小二乘问题，并且一般很难寻找全局最

优解。我们提议用多种不同的平方和松弛方法生成的半定规划来求解这个特殊

的多项式最优化问题。使用稠密的平方和松弛方法来求解全局最优解通常很好，

但是对于大问题的计算是很困难的。通过探索近似 GCD 问题和近似因式分解

问题得到的四次多项式的特殊稀疏结构，我们研究了在稀疏情形下的全局最优

解求解方法，并且提议使用基于不同的最小化问题形式和稀疏技术的多种稀疏

平方和松弛方法来求解。我们实现了算法并通过数值试验显示了这些不同松弛

方法的效果。

在选择这些不同的稀疏松弛方法时各有优劣，稀疏平方和松弛 (2.17) 是整

体质量最好的（它的计算结果和稠密平方和松弛相同），但是它在这些稀疏松弛

中最费时。稀疏平方和松弛 (2.20) 的计算结果最差，但是它是最快的并且可以

求解更大的问题。实际中为了求解更大的问题，我们建议使用平方和松弛 (2.20)

来寻找一个近似解，然后应用 STLN 等局部方法来精化结果。在 Rump 的模型

问题求解上，我们同样探索了其中的特殊稀疏性。

近似 GCD 问题和近似因式分解问题也可以等价地转化为一个无限制条件

有理函数最小化问题 (2.7)。这种形式在因式次数很小且变量很少时比多项式形

式的半定规划 (2.2) 更快。但是当原问题很大时问题 (2.7) 很难求解。探索 (2.7)

中的特殊结构并得到更有效的方法也是一个值得感兴趣的工作。

平方和松弛方法的优点在于它们不需要一个初始解并且总是能返回一个全

局最小值的下界。当在某个点计算得到了这个下界，我们立刻知道找到了全局

最优解。我们前面的试验显示，这些平方和松弛方法在求解近似 GCD 问题和

近似因式分解问题上效果很好，对于我们的所有例子返回的都是全局最优解。

我们提议使用基于非线性最小二乘形式 (2.1),(3.2)的稀疏平方和松弛方法。

因为近似 GCD 问题和近似因式分解问题也可以分别等价地转化为 (2.9),(3.4)

的形式，所以探索其中的特殊稀疏结构也是有可能的。一个值得感兴趣的未来

工作是对于 (2.10)-(2.12) 和基于它们的特殊结构得到更有效的平方和松弛。

45
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半定规划得到的数值结果是不精确的，通过有理化数值平方和使得平方和

等式精确成立，我们可以消去半定规划求得的数值结果中的不精确性，并且精

确验证下界以及得到精确的平方和分解。我们验证了几个符号数值混合计算中

以前不能验证的问题的下界。我们的验证方法要求输入中的有理Moment 矩阵

是半正定矩阵，这可以通过对半定规划得到的数值平方和使用保持秩结构条件

的 Gauss-Newton 迭代精化来达到。我们的验证方法也要求可以得到一个精确

的平方和等式表示形式，这可以通过松弛下界的投影来达到。

仍然不清楚的是，是否半定规划对于Gauss-Newton 迭代是必须的，以及是

否正交投影是保持半正定性的最好方法（见注 6）。最后要提到的是，平方和可

以通过 Artin 形式的有理函数平方和形式，或者通过添加叫做“大球”限制的方

法来去掉松弛性并且变成紧的（已知存在非负多项式 f，对于任意 δ ≥ 0，f + δ

都不是平方和）。我们以后将继续探索研究这些方向，探讨怎样用符号和数值混

合方法来验证全局最优解。
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