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摘 要

摘 要

实根理想的计算是实代数几何中的一个基本问题，它在多项式全局最优化

领域中有重要应用。

给定一组有理数域上的 n元多项式，记这组多项式生成的理想为 I，本文

考虑的第一个问题是如何计算 I的实根理想。假设 I的复代数簇是光滑的，我

们证明 I的实根理想有一组次数不超过其复代数簇次数的生成元。我们给出一

个概率算法计算 I的实根理想的所有极小素理想的生成元，这个算法的复杂度

关于变元个数是单指数的。对于一般的情形，我们采用有理参数化来表示复代

数簇和根理想。我们给出一个概率算法计算 I的实根理想的所有素理想的有理

参数化表示，这个算法的复杂度关于 I的维数是双指数的，如果 I的维数是固

定的，那么这个算法的复杂度关于变元个数是单指数的。

给定一个 n元实系数多项式 f，考虑其在实代数簇上的全局下确界 f ∗。假

设可行域是等维的，我们证明如果 f ∗ 不是 f 的广义关键值，那么这个优化问

题的可行域就可以缩小为一个更低维的实代数簇。为了计算 f ∗，我们引入一

个新的集合。我们证明这个新的集合的测度为零，而且它和 f 的广义关键值集

合的并集是一个半代数闭集。我们证明这个并集的测度也为零。最后，我们给

出一个算法用于计算任意实代数簇上多项式函数的全局下确界，并将这个算

法推广到可行域为基本半代数集的情形。

关键词：多项式，实根理想，算法，复杂度，全局最优化，广义关键值
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Abstract

Abstract

Computation of real radicals is a fundamental problem in real algebraic geome-

try, and it has important applications in global optimization of polynomials.

Given a sequence of n-variate polynomials with rational coefficients, let I denote

the ideal generated by these polynomials. The first problem considered in this thesis

is computing the real radical of I. Assume that the complex variety of I is smooth,

we prove that the real radical of I has a set of generators with degrees bounded by the

degree of the complex variety of I. We give a probabilistic algorithm to compute

generators of all minimal primes of the real radical of I. The complexity of this

algorithm is singly exponential in the number of variables. For general cases, we use

rational parametrizations to represent complex varieties and radical ideals. We give

a probabilistic algorithm to compute rational parametrizations for all minimal primes

of the real radical of I. The complexity of this algorithm is doubly exponential in

the dimension of I, and if the dimension of I is fixed, then the complexity of this

algorithm is singly exponential in the number of variables.

Given an n-variate polynomial f with real coefficients, consider its global infi-

mum f ∗ over some real algebraic variety. Assume that the feasible region is equidi-

mensional, we prove that either f ∗ is a generalized critical value of f , or the feasible

region of the optimization problem can be reduced to a lower dimensional real alge-

braic variety. In order to compute f ∗, we introduce a new set. We prove that this new

set has zero measure, and furthermore, the union of this new set and all generalized

critical values of f is a closed semi-algebraic set. We show that this union also has

zero measure. In the end, we give an algorithm to compute the global infimum of

a polynomial function over an arbitrarily given real algebraic variety, and we gener-

alize this algorithm to cases where feasible regions are basic closed semi-algebraic

sets.

Key Words: Polynomial, Real Radical Ideal, Algorithm, Complexity, Global Opti-
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第 1章 引言

第 1章 引言

1.1 实根理想的计算

1.1.1 问题概述与研究现状

令 Q，R和 C分别表示有理数域，实数域和复数域，令 X = {X1, . . . , Xn}。
给定Q[X] = Q[X1, . . . , Xn]中的一组多项式 f = ( f1, . . . , fs)，记 f1, . . . , fs在Q[X]

中生成的理想为 ⟨ f ⟩。理想 ⟨ f ⟩在 Q[X]中的实根理想定义为：

re
√
⟨ f ⟩ =

g ∈ Q[X] | g2m +
l∑

i=1

a2
i ∈ ⟨ f ⟩, 其中m, l ∈ N, ai ∈ Q[X]

 .
f 的实代数簇 (或实代数集)定义为：

VR( f) = {x ∈ Rn | f1(x) = 0, . . . , fs(x) = 0}.

实零点定理 (Real Nullstellensatz)表明， f 的实根理想等于 VR( f)的零化理想

(vanishing ideal)。因此，实根理想是表示实代数簇的有力工具，计算实根理想

也是实代数几何中的一个基本问题。下面我们从符号计算和数值计算两方面

来介绍这一问题的研究现状。

符号计算方面，Becker和 Neuhaus在 [1]中首次给出了计算实根理想的算

法。后来 Neuhaus在 [2]中将这个算法的思路重新整理了一遍，并给出了实根

理想生成元的次数上界 D2O(n2)
，其中 D是输入多项式的次数上界，n是变元的

个数。这个算法主要是基于实代数簇的孤立点的性质，将实根理想的计算转

化到零维的情形，然后再通过 Shape Lemma [参见 3] 转化为单个多项式的情

形，最后通过因式分解转化为不可约多项式的情形。对于一个不可约多项式

P ∈ Q[X]，可以通过变号准则 (sign change criterion, [参见 2, Lemma 4.1])来判

定理想 ⟨P⟩ 是否是实的。这样便得到了 [1, 2] 中计算实根理想的算法。此后，

Spang [4, 5]结合极大理想的性质，给出了判定一个极大理想是否为实理想的充

分条件，从而可以避免 [1, 2]算法中的一些坐标变换运算。基于三角列特征集

的性质，曾广兴和曾小宁 [6]给出了判定一个多元多项式是否正定的方法。这

1
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个判定方法也是 Spang在 Singular中实现计算实根理想算法的基础之一。肖水

晶等 [7]后续也对这个判定方法进行了改进。另一方面，基于三角列分解，陈

长波等 [8-10]引入正则半代数系统的概念，给出了一个算法用于将一般的半代

数系统分解为正则半代数系统。

数值算法方面工作主要是针对 R[X] = R[X1, . . . , Xn]中的多项式和理想展

开的。Lasserre等 [11, 12]基于半正定规划 (Semidefinite Programming,简称 SDP)

松弛给出了计算零维实根理想的算法。这个算法的前提假设是，输入多项式系

统的实代数簇是零维的。之后，应用 Pommaret基的性质，马玥等 [13]将这个

算法推广到了正维的情形：对于 R[X]中的一个理想 I，算出一个理想 J使得 J

介于 I和 re√I之间且 VR(J) = VR(I)。类似地，Brake等 [14]基于数值代数几何

与平方和规划 (sums of squares programming)提出了一个算法：对于 R[X]中的
一组多项式 f = ( f1, . . . , fs)，计算出另一组多项式 g = (g1, . . . , gm)使得 VR(g)

包含在 VR( f)中，然后判定 ⟨g⟩是否等于 re
√
⟨ f ⟩。这个算法的难点在于最后一

步，即如何判定等式 ⟨g⟩ = re
√
⟨ f ⟩是否成立。需要指出的是，R[X]中的实理想

与 Q[X]中的实理想有区别，比如理想 I = ⟨X3
1 − 2⟩在 Q[X]中的实根理想是它

本身，但 I 在 R[X]中的实根理想是 X1 − 3
√
2。对于这个例子，针对 Q[X]的符

号算法返回的是 I，针对 R[X]的数值算法返回的是 X1 − 3
√
2的近似表达式。

本文从符号计算的角度出发，考虑如何有效地计算 Q[X] 中的实根理想。

正如之前提到的，[1, 2, 4, 5] 中的算法理论上对 Q[X] 中任给的一组多项式

f = ( f1, . . . , fs)，都能计算出
re
√
⟨ f ⟩的一组生成元，然而这个算法的复杂度是

D2O(n2) (其中 D = max{deg f1, . . . , deg fs}，n是变元的个数)。本文的第一个工作

即是给出复杂度为 sO(1)(nD)O(nr2r) 的符号算法用于计算 f 在 Q[X]中的实根理

想，其中 r是理想 ⟨ f ⟩的维数。

1.1.2 主要成果

令 f = ( f1, . . . , fs) 是 Q[X] = Q[X1, . . . , Xn] 中的一组多项式，VC( f) 是 f

的复代数簇，D = max{deg f1, . . . , deg fs}。

光滑情形 Blanco等 [15]证明如果 VC( f)是等维光滑的，那么 ⟨ f ⟩的根理
想
√
⟨ f ⟩有一组次数不高于 VC( f)次数的生成元，并且给出了一个概率算法来

2



第 1章 引言

计算这样的一组生成元，其复杂度是 s(nDn)O(1)（这里的复杂度是指 Q中的算
术复杂度，下同）。我们把这个结果推广到实根理想。假设 VC( f)是光滑的：

• 我们证明了 ⟨ f ⟩的实根理想 re
√
⟨ f ⟩有一组生成元，其次数不高于 VC( f)

的次数；

• 我们给出第一个概率算法计算 re
√
⟨ f ⟩所有极小素理想的生成元，使得这

些生成元都满足上述次数界。算法的复杂度是 (snDn)O(1)。

一般情形 如果 VC( f)不是光滑的，那么 f 的实代数簇 VR( f)可能包含在

VC( f)的奇异轨迹 (singular locus)中，这时已不能应用 [15]中的结果。如果直

接应用雅可比准则和 Gröbner基来计算 VC( f)的奇异轨迹，然后再对 VC( f)的

奇异轨迹做递归，那么最后得到的算法复杂度仍然是 D2O(n2)
。因此，我们选用

另一类表示复代数簇的方法：对于一个等维的复代数簇，使用等式和不等式来

表示它的一个 Zariski开集。这类表示主要有两种，一种是三角列 [16, 17] (也

叫正则链 (regular chains)[18],单扩张塔 (tower of simple extensions)[19],正则集

(regular set)[20])，另一种是有理参数化 (也叫几何预解式 (geometric resolution)，

参见 [21-24])。本文将采用后者。

令 V 是一个等维复代数簇，其维数是 r ( r ≥ 0)，次数是 δ。V 的一个有理

参数化表示由如下多项式组成：

• Q[T1, . . . , Tr+1]中的一组多项式 (w, v1, . . . , vn)，满足: T1, . . . , Tr+1是新的

变元；w无平方，首系数为 1，全次数为 δ；对于 1 ≤ i ≤ n，有不等式

deg(vi,Tr+1) < deg(w,Tr+1)。

• ℓ = (λ1, . . . , λr+1)，其中每个 λi 是 X1, . . . , Xn 的线性组合，满足

λi(v1, . . . , vn) = Ti
∂w

∂Tr+1
mod w。

我们把这样的有理参数化表示记为 Q = ((w, v1, . . . , vn), ℓ)，称 Q 是

Q[T1, . . . , Tr+1] 中的一个次数为 δ 的 r 维有理参数化表示。复代数簇 V 是如

下集合在 Cn中的 Zariski闭包：{
(x1, . . . , xn) ∈ Cn | ∃ϑ ∈ Cr+1,w(ϑ) = 0,

∂w
∂Tr+1

(ϑ) , 0, xi =
vi

∂w/∂Tr+1

(ϑ)

}
.

我们也称Q是复代数簇 V 的零化理想的有理参数化表示。

基于上述表示和 [25] 中计算复代数簇等维分解的算法，我们证明：对
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于 Q[X1, . . . , Xn] 的一组多项式 f = ( f1, . . . , fs)，令 r 等于 ⟨ f ⟩ 的维数，存在
一个概率算法计算 re

√
⟨ f ⟩ 所有极小素理想的有理参数化表示，其复杂度是

sO(1)(nD)O(nr2r)。

1.2 多项式全局最优化

1.2.1 问题概述与研究现状

本文考虑的第二个问题是如何计算多项式函数在实代数簇上的全局最优

值。多项式全局最优化是实代数几何应用较多的一个领域，而这一问题本身

在很多工程领域也有广泛的应用，比如控制论 [26]，运筹优化 [27]，信号处理

[28]，计算机视觉 [29]，等等。

多项式全局最优化的基本形式是：给定多项式 f 和半代数集

S = {x ∈ Rn | g1(x) ≥ 0, . . . , gs(x) ≥ 0},

其中 f , g1, . . . , gs ∈ R[X1, . . . , Xn]，求 f 在 S 上的全局下确界：

f ∗ = inf
x∈S

f (x). (1-1)

Putinar在 [30]给出了紧致集上正多项式的有效表示，Lasserre [31]应用这个结

果，对于 S 是紧致集的情形，提出了基于 SDP求解 (1-1)的数值算法。此后，

对于 S 非紧致的情形，也有一系列的工作。假设 S 是非奇异的，且 f ∗在 S 上

是可达的，即存在 x ∈ S 使得 f (x) = f ∗，聂家旺等 [32-34]给出了雅可比 SDP

松弛方法来求解 (1-1)。Bucero和Mourrain在 [35]中也考虑了这一情形。去掉

f ∗可达的假设，Schweighofer [36]引入梯度触 (gradient tentacle)来处理没有限

制条件的多项式全局最优化问题，即可行域 S = Rn；Hà和 Phạm [37, 38]引入

截断切簇 (truncated tangency variety)来处理可行域 S 非奇异的情形。通过将梯

度触和截断切簇替换为极簇 (polar variety)，郭峰等 [39, 40]改进了 [36-38]的

结果。

此外，也有针对优化问题 (1-1)的符号算法。一种经典的方法是将 (1-1)转

化为量词消去问题，然后用柱形代数分解 (cylindrical algebraic decomposition)

算法 [41]求解。这个算法可以处理一般的情形，后续也有很多的工作对这个

算法进行改进 (参见 [42-45])。它的复杂度关于变元个数是双指数的。在实际
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计算中，它能处理的非平凡问题涉及的变元个数通常不超过 4个。假设输入满

足一定的条件，Hong和 Safey El Din [46, 47]对量词消去问题也给出了一个算

法，这个算法能求解此前基于柱形代数分解算法实现的软件包无法计算的问

题。在 [48, Section 14.2]中，Basu等基于量词消去给出了一个求解 (1-1)的算

法，其复杂度是 s2n+1DO(n)，其中 D = max{deg f , deg g1, . . . , deg gs}。然而这个
算法使用了无穷小形变 (infinitesimal deformation)等技巧，所以在实际计算当

中，这个算法在复杂度上的优势并未得到体现。

Kurdyda等 [49]证明了 Rn 上多项式映射的广义关键值集合是零测集。在

此基础上，Safey El Din [50] 针对 S 等于 Rn 的情形，结合极簇的性质，给

出了复杂度为 O(n7D4n) 的符号算法求解问题 (1-1)，其中，算法要求目标函

数 f 的系数都是有理数。Greuet 和 Safey El Din [51] 推广了上述结果。假设

f , g1, . . . , gs 都是有理系数多项式，集合 S 的定义式中只包含等式，g1, . . . , gs

生成的理想是根理想且其复代数簇只包含有限多个奇异点，Greuet和 Safey El

Din [51] 给出了一个概率算法求解问题 (1-1)，这个概率算法的复杂度本质上

是 (sD)3n。

1.2.2 主要成果

本文应用多项式映射的广义关键值的性质来求解多项式全局最优化问题。

令 G = {g1, . . . , gs}是 R[X] = R[X1, . . . , Xn]中一组多项式，VR(G)是 G的

实代数簇。假设 V = VR(G)是等维的，它的维数是 d。将 V 中所有在 d维非奇

异的点构成的集合记为 Reg(V)，令 M = Reg(V)。

给定多项式映射 f : V → Rm，记 f |M 为 f 限制在 M 上的映射，映射 f |M
的广义关键值集合是：

K ( f ,M) = {y ∈ Rm | ∃ xl ∈ M, s.t. f (xl)→ y且

(1 + ∥xl∥)v(d f (xl),Txl M)→ 0}.

对于 y ∈ Rm，如果 f 在 y的某个开邻域上是一个光滑纤维化 (fibration) (对应的

纤维 (fiber)可以是空集)，则称 y为 f 的一个典型值 (typical value)，否则称 y

为 f 的非典型值 (atypical value)。用 B( f )表示 f 的所有非典型值构成的集合。

B( f )称为 f 的分歧集 (bifurcation set)。对于映射 f |M，记 B( f ,M) = B( f |M)。如

5
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果 V 是非奇异的，即 M = V，那么 B( f ,M)包含在 K ( f ,M)中 [52, Theorem

6.1]，这个包含关系为 [50]中的算法奠定了理论基础。然而，当 V 不等于 M

时，下述例子说明这个包含关系可能不再成立。

例 1.2.1 考虑下面的曲线：

V =
{
(x, y) ∈ R2 | x4(y2 + 1) − y2(1 + y) = 0

}
.

令 f : V → R是从 V 到 y轴的投射，即 f (x, y) = y。

图 1.1 例 1.2.1

这里，M = Reg(V) = V \ {(0, 0)}，K ( f ,M) = {−1}，但 B( f ,M) = {−1, 0}。
因此 B( f ,M) 1 K ( f ,M)。

为了刻画集合 B( f ,M)，我们引入一个新的集合：

K1 ( f ,M) = {y ∈ Rm | ∃ xl ∈ M, x ∈ V \ M, xl → x s.t.

f (xl)→ y且v(d f (xl),Txl M)→ 0}.

例 1.2.1 (续) 显然，K1 ( f ,M) = {0}。因此，我们有

K ( f ,M) ∪ K1 ( f ,M) = B( f ,M).

注意到， f ∗ = infx∈V f (x) = −1。

但是，下述例子表明 K ( f ,M) 与 K1 ( f ,M) 的并集仍然不足以刻画集合

B( f ,M)。

6
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例 1.2.2 考虑 R2中的曲线：

V =
{
(x, y) ∈ R2 | x3 + x2 − y2 = 0

}
.

令 f : V → R是从 V 到 y轴的投射，即 f (x, y) = y。

图 1.2 例 1.2.2

这里，M = Reg(V) = V \ {(0, 0)}，

K ( f ,M) ∪ K1 ( f ,M) =
{
±
(
2
√
3
)
/9
}
.

然而，B( f ,M)等于
{
±
(
2
√
3
)
/9, 0
}
，不包含在 K ( f ,M) ∪ K1 ( f ,M)中。

尽管如此，我们发现即使不能完全刻画 B( f ,M)，基于 K ( f ,M)和 K1 ( f ,M)

的性质，多项式全局最优化问题依然可解。

Jelonek 和 Kurdyka [53] 证明如果 VR(G) 是等维非奇异的，那么

K ( f ,VR(G)) 是 Rm 中维数小于 m 的半代数闭集，且等于一个有理映射的像

的闭包。

去掉非奇异的条件，假设 VR(G)是等维的，令 M = Reg(VR(G))，我们证

明 K ( f ,M) ∪ K1 ( f ,M)是 Rm中维数小于 m的半代数闭集，且仍等于上述 [53]

中定义的一个有理映射的像的闭包。

然后令 m = 1，我们证明 infx∈VR(G) f (x)包含在 K ( f ,M)或 VR(G) \M的像

的闭包中。注意到 VR(G) \ M 也是一个实代数簇且它的维数小于 VR(G)的维

数。于是，通过计算 K ( f ,M)，然后对 VR(G) \ M的所有等维分支做递归，我

7



实根理想的计算及多项式全局最优化

们可以得到一个有限集合使得它包含 infx∈VR(G) f (x)。由此，给出一个算法用于

计算多项式函数在任意实代数簇上的全局最优值。

最后，我们证明，一般的基本半代数闭集上的多项式全局最优化问题 (1-1)

可以转化有限个子问题，其中每个子问题的可行域都是实代数簇。因此，通过

多次调用上面的算法，即可求解 (1-1)。

1.3 论文结构

第二章，先介绍代数几何中的一些基本概念及其性质，包括理想、复代数

簇、奇异点、Zariski拓扑等。然后介绍实代数几何中特有的一些概念及其性质，

包括实代数簇、实根理想、半代数集、半代数映射等。

第三章，给出光滑情形下实根理想生成元的次数上界，分析计算实根理想

的复杂度。如果给定的多项式的复代数簇是光滑的，那么计算实根理想的复杂

度关于变元个数是单指数的。对于一般的情形，计算实根理想的有理参数化表

示的复杂度关于输入多项式系统的维数是双指数的；假定输入多项式系统的

维数是固定的，那么这个复杂度关于变元的个数是单指数的。

第四章，引入一个新的集合用于求解多项式全局最优化问题，证明这个集

合的勒贝格测度为零。更进一步，证明这个集合与广义关键值的并集是一个勒

贝格测度为零的半代数闭集，且等于一个有理映射的像的闭包。然后，给出一

个算法用于计算多项式函数在任意实代数簇上的全局最优值，最后把这个算

法推广到可行域为基本半代数闭集的情形。

第五章是对全文内容的总结与展望。
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第 2章 预备知识

在这一章，我们首先介绍多项式理想及其基本性质，然后介绍多项式理想

与复代数簇之间的对应关系。

2.1 代数几何基础

我们用 N，Q，R和 C分别表示自然数、有理数域、实数域和复数域。
令 K是一个特征为零的数域，K上的 n元多项式环记为 K[X1, . . . , Xn]。为

简化符号，我们记 K[X] = K[X1, . . . , Xn]。

定义 2.1.1 设 I 是 K[X]的一个子集。如果 I 满足：

(i) 0 ∈ I；

(ii) 若 f ∈ I, g ∈ I，则 f + g ∈ I；

(iii) 若 f ∈ I, g ∈ I，则 f g ∈ I，

则称 I 是 K[X]的一个理想。

令 F是K[X]的一个子集，F在K[X]中生成的理想记作 ⟨F⟩，它是K[X]中

包含 F 的最小理想。

定义 2.1.2 令 I 是 K[X]中的一个理想，I 的根理想定义为：

√
I =
{
f ∈ K[X] | ∃ m ∈ N s.t. f m ∈ I

}
.

定义 2.1.3 令 I ( K[X]是一个理想，如果满足：

(i) f , g ∈ K[X], f g ∈ I ⇒ ∃m ∈ N, s.t. f ∈ I 或gm ∈ I，则称 I 是 K[X]的一个准

素理想；

(ii) f , g ∈ K[X], f g ∈ I ⇒ f ∈ I 或g ∈ I，则称 I 是 K[X]的一个素理想；

9
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(iii) J ) I且 J是 K[X]的一个理想⇒ J = K[X]，则称 I是 K[X]的一个极大理

想。

定义 2.1.4 令 I 是 K[X]中的一个理想，I 的维数定义为

dim I = max
{
l ∈ N | I ⊆ P0 ( P1 ( · · · ( Pl ( K[X], Pi 是素理想

}
.

对于K[X]中的一个理想 I，如果存在一个有限集合G ⊂ K[X]使得 I = ⟨G⟩，
则称理想 I 是有限生成的。

定理 2.1.5 (Hilbert基定理) [54, 77页，Chapter 2 §5, Theorem 4] K[X]中的理想

都是有限生成的。

对于K[X]中的一个理想 I，将 I写成一些准素理想的交，即：I =
∩r

i=1 Qi，

其中 Qi是K[X]中的准素理想，这样的写法称为 I的一个准素分解。更进一步，

如果
√

Qi 都互不相同，且 Qi 2
∩

j,i Q j，则称这个准素分解是极小的。

定理 2.1.6 [54, 229页，Chapter 4 §8, Theorem 7]K[X]中的每一个理想 I都有极

小准素分解。

假设理想 I 有极小准素分解：I =
∩r

i=1 Qi，如果每个
√

Qi 的维数都相等，

则称理想 I是等维的；假设 I的维数是 d，对于 0 ≤ j ≤ d，令 I j等于所有 j维

准素理想 Qi 的交，理想 I j 称为 I 的 j维等维部分 [参见 55, 259页，Definition

4.1.1, 4.4.5]。

定义 2.1.7 令 f1, . . . , fs是 K[X]中的多项式。定义：

VC( f1, . . . , fs) =
{
(a1, . . . , an) ∈ Cn | fi(a1, . . . , an) = 0, ∀1 ≤ i ≤ s

}
, (2-1)

VC( f1, . . . , fs)叫做 f1, . . . , fs 在 Cn中的复代数簇 1⃝。

对于 Cn的一个子集 V，如果存在集合 F ⊂ K[X]使得 V = VC(F)，则称 V

是一个复代数簇。在 Cn 上定义一个拓扑使得其中的闭集都是复代数簇，这个

拓扑称为 Zariski拓扑。

1⃝ 很多文献中把 (2-1)中的集合直接称作代数簇或代数集，即默认代数簇或代数集都是定义在复向量
空间中的，于是也会把 VC(·)简写为 V (·)。但本文将在多处涉及到实向量空间中的代数簇，因此为
避免混淆，采用记号 VC(·)和“复代数簇”来表示复空间中的代数簇。
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定理 2.1.8 (Hilbert零点定理) 令 I 是 K[X] 中的一个理想，则 I (VC(I)) =
√

I。

(参见 [54, 179页，Chapter 4 §1, Theorem 2])

假设 V 是由 K[X]中多项式定义的一个复代数簇。如果存在 K[X]的两个

子集 F1和 F2满足 VC(F1) , VC(F2)，使得 V 等于 VC(F1)和 VC(F2)的并，则

称 V 在 K是上可约的，否则称 V 在 K上是不可约的。如果多项式环的系数域
K是事先明确或固定的，那么也简单地称 V 是可约或不可约的。

定义 2.1.9 令 S 是 Cn的一个子集，定义

I (S ) =
{
f ∈ K[X] | f (a1, . . . , an) = 0, ∀(a1, . . . , an) ∈ S

}
,

I (S )称为 S 的零化理想 (vanishing ideal)，或简称为 S 的理想。

定理 2.1.10 [54, 207页，Chapter 4 §5, Proposition 3]令 V 是K[X]中多项式定义

的一个复代数簇。则 V 在 K上不可约当且仅当 I (V)是 K[X]中的素理想。

令 V 是 K[X]中多项式定义的一个复代数簇。将 V 写成一些不可约复代数

簇的并，即：

V = V1 ∪ · · · ∪ Vr ,

其中每个 Vi都是不可约复代数簇。如果对任意 i , j有 Vi 1 V j，则称这个分解

是 V 的极小不可约分解。

定理 2.1.11 [54, 215页，Chapter 4 §6, Theorem 4]每个复代数 V 簇都有极小不

可约分解：V =
∪r

i=1 Vi，其中 Vi都是不可约复代数簇。如果不计 V1, . . . ,Vr 的

顺序，则这个分解是唯一的。

定义 2.1.12 对于 Cn中的一个复代数簇 V，V 的维数定义为它的零化理想 I (V)

的维数，即

dimV = dim I (V) .

令 V =
∪r

i=1 Vi 是 V 的极小不可约分解，则每个 Vi 称为 V 的一个不可约

分支。如果 V 的所有不可约分支的维数都相等，则称 V 是等维的。
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假设一个复代数簇 V ⊂ Cn 的维数是 d，将 V 分解为：V =
∪d

i=0 Vi，其中

Vi等于空集或 Vi是一个 i维等维的复代数簇，而且对于 i , j有 Vi 1 V j，这样

的分解称为 V 的极小等维分解，非空的 Vi 称为 V 的（i维）等维分支。

下面我们定义复代数簇的次数（参见 [56, 165页]或 [22, 57]）。令 V 是 Cn

中的一个不可约复代数簇，V 的维数是 r。V 的（几何）次数定义为：

degV = sup
{
#(H1 ∩ . . . ∩ Hr ∩ V) < ∞ | H1, . . . ,Hr 是Cn中的超平面

}
,

其中 #表示势函数。如果 V 是可约的，那么它的（几何）次数则定义为它所有

不可约分支的次数的和。

定义 2.1.13 [54, 516页，Chapter 9 §6，Definition 1，Proposition 2]设 V ⊂ Cn是

一个复代数簇，I (V) = ⟨ f1, . . . , fs⟩。对于 V 中的一点 p，V 在 p点的切空间定

义为：

Tp(V) =
s∩

j=1

x ∈ Cn
∣∣∣∣ n∑

i=1

∂ f j

∂Xi
(p)xi = 0

 . (2-2)

定义 2.1.14 [54, 520页，Chapter 9 §6，Definition 6]令 V ⊂ Cn是一个复代数簇。

对于 p ∈ V，V 在 p点的维数定义为 V 中包含 p的不可约分支的最大维数，这

个维数记作 dimp V。

定义 2.1.15 1⃝ [54, 520页，Chapter 9 §6，Definition 7]令V ⊂ Cn是一个复代数簇。

对于 p ∈ V，如果 dimTp(V) = dimp V，则称 p是 V 的一个非奇异 (nonsingular)

点（或光滑 (smooth)点）。否则，称 p为 V 的奇异 (singular)点。

一个复代数簇 V 的所有奇异点构成的集合称为 V 的奇异轨迹 (singular

locus)，记为 Sing(V)[参见 54, 521页，Chapter 9 §6，Theorem 8]。如果 V 中所

有的点都是非奇异的（或光滑的），则称 V 是非奇异的（或光滑的）。

命题 2.1.16 [54, 521 页，Chapter 9 §6，Theorem 8] 令 V 是一个复代数簇，记

Sing(V)为 V 的奇异轨迹。则：

1⃝ 在文献 [54]中，定义 2.1.15并不局限于复代数簇。对于 Rn 中的实代数簇，只需将定义 2.1.13，定
义 2.1.14和定义 2.1.15中的 Cn替换成 Rn即可。然而，这与文献 [58]中关于非等维实代数簇的非奇
异性的定义不一致（见定义 2.2.8）。考虑到文献 [58]是针对实代数几何的专著，所以对于实代数簇
的非奇异性，我们将采用文献 [58]中的定义。

12
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(i) Sing(V)是一个复代数簇；

(ii) 如果 p ∈ Sing(V)，则 dimTp(V) > dimp V；

(iii) Sing(V)不包含 V 的任何一个不可约分支；

(iv) 如果 Vi 和 V j 是 V 的两个不同的不可约分支，则 Vi ∩ V j ⊂ Sing(V)。

定理 2.1.17 (雅可比准则 (Jacobian Criterion)) [59, 405页，Corollary 16.20]令 V

是 Cn中的一个等维复代数簇。假设 V 的零化理想 I (V) = ⟨ f1, . . . , fs⟩，且 I (V)

的维数是 d。那么 V 中的一点 p是非奇异的当且仅当 f1, . . . , fs 关于 X1, . . . , Xn

的雅可比矩阵在 p处的秩为 n − d。

2.2 实代数几何基础

令 K是包含在 R中的一个实域，与上一节相同，K上的 n元多项式环记

为 K[X] = K[X1, . . . , Xn]。

定义 2.2.1 令 f1, . . . , fs是 K[X]中的多项式。定义：

VR( f1, . . . , fs) =
{
(a1, . . . , an) ∈ Rn | fi(a1, . . . , an) = 0, ∀1 ≤ i ≤ s

}
, (2-3)

VR( f1, . . . , fs)叫做 f1, . . . , fs 在 Rn中的实代数集或实代数簇。

对于 Rn的一个子集 V，如果存在集合 F ⊂ K[X]使得 V = VR(F)，则称 V

是一个实代数集或实代数簇。

上一节中针对复代数簇定义的“不可约、维数、等维”的概念，以及定

理 2.1.10和 2.1.11都可以直接推广到实代数簇上。此外，在Cn上定义的 Zariski

拓扑也可以直接推广到 Rn上。所有推广的细节可参阅 [58, Chapter 2-4]。下面

介绍实代数几何特有的概念及其相关性质。

命题 2.2.2 [58, 24页，Proposition 2.1.3]实代数集都可由单个多项式定义。

定义 2.2.3 给定K[X]中的一个理想 I，定义 I的实根理想为 (参见 [1, Definition

2.1]或 [58, 85页])：

re√
I =

g ∈ K[X] | g2m +
l∑

i=1

a2
i ∈ ⟨ f ⟩, 其中m, l ∈ N, ai ∈ K[X]

 . (2-4)

如果 I = re√I，则称理想 I 是实的。

13
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命题 2.2.4 一个实理想的所有极小素理想都是实的。(参见 [1, Proposition 1]或

[2, Lemma 2.3])

定理 2.2.5 (实零点定理 (Real Nullstellensatz)) 令 I 是 K[X] 中的一个理想，则

I (VR(I)) =
re√I。(参见 [2, Theorem 2.8]或 [58, 86页，Corollary 4.1.8])

定义 2.2.6 [58, 65 页，Definition 3.3.3] 令 V ⊂ Rn 是一个实代数簇，I (V) =

⟨ f1, . . . , fs⟩。对于 V 中的一点 p，V 在 p处的 Zariski切空间定义为：

T Zar
p (V) =

s∩
j=1

x ∈ Rn
∣∣∣∣ n∑

i=1

∂ f j

∂Xi
(p)xi = 0

 . (2-5)

定义 2.2.7 [58, 66页，Definition 3.3.4]令 V ⊂ Rn 是一个不可约实代数簇。对

于 V 中的一点 p，如果 dimT Zar
p (V) = dimV，则称 p是 V 的非奇异点。如果 V

中的所有点都是非奇异的，则称 V 是非奇异的。

定义 2.2.8 1⃝ 令 V 是一个 d 维的实代数簇。对于 p ∈ V，如果 V 有唯一的 d

维不可约分支 V ′ 包含 p，且 p是 V ′ 的非奇异点，则称 p在 d 维是非奇异的

(nonsingular in dimension d)。如果 V 中所有的点都在 d维是非奇异的，则称 V

是非奇异的。

令 V 是一个 d 维的实代数簇，V 中所有在 d 维非奇异的点构成就集合记

为 Reg(V)[参见 58, 69页，Notation 3.3.13]。由定义 2.2.8，非奇异的实代数簇

都必须是等维的。为了避免混淆，在本文中，对于非奇异的实代数簇，我们仍

然强调其等维性，即使用“等维非奇异实代数簇”来表示上述定义中的“非奇

异实代数簇”。

雅可比准则 (见定理 2.1.17)对于等维的实代数簇也成立，为完整起见，我

们再次叙述一遍：

定理 2.2.9 (雅可比准则 (Jacobian Criterion)) [59, 405 页，Corollary 16.20] 令 V

是 Rn 中的一个等维实代数簇。假设 V 的零化理想 I (V) 等于 ⟨ f1, . . . , fs⟩，且

1⃝ 在定义 2.1.15的脚注中我们提到过，定义 2.2.8与文献 [54]中关于非等维实代数簇的非奇异性的定
义不完全一致。在本文中，对于实代数簇，都将采用定义 2.2.8。需要指出的是，对于等维的实代数
簇，这两个定义是等价的。因此，为避免混淆，本文中提到的非奇异实代数簇都只指针对等维实代

数簇。
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I (V)的维数是 d。那么 V 中的一点 p在 d维是非奇异的当且仅当 f1, . . . , fs 关

于 X1, . . . , Xn的雅可比矩阵在 p处的秩为 n − d。

命题 2.2.10 [58, 69页，Proposition 3.3.14]令 V 是 Rn 中的一个 d 维实代数簇，

则 V \ Reg(V)也是一个实代数簇且其维数小于 d。

定义 2.2.11 [58, 24页，Definition 2.1.4]如果Rn的一个子集 S 可写成如下形式：

S =
s∪

i=1

ri∩
j=1

{
(a1, . . . , an) ∈ Rn | fi, j ∗i, j 0

}
,

其中 fi, j ∈ K[X]，∗i, j 是 <或 =，则称 S 是 Rn中的一个半代数集。

定义 2.2.12 [58, 50页，Definition 2.8.1]令 S 是 Rn中的一个半代数集，S 的维

数定义为它的零化理想 I (S )的维数，即：

dim S = dim I (S ) .

定理 2.2.13 [58, 26 页，Theorem 2.2.1] 令 S 是 Rn+1 中的一个半代数集，π :

Rn+1 → Rn是投射到前 n个坐标的映射，则 π(S )也是 Rn中的一个半代数集。

命题 2.2.14 [58, 27页，Proposition 2.2.2]一个半代数集的闭包和内部都是半代

数集。

定义 2.2.15 [58, 28页，Definition 2.2.5]令 A ⊂ Rm 和 B ⊂ Rn 是两个半代数集。

如果一个映射 f : A→ B的图 (graph)是 Rm+n中的一个半代数集，则称 f 是从

A到 B的半代数映射。

命题 2.2.16 [58, 28-29页，Proposition 2.2.6(i), 2.2.7]令 A, B, C 是三个半代数

集， f : A→ B和 g : B→ C 是半代数映射。则 f ◦ g也是一个半代数映射。对

于半代数集 S ⊂ A和半代数集 T ⊂ B，S 的像 f (S )和 T 的原像 f −1(T )都是半

代数集。

定义 2.2.17 [58, 29页，Proposition 2.2.8]令 A是 Rn 中的非空半代数集。对于

任一 x ∈ Rn，x到 A的距离定义为：

dist(x, A) = inf{ ∥x − y∥ | y ∈ A}.

15
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距离函数 dist : x 7→ dist(x, A) 是从 Rn 到 R 的一个连续的半代数函数。如果
x ∈ cl (A)，那么 dist(x, A) = 0，否则 dist(x, A) > 0。这里，cl (A)表示 A的闭包。

定理 2.2.18 [58, 38页，Theorem 2.5.5]令 A是Rn中的一个半代数集，x ∈ cl (A)。
存在一个连续的半代数映射 f : [0, 1]→ Rn使得 f (0) = x且 f ((0, 1]) ⊂ A。

定理 2.2.19 (Łojasiewicz不等式) [58, 44页，Corollary 2.6.7]令 A是 Rn 中的一

个有界的半代数闭集，f 和 g是从 A到 R上的连续半代数函数。如果 f −1(0) ⊂
g−1(0)，则存在正整数 L和常数 c ∈ R，使得 |g(x)|L ≤ c| f (x)|, ∀x ∈ A。
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第 3章 实根理想的计算

3.1 问题和背景

给定 Q[X] = Q[X1, . . . , Xn]中的一组多项式 f = ( f1, . . . , fs),记 ⟨ f ⟩为 f 在

Q[X]中生成的理想。⟨ f ⟩的实根理想是 (见定义 2.2.3)：

re
√
⟨ f ⟩ =

g ∈ Q[X] | g2m +
l∑

i=1

a2
i ∈ ⟨ f ⟩, 其中m, l ∈ N, ai ∈ Q[X]

 .
令 D为 f 中多项式的最高次数。目前已有的计算实根理想的符号算法 [1,

2]，其输出多项式的次数上界是 D2O(n2)
，算术复杂度是关于 D2O(n2)

的多项式。

另一方面，如果假定 f 的复代数簇是等维光滑的，那么存在复杂度为 s(ndn)O(1)

的符号算法用于计算 ⟨ f ⟩的根理想 [15]。

一个自然的问题是：若 f 的复代数簇是等维光滑的，是否也可以找到复杂

度关于 n为单指数的符号算法来计算 ⟨ f ⟩的实根理想？

3.2 预备知识

3.2.1 实根理想的基本性质

这一章里，如无特别说明，考虑的多项式都是有理系数多项式，涉及的代

数簇也假定是由某些有理系数多项式定义的。在考虑算法复杂度时，如果没有

特别强调，所提到的复杂度也是指有理数域 Q中的算术复杂度。
记 Q[X] = Q[X1, . . . , Xn]为有理数域上的 n元多项式环。令 I 是 Q[X]中的

一个理想，S 是 Cn中的子集。我们将使用如下记号：

• 理想 I 的复代数簇：VC(I) = {x ∈ Cn | f (x) = 0, ∀ f ∈ I};
• 理想 I 的实代数簇：VR(I) = VC(I) ∩ Rn;

• 理想 I 的根理想：
√

I =
{
f ∈ Q[X] | ∃ m ∈ N s.t. f m ∈ I

}
;

• 集合 S 的零化理想：I (S ) =
{
f ∈ Q[X] | f (x) = 0, ∀x ∈ S

}
；

• 集合 S 在Cn中的 Zariski闭包：包含 S 的最小的复代数簇，记作 clZar (S )。
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在这一章，如无特别声明，一个集合的 Zariski闭包都指其在复空间中的 Zariski

闭包。

命题 3.2.1 假设 I 和 J是 Q[X]中的两个理想，则有

re√
I ∩ J =

re√
I ∩ re√

J.

证明 这个式子在 [1, 2]中是直接给出来的。我们简短地证明一下。

首先，显然有
re√I ∩ J ⊂ re√I ∩ re√J。

反过来，假设 f ∈ re√I ∩ re√J，则存在 m, p ∈ N，a1 . . . , ak, b1, . . . , bl ∈
Q[X1, . . . , Xn]使得

g1 := f 2m +
k∑

i=1

a2
i ∈ I, g2 := f 2p +

l∑
i=1

b2
i ∈ J.

故 g1g2 ∈ I ∩ J，因此 f ∈ re√I ∩ J。 �

命题 3.2.2 令 I是Q[X]中的一个素理想。那么 I是实理想当且仅当 I有一个非

奇异的实零点。

证明 参见 [60, Theorem 12.6.1]或 [58, 69页，Proposition 3.3.16]。 �

命题 3.2.3 令 I和 J是 Q[X]中的两个理想。对于 K = C或 R，下述等式成立:

VK(I ∩ J) = VK(I) ∪ VK(J).

证明 参见 [54, 196页，Chapter 4 §3, Theorem 15]。 �

命题 3.2.4 对于 Cn中的一个子集 S，它的 Zariski闭包 clZar (S )等于 VC(I (S ))，

且 S 的零化理想等于它的 Zariski闭包的零化理想。

证明 参见 [54, 199页，Chapter 4 §4]。 �
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3.2.2 周形式

令 Pn 是复数域 C上的 n维射影空间，V 是 Pn 中的一个不可约射影代数

簇，V 的维数是 r。对于 i = 0, . . . , r,记 Ui = (Ui0, . . . ,Uin)为 n+1个新的变元，

U = (U0, . . . ,Ur)。令

Li = Ui0x0 + . . .+ Uinxn, i = 0, . . . , r.

那么存在唯一的（相差一个常数倍）多项式FV ∈ Q[U]使得对任意的 u0, . . . , ur ∈
Cn+1有：

FV(u0, . . . , ur) = 0⇐⇒ V ∩ {L0(u0, x) = 0, . . . , Lr(ur, x) = 0
}
, ∅,

其中 Li(ui, x) = ui0x0 + · · ·+ uinxn, i = 0, . . . , r。这个多项式 FV 就称为射影代数

簇 V 的周形式 [61, Chapter 3]。

假设W 是 Pn中的一个等维射影代数簇。令W =
∪s

i=1 Wi是 V 的极小不可

约分解。那么 V 的周形式定义为：

FW =
s∏

i=1

FWi ,

其中 FWi 是 Wi的周形式。

这个定义也可以推广到 Cn 中的等维仿射复代数簇。假设我们有

Q[X1, . . . , Xn] 中的一组多项式 f = ( f1, . . . , fs)。记 f h
i 为添加变量 X0 得到的

fi 的齐次化形式， f h = ( f h
1 , . . . , f h

s )。那么仿射代数簇 VC( f)等同于 Pn 的一个

子集 VC( f h) \ VC(X0)，并且 VC( f)的射影闭包是包含 VC( f h) \ VC(X0)的最小

射影代数簇 [54, 418页，Chapter 8 §4, Proposition 7]。VC( f)的周形式就定义为

它的射影闭包的周形式 [62, Section 1.1]。

3.3 光滑情形

3.3.1 生成元次数上界

命题 3.3.1 令 V 是 Cn 中的一个等维光滑复代数簇，记 m = (n − dimV)(1 +

dimV)。则存在一组多项式 g1, . . . , gm ∈ Q[X1, . . . , Xn]满足 deg gi ≤ degV 使得

g1, . . . , gm生成 V 的零化理想 I (V)。

证明 参见 [15, Theorem 10]。 �
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定理 3.3.2 令 I是Q[X1, . . . , Xn]中的一个素理想，记 m = (n− dim I)(1+ dim I)。

那么 I 的实根理想有一组次数不高于 degV 的生成元，且这组生成元的个数不

超过 m。

证明 如果 I 的实代数簇 VR(I) = V ∩ Rn 是空集，那么 I 的实根理想等于

I (VR(I)) = ⟨1⟩。
如果 I的实代数簇非空，则存 x ∈ VR(I) ⊂ V，因为 V 是光滑的，所以 x是

V的一个光滑点。又因为且 I是素理想，由雅可比准则，可知 x也是 I的非奇异

点。根据命题 3.2.2，我们知道 I是实的，即 I的实根理想等于 I本身。另一方

面，I是素理想意味着 I等于 I (V)，故 I的实根理想等于 I (V)。由命题 3.3.1可

知，I (V)有一组次数不高于 degV 的生成元，且这组生成元的个数不超过 m。

�

定理 3.3.3 令 I 是 Q[X1, . . . , Xn]中的一个理想。如果 I 的复代数簇 V = VC(I)

是光滑的，那么 I 的实根理想有一组次数不高于 degV 的生成元。

证明 设 V 的极小不可约分解为 V =
∪t

i=1 Vi，记 Ii = I (Vi)，则
√

I =
∩t

i=1 Ii。

此外，I ⊂
√

I ⊂ re√I 可推出 re√I =
re
√√

I。于是由命题 3.2.1，有

re√
I =

t∩
i=1

re
√

Ii. (3-1)

根据定理 3.3.2,每个实根理想 re√Ii都有一组次数不高于 degVi的生成元，假设

是 {g(i)
1 , . . . , g

(i)
mi }，其中 mi = (n− dimVi)(1 + dimVi)。另一方面，因为 V 是光滑

的，由命题 2.1.16 (iv)可知，V 的所有不可约分支都两两不相交，即对任意的

i, j ∈ {1, . . . , s}, i , j，有 Vi ∩ V j = ∅，故 (Vi ∩ Rn) ∩ (V j ∩ Rn) = ∅。因此，若
i , j则 re√Ii +

re
√

I j = ⟨1⟩。于是下面的等式成立：
t∩

i=1

re
√

Ii =
⟨{

g(1)
i1
· · · g(t)

it
| 1 ≤ i1 ≤ m1, . . . , 1 ≤ it ≤ mt

}⟩
. (3-2)

并且, deg(g(1)
i1
· · · g(t)

it
) ≤ degV1 + · · ·+ degVt = degV。结合 (3-1)与 (3-2)，定理

得证。 �

20



第 3章 实根理想的计算

3.3.2 算法

令 f = ( f1, . . . , fs) 是 Q[X1, . . . , Xn] 中的一组多项式，假设 f 的复代数簇

V = VC( f)是光滑的，记 r = dimV。将 V 的极小等维分解写为 V =
∪r

i=0 Vi，

其中 Vi是 V的 i-维等维分支或是空集。记 f h
1 , . . . , f h

s 为添加变量 X0的 f1, . . . , fs

的齐次化形式。我们给出计算 re
√
⟨ f ⟩所有极小素理想的一个概率算法。下面是

算法中要用到的几个子程序。

• PointsPerComponents.输入一组多项式等式： f1 = 0, . . . , fs = 0，输出

包含有限个实点的集合 S 使得 S 与 VR( f1, . . . , fs)的每一个连通分支的

交集都非空 [63-66]。

• Equidim. 输入一组齐次多项式 f h
1 , . . . , f h

s , g ∈ Q[X0, . . . , Xn]，输出

VC( f h
1 , . . . , f h

s ) \ VC(g)所有等维分支的周形式 [62, Subroutine 11]。

• Generators.输入某个等维复代数簇 Vi的周形式 FVi，输出 I (Vi)的一组

次数不高于 degVi的生成元 [15, Section 5]。

令 Vi ⊂ Cn 是 V 的一个等维分支，记 Vh
i ⊂ Pn 为 Vi 的射影闭包。令 Vi =∪mi

j=1 Vi j 是 Vi 的极小不可约分解。那么 Vh
i =
∪mi

j=1 Vh
i j，其中 Vh

i j 是 Vi j 的射影

闭包。Vi的周形式 FVi 可由 Equidim计算得到。另外，根据周形式的定义，我

们有 FVi =
∏mi

j=1 FVi j。于是通过在 Q上分解 FVi，我们就能得到 Vi所有不可约

分支的周形式。现在，我们介绍用于计算 ⟨ f ⟩的实根理想的所有极小素理想的
算法。这里，假定输入的 f 满足条件：VC( f)是光滑的复代数簇。

RealRadicalSmooth( f)

1. S = PointsPerComponents( f = 0);

2. if S = ∅, then return {1};

3.
{FV0

, . . . ,FVr

}
= Equidim( f h, X0);

4. for 0 ≤ i ≤ r do

{FVi1 , . . . ,FVimi
} ← irreducible factors of FVi;

5. Ω = {};

6. for 0 ≤ i ≤ r and 1 ≤ j ≤ mi do
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Gi j = Generators(FVi j);

if VC(Gi j) ∩ S , ∅ then Ω = Ω ∪
{
Gi j

}
;

7. return Ω.

定理 3.3.4 设 f = ( f1, . . . , fs)是 Q[X1, . . . , Xn]中的一组多项式，由一个直线型

程序 (straight-line program,简称 SLP) Γ表示。记 D = max(deg( fi), i = 1, . . . , s)。

假设 VC( f)是光滑的，维数是 r，次数是 δ。算法 RealRadicalSmooth( f)以 Γ

为输入，以概率 1输出 re
√
⟨ f ⟩的每一个极小素理想的生成元，这些生成元的次

数不高于 δ。在成功的情况下，这个算法的复杂度是 (snDn)O(1)。

证明 概率分析：这个算法的第 1,3,4,6 步用的是概率算法。整个算法的

成功的概率依赖于在 QnO(1)
中的随机取值，并且存在 QnO(1)

的一个 Zaris-

ki 开集使得 RealRadicalSmooth 中涉及的概率算法都得到正确答案，由此

RealRadicalSmooth将以概率 1得到正确答案。下面我们假设第 1,3,4,6步运

算得到的结果都是正确的。

正确性：集合 S 中的点也叫作实代数集 VR( f)的样本点，即对于 VR( f)的任

意一个连通分支 C，集合 S 至少包含 C 的一个点。因为 VC( f)是光滑的，所

以它的所有不可约分支都两两不相交（参见命题 2.1.16），因此 VR( f)的所有

不可约分支也两两不相交。故对于 VR( f)的每一个连通分支 C，VR( f)有且仅

有一个不可约分支包含 C。令 Vi j = VC(Gi j)，我们证明 Vi j ∩ Rn 非空当且仅当

Vi j ∩ S 非空。假设 Vi j ∩ Rn 不等于空集，那么它至少包含 VR( f)的一个连通

分支，因此 Vi j ∩ S 也非空。反过来是显然的。又因为 I (Vi j)是素理想，由定

理 3.3.2可知，I (Vi j)是实的当且仅当 Vi j 包含一个实点，即 Vi j ∩ S 非空。由

等式 (3-1)可知，⟨ f ⟩的实根理想 re
√
⟨ f ⟩等于∩Vi j∩S,∅ I (Vi j)。最后，因为 Vi j 是

VC( f)的不可约分支，故对于每个满足 Vi j ∩ S , ∅的复代数簇 Vi j，I (Vi j)都是
re
√
⟨ f ⟩的一个极小素理想。
复杂度分析：记 Γ的长度为 L。算法 RealRadicalSmooth的第 1步计算一个

有限的集合 S ⊂ Rn 使得 S 与 VR( f) 的每一个连通分支的交都不为空。可实

现这一步的算法参见 [63-67]。调用已有的Maple程序包 Raglib[66]，根据 [65,

Theorem 4]中关于 PointsPerComponents复杂度的分析，可知第 1步的复杂

度是 sL(nDn)O(1)。
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接下来，由 [62, Theorem 1]，计算 VC( f h
1 , . . . , f h

s ) \VC(X0)所有等维分支的

周形式的复杂度是 sL(nDn)O(1)。第 3步得到的周形式
{FV0

, . . . ,FVr

}
由长度不

大于 sL(nDn)O(1)的 SLP表示 [62, Section 3.5]。

设表示 FVi 的 SLP 的长度为 Li，那么在有理数域上分解 FVi 的复杂度是

关于 Li 和 FVi 的全次数的多项式函数 [68, 69]。注意到 FVi 的全次数不超过

(i + 1)Dn，所以第 4步的复杂度是 (sLn(r + 1)Dn)O(1)。又因为 r ≤ n − 1，所以
(sLn(r + 1)Dn)O(1)包含在 (sLnDn)O(1)中。

以 FVi j 为输入，计算 I (Vi j) 的生成元 Gi j 的复杂度不会超过 (sLnDn)O(1)

[15, Section 5.5]。然后，将 Gi j 中的多项式在 S 中的所有点上取值，可判定

VC(Gi j)∩ S 是否为空，这一步的复杂度也不会超过 (sLnDn)O(1)。最后，因为 L

不超过 O(s(nD)n) [见 70]，所以在成功的情况下，算法 RealRadicalSmooth的

整体复杂度是 (snDn)O(1)。

�
算法 RealRadicalSmooth是蒙特卡罗算法，即无法保证最后得到的结果

是正确的。

3.4 一般情形

3.4.1 有理参数化的定义和性质

定义 3.4.1 令 V 是一个等维复代数簇，其维数是 r (r ≥ 0)，次数是 δ。V 的一个

有理参数化表示由如下多项式组成：

• Q[T1, . . . , Tr+1]中的一组多项式 (w, v1, . . . , vn)，满足: T1, . . . , Tr+1是新的

变元；w无平方，首系数为 1，全次数为 δ；对于 1 ≤ i ≤ n，有不等式

deg(vi,Tr+1) < deg(w,Tr+1)。

• ℓ = (λ1, . . . , λr+1)，其中每个 λi 是 X1, . . . , Xn 的线性组合，满足

λi(v1, . . . , vn) = Ti
∂w

∂Tr+1
mod w。

我们把这样的有理参数化表示记为 Q = ((w, v1, . . . , vn), ℓ)，称 Q 是

Q[T1, . . . , Tr+1]中的一个次数为 δ的 r维有理参数化表示。
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复代数簇 V 是如下集合在 Cn中的 Zariski闭包：{
(x1, . . . , xn) ∈ Cn | ∃ϑ ∈ Cr+1,w(ϑ) = 0,

∂w
∂Tr+1

(ϑ) , 0, xi =
vi

∂w/∂Tr+1

(ϑ)

}
.

我们也称Q是复代数簇 V 的零化理想的有理参数化表示。

给定一个有理参数化表示Q，将Q所对应的复代数簇记作 Z(Q)。由雅可

比准则可知 (见定理 2.1.17)，Z(Q)是等维的。在映射 x → (λ1(x), . . . , λr+1(x))

下，Z(Q)的像的 Zariski闭包等于 {ϑ ∈ Cr+1 | w(ϑ) = 0}。多项式 w称为Q的

消去多项式 (eliminating polynomial)。此外，w的次数与 Z(Q)的次数相等 [22,

Proposition 1]。另外，我们用 ((1))表示空集。

命题 3.4.2 令 V 是 Cn 中的一个等维复代数簇，其维数是 r。存在一个非空的

Zariski 开集 G (V) ⊂ Cn×(r+1) 使得对任意的 ℓ ∈ G (V) ∩ Qn×(r+1)，下述性质成

立：存在 Q[T1, . . . , Tr+1]中的一组多项式 (w, v1, . . . , vn)使得 Z(Q) = V，其中

Q = ((w, v1, . . . , vn), ℓ).

证明 参见 [21, Section 7]或 [71]。 �

令Q = ((w, v1, . . . , vn), ℓ = (λ1, . . . , λr+1))是一个有理参数化表示。对于多

项式 ∂w
∂Tr+1

∈ Q[T1, . . . , Tr+1]，将变量 Ti替换为 λi，得到一个 Q[X1, . . . , Xn]中的

一个多项式，记作 σQ，即

σQ =
∂w
∂Tr+1

(λ1, . . . , λr+1).

记 S(Q) = Z(Q) ∩ VC(σQ)。下面这个命题在 [25]中的结论部分提到。

命题 3.4.3 保留上述的记号，复代数簇 Z(Q)在 Q上不可约当且仅当多项式 w

在 Q上不可约。

引理 3.4.4 假设复代数簇 Z(Q)的零化理想 I是素理想。那么，I是实的当且仅

当下述两个等价的条件成立：

(i) Z(Q)包含一个实的非奇异点;

(ii) 半代数集 S =
{
ϑ ∈ Rr+1 | w(ϑ) = 0, ∂w

∂Tr+1
(ϑ) , 0

}
非空。

特别地，如果 I 不是实的，则 Z(Q) ∩ Rn等于 S(Q) ∩ Rn。
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证明 记 h = ∂w
∂Tr+1
。由命题 3.2.2可知，素理想 I 是实的当且仅当它有一个非奇

异的实零点，这等价于 Z(Q)包含一个实的非奇异点。

下面我们证明条件 (ii)成立当且仅当 I 是实理想。不失一般性，假设对于

i = 1, . . . , r + 1，线性组合 λi = Xi。于是，Ti = Xi，其中 i = 1, . . . , r + 1。

如果半代数集 S 非空，则存在 ϑ ∈ Rr+1使得 w(ϑ) = 0且 h(ϑ) , 0。令 x =(
v1
h (ϑ), . . . ,

vn
h (ϑ)
)
，则 x属于 Z(Q)∩Rn。根据 Z(Q)定义以及Hilbert零点定理，多

项式w, hXr+2−vr+2, . . . , hXn−vn都属于 I。此外，因为w, hXr+2−vr+2, . . . , hXn−vn

关于变元 X1, . . . , Xn的雅可比矩阵在 x处的秩为 n− r，故 x是 I的非奇异零点。

因此理想 I 是实的。

反过来，如果半代数集 S 是空的，那么 Z(Q)∩Rn包含在 Z(Q)∩VC(σQ)

中。另一方面，由于 Z(Q)不可约，且 Z(Q)∩VC(σQ)严格包含在 Z(Q)中，故

Z(Q)∩VC(σQ)的维数严格小于 (Z(Q))的维数。因此，Z(Q)∩Rn的维数也严

格小于 Z(Q)的维数，这就意味着 I 不是实的。

�
从引理 3.4.4的证明中，我们有下述推论。

推论 3.4.5 保留上述的记号，假设复代数簇 Z(Q)不可约，则 S(Q)的维数严

格小于 Z(Q)的维数。

3.4.2 算法

首先介绍一些将在主算法中会用到的子程序。

第一个子程序是 IrreducibleDecomposition，它主要是执行如下任务：输入

Q[X1, . . . , Xn]中的一组多项式 f = ( f1, . . . , fs)，然后输出 VC( f)的所有不可约

分支的有理参数化表示。首先，调用 [25]中的等维分解算法可得到 VC( f)所有

等维分支上的一般零点 (generic points)的参数化表示，这个等维分解算法的复

杂度是 (sLnDn)O(1)。接下来，用Hensel提升将一般零点的参数化表示恢复成对

应的等维分支的参数化表示，这一步的复杂度是 (snDnmax(1,r))O(1)。最后，通过

分解每个等维分支的参数化表示的消去多项式，再做相应的约化计算，得到对

应的不可约分支的参数化表示。这一步的算术复杂度不会超过 (snDnmax(1,r))O(1)

（参见 [68, Theorem 6.1]或 [69, Theorem 1]。
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引理 3.4.6 令 f = ( f1, . . . , fs) 是 Q[X1, . . . , Xn] 中的一组多项式。记 D =

max{deg fi | 1 ≤ i ≤ s}，V 是 f 的复代数簇，V 的维数是 r。存在复杂度为

(snDnmax(1,r))O(1)的概率算法计算 V 的所有不可约分支的参数化表示。

第二个子程序是 IsReal。令 Q 是 Q[T1, . . . , Tr+1]中次数为 δ的一个有理

参数化表示。假设 Q对应的复代数簇 Z(Q)是不可约的。子程序 IsReal用来

判定 Z(Q)是否包含一个非奇异的实点，它的复杂度是 δO(r)。

引理 3.4.7 令Q = (w, v1, . . . , vn, ℓ)是 Q[T1, . . . , Tr+1]中次数为 δ的一个有理参

数化表示。假设 Q对应的复代数簇 Z(Q)是不可约的。则存在算法 IsReal可

判定 Z(Q)是否包含一个非奇异的实点，如果包含则返回 true，否则返回 false。

这个算法的复杂度是 δO(max(1,r))。

证明 由引理 3.4.6，只需判定半代数系统 w = 0, ∂w
∂Tr+1

, 0是否有实解。根据

[48, Chapter 14]，存在复杂度为 δO(max(1,r))的算法来完成上述判定。 �

下一个子程序是 ChangeSeparatingElement。这个子程序的输入是某个

复代数簇 Z的一个有理参数化表示，这个参数化中的线性组合是 ℓ。这个子程

序的输出是：一个新的线性组合 ℓ′以及 ℓ′对应的有理参数化表示Q′(其中Q′

也是 Z的一个有理参数化表示)。

引理 3.4.8 令Q = ((w, v1, . . . , vn), ℓ)是 r维等维复代数簇 Z 的一个有理参数化

表示，其次数为 δ，且 ℓ在Zariski开集G (Z)中（关于G (Z)的定义，见命题 3.4.2）。

那么存在复杂度为 (r + 1)(nδ)O(max(1,r)) 的算法 ChangeSeparatingElement 用

于计算有理参数化表示 Q′ = ((w′, v′1, . . . , v
′
n), ℓ

′)，使得 Q′ 也是 Z 的一个有理

参数化表示。

证明 这个算法的原理与 [24, Lemma J.8, electronic Appendix]类似，需要用到

[72, Lemma 2]中的完成零维系统本原元变换的算法（其复杂度是 (nδ)O(1)）。

这里，我们需要处理的是正维的情形。在 [24, Lemma J.8, electronic Ap-

pendix]中，一维的情形是通过应用 [72, Lemma 2]和单变元幂级数环Q[[T1−y1]]

中的操作来处理，其中 y1 是随机选取的。通过模 (T1 − y1)deg(Q)+1 来截断幂级

数，就可以将零维情形下的算法在Q[[T1 − y1]]中运行，从而得到新的线性组合
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及其对应的有理参数化表示。于是，增加的运算量都是由此而来的 Q[[T1 − y1]]

中的运算步骤。

为了处理 r 维等维的情形，使用类似的办法，把幂级数环变为 Q[[T1 −
y1, . . . , Tr−yr]]，其中 y1, . . . , yr是随机选取的，依然通过模次数为 deg(Q)+1的单

项式来截断幂级数。这时，增加的运算量都是由此而来的Q[[T1−y1, . . . , Tr−yr]]

中的运算步骤，这不会超过 (nδ)O(r)（因为计算的多项式次数都不超过 deg(Q)+

1，即 δ+ 1）。

最后，改变 r + 1个线性形式只需要把这个过程执行 r + 1遍。

�
子程序 Intersect。令Q = ((w, v1, . . . , vn), ℓ)是Q[T1, . . . Tr+1]中的一个有理

参数化表示，其中 ℓ = (λ1, . . . , λr+1)，g是Q[T1, . . .Tr+1]中的一个多项式。用 gQ

表示多项式 g(λ1, . . . , λr+1) ∈ Q[X]。子程序 Intersect用于计算 Z(Q) ∩ VC(gQ)

的有理参数化表示。

引理 3.4.9 令 Q = ((w, v1, . . . , vn), ℓ) 是 Q[T1, . . .Tr+1] 中的次数为 δ 一个有理

参数化表示，Z(Q) ⊂ Cn 是一个 r 维的等维复代数簇，其中 r ≥ 1。令 g 是

Q[T1, . . . Tr+1]中次数为 δ′的一个多项式。假设 Z(Q) ∩VC(gQ)的维数是 r − 1。
则存在算法 Intersect使得输入 (Q, g)，可得到表示 Z(Q)∩VC(gQ)的所有不可

约分支的有理参数化表示，且算法 Intersect的复杂度是 (nmax(δ, δ′))O(r)。

证明 这个算法的第一步是选取 r+1个关于 X1, . . . , Xn的线性组合 λ′1, . . . , λ
′
r+1，

令 ℓ′ = (λ′1, . . . , λ
′
r+1)，假设 ℓ

′属于 Zariski开集 G (Z)中（见命题 3.4.2）。

Z(Q)是一个 r维等维的复代数簇，由Krull维数定理 [59]，如果交集 Z(Q)∩
VC(gQ)非空，则它的维数不小于 r − 1，因此它所有的不可约分支的维数也都
不低于 r − 1。因为已经假定 dim(Z(Q) ∩ VC(gQ)) = r − 1，故 Z(Q) ∩ VC(gQ)

是一个 r − 1维的等维复代数簇。
因此，可以进一步假设 ℓ′的前 r个线性组合包含在 Zariski开集 G (Z(Q)∩

VC(gQ))（见命题 3.4.2）。

下一步，要计算有理参数化表示Q′ = ((w′, v′1, . . . , v
′
n), ℓ

′)使得其对应的复

代数簇是 Z(Q)。为清晰起见，记Q′中涉及到的变元为 T ′1, . . . , T
′
r+1。引理 3.4.8表

明这一步的复杂度是 (r + 1)(nδ)O(r)。
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现在，要计算表示交集 Z(Q′) ∩ VC(gQ)的有理参数化表示。这个过程如

下：

1. 将 g 中的变元 T1, . . . , Tr+1 分别替换为 Q 中的 λ1, . . . , λr+1，得到

Q[X1, . . . , Xn]中的多项式 gQ；

2. 将 gQ中的变元 X1, . . . , Xn分别替换为Q′中对应的参数化形式，由此得

到 Q(T ′1, . . . , T
′
r+1)中的一个有理函数 g′；

3. 通过 [21, Section 2.2]中的子结式运算，求 g′和 w′的分子的零点集的交

（在复数域中），并由此得到 Z(Q) ∩ VC(gQ)的有理参数化表示。

然而，直接按上述步骤计算无法得到引理中所给出的复杂度，需要引进一

个经典的赋值-插值技巧，这样能更好地控制运算过程中出现的分母的次数。

这里，通过一个直线型程序（straight-line program,简称 SLP）Γ来表示 gQ。

因为 g是Q[T1, . . .Tr+1]中次数为 δ′的多项式，因此 Γ的长度不超过 (rδ′)O(r)+

O(nr)[70]。然后，将 Xi =
v′i

∂w′/∂T ′r+1
代入 Γ中，再执行所需的赋值操作，可得到

有理函数 g′的 SLP表示，这个过程复杂度是 (nδ)O(r)（因为Q′中的多项式的

次数不超过 δ且只涉及 r + 1个变元）。最后，总结起来，计算 g′的 SLP表示

总的复杂度是 (rδ′)O(r) + O(nr) + (nδ)O(r)。

取 y = (y1, . . . , yr−1) ∈ Qr−1，将 g′ 中的变元 T ′1, . . . , T
′
r−1 分别取值为

y1, . . . , yr−1，根据上面计算 g′的 SLP表示的过程，可知完成所有的取值的复杂

度是 (rδ′)O(r) + O(nr) + (nδ)O(r)。

对于上述的 y，记 g′y 为新得到的有理函数。类似地，将 Q′ 中的变元

T ′1, . . . , T
′
r−1赋值为 y1, . . . , yr−1，这样得到有理参数化表示记为Q′

y。

利用 [21, Section 2.2]中的计算交集的算法，以 g′y的分子和Q′
y为输入，可

得到 Z(Q) ∩ VC(gQ) ∩ VC(ℓ
′
y)的一个零维参数化表示。

由 Bézout’s定理，复代数簇 Z(Q) ∩ VC(gQ)的次数不超过 δ′δ，因此只需

将上述过程重复 (δ′δ)O(r)次，再利用插值算法即可得到 Z(Q) ∩VC(gQ)的参数

化表示。最后，再通过分解相应的消去多项式得到 Z(Q)∩VC(gQ)的不可约分

支的参数化表示。

�
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子程序 RemoveRedundantComponents。令L = (Q1, . . . ,Qt)是一组有

理参数化表示，满足：对 1 ≤ i ≤ t，Z(Qi)是不可约的。这个子程序返回L 的

一个子集Qi1 , . . . ,Qik，使得 Z(Qi1) ∪ · · · ∪ Z(Qik) = Z(Q1) ∪ · · · ∪ Z(Qt)，且对

于 u , v，有 Z(Qiu) 1 Z(Qiv)。

引理 3.4.10 令 L = (Q1, . . . ,Qt) 是一组有理参数化表示，其中 Qi 的次

数为 δi，记 δ 是 δ1, . . . , δt 中的最大值。假设对于 1 ≤ i ≤ t，Z(Qi)

是不可约的且它的维数是 ri。令 r 是 r1, . . . , rt 中的最大值。存在一个算

法 RemoveRedundantComponents，对于输入 L，可得到 L 的一个子集

Qi1 , . . . ,Qik 使得下述条件成立：

• Z(Qi1) ∪ · · · ∪ Z(Qik) = Z(Q1) ∪ · · · ∪ Z(Qt)；

• 如果 u , v，则 Z(Qiu) 1 Z(Qiv)。

算法 RemoveRedundantComponents的复杂度是 t(r + 1)(nδ)O(r)。

证明 首先，将 L 中的有理参数化表示按照其维数的大小进行排序。不妨假

设 Q1, . . . ,Qt 已经是按维数非递减的顺序排列好的，即 ri ≤ ri+1。随机选取

r + 1个线性组合 ℓ = (λ1, . . . , λr+1)，然后以Qi 和 (λ1, . . . , λri+1)为输入，调用

ChangeSeparatingElement，得到Q′
i 和 (λ′1, . . . , λ

′
ri+1)，使得Q′

1, . . . ,Q
′
t 满足：

对任意的 1 ≤ si ≤ ri 和 1 ≤ s j ≤ r j，如果 si = s j，则 λ′si
= λ′s j

。由引理 3.4.8，

这一步的复杂度是 t(r + 1)(nδ)O(r)。因为已经假定所有的 Z(Q′
i )都是不可约的，

因此最后只需做如下操作：若 i < j且 ri < r j，判定 Z(Q′
i )是否包含在 Z(Q′

j)。

�
下面我们开始介绍主要的算法 LazyRealRadical。算法的输入是

Q[X1, . . . , Xn] 中的一组多项式 f = ( f1, . . . , fs)，输出是实根理想
re
√
⟨ f ⟩ 的所

有极小素理想的有理参数化表示（这里我们将素理想等同于其对应的复代数

簇）。

首先，调用 IrreducibleDecomposition 来计算复代数簇 VC( f) 的所有

不可约分支的有理参数化表示 R1, . . . ,Rt。然后，对于 1 ≤ i ≤ t，记

Z(Ri) 的零化理想为 Ii，计算
re√Ii 的所有极小素理想的有理参数化表示。

这需要一个新的算法 LazyRealRadicalRec(随后会详细介绍)。最后，调用

RemoveRedundantComponents来去掉多余的分支。

LazyRealRadical( f)
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1. (R1, . . . ,Rt) = IrreducibleDecomposition( f);

2. if t = 1 and R1 = ((1)) then return ((1));

3. res = {};

4. for 1 ≤ j ≤ t do

• res = res ∪ LazyRealRadicalRec(Ri);

5. return RemoveRedundantComponents(res).

现在，我们介绍算法 LazyRealRadicalRec。令Q是一个有理参数化表示，

且 Z(Q)不可约。记 Z(Q)的零化理想为 I。算法以 Q为输入，计算
re√I 的所

有极小素理想的有理参数化表示。首先，通过 IsReal来判定 Z(Q)是否包含一

个非奇异的实点，如果包含，则返回Q，否则计算 S(Q)的所有不可约分支的

有理参数化表示，最后对这些新的有理参数化表示做递归。

LazyRealRadicalRec(Q)

1. if R1 = ((1)) then return ((1));

2. if IsReal(Q) then return (Q);

3. let w ∈ Q[T1, . . . , Tr+1] be the eliminating polynomial of Q;

4. (Q′
1, . . . ,Q

′
k) = Intersect(Q, ∂w

∂Tr+1
);

5. for 1 ≤ ℓ ≤ k do

• res = res ∪ LazyRealRadicalRec(Q′
ℓ);

6. return RemoveRedundantComponents(res).

定理 3.4.11 令 f = ( f1, . . . , fs) 是 Q[X1, . . . , Xn] 中的一组多项式，D =

max{deg f1, . . . , deg fs}，r = max{1, dimVC( f)}。算法 LazyRealRadical以 f 为

输入，以概率 1返回 re
√
⟨ f ⟩的所有极小素理想的有理参数化表示，其复杂度为

sO(1)(nD)O(nr2r)。
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证明 概率分析：与定理 3.3.4的证明类似。

正确性：以 f 为输入，LazyRealRadical 首先计算 VC( f) 所有不可约分

支的有理参数化表示 R1, . . . ,Rt。下一步，对于 1 ≤ i ≤ t，计算 I (Z(Ri))

的实根理想所有极小素理想的有理参数化表示。这一步是通过调用算法

LazyRealRadicalRec来完成。因此，只需证明算法 LazyRealRadicalRec的正

确性。假设Q是 LazyRealRadicalRec的一个输入，Q对应的复代数簇 Z(Q)

是不可约的，下面我们通过归纳法证明这个算法的正确性。如果 Z(Q)是零维

的，结论是显然的。现在假设 Z(Q)的维数 r大于零，算法 LazyRealRadicalRec

对于维数小于 r的输入都会在有限步内终止且输出结果是正确的。如果 IsReal

判定 Z(Q)的理想是实的，则直接返回 Q，算法结束且返回结果正确。否则，

由引理 3.4.4,调用 Intersect计算 S(Q)的不可约分解，得到其不可约分支的有

理参数化表示Q′
1, . . . ,Q

′
k，再对每个Q′

i 做递归。由推论 3.4.5和归纳假设，算

法的终止性与正确性得证。

复杂度分析：LazyRealRadical 的第一步是调用算法 IrreducibleDecom-

position，它的复杂度是 (snDnr)O(1)(引理 3.4.6)，其中 r = max{1, dimVC( f)}。
由 Bézout’s定理 (可参见 [73])，这一步的输出所表示的不可约分支的次数和不

超过 Dn，因此 t ≤ Dn且对于 1 ≤ i ≤ t，Ri 的次数也不超过 Dn。

下一步，对于 1 ≤ i ≤ t，以 Ri 为输入，调用算法 LazyRealRadicalRec。

我们将在最后证明如果以次数为 δ 的 ρ 维有理参数化表示 Q 为输入，满足

Z(Q)不可约，算法 LazyRealRadicalRec输出的有理参数化表示的次数和不

超过 (nδ)O(2ρ)，且算法的复杂度也是 (nδ)O(2ρ)。因此，整个 “for”循环的复杂度

是 (nD)O(n2r)。

LazyRealRadical的最后一步是调用RemoveRedundantComponents，由

引理 3.4.10可知，整个算法的复杂度是 sO(1)(nD)O(nr2r)。

现在，证明上述关于 LazyRealRadicalRec的复杂度的声明。这个算法的

第一步是以 Q为输入，调用 IsReal，其复杂度是 δO(ρ)(引理 3.4.7)。如果判定

Q的理想是实的，那么Q被返回，否则以Q和 ∂w
∂Tρ+1

为输入，调用 Intersect，

其中 w是Q的消去多项式。由引理 3.4.9，这一步的复杂度是 (nδ)O(ρ)。

输出的有理参数化表示的次数和不高于 δ2，其维数等于 ρ − 1。因此，当

输入是次数等于 δ，维数等于 ρ的一个有理参数化表示时，设 T (δ, ρ)为此时
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LazyRealRadicalRec的复杂度，那么就有下面的递归公式：

T (δ, ρ) ≤ (nδ)O(ρ) + T (δ2, ρ − 1).

求解这个递归公式即得到算法的复杂度。同样地，对于输出多项式的次数和也

有这个递归公式。定理得证。

�

3.5 例子

因为已实现的符号算法大都是基于 Gröbner基，所以实际计算当中，我们

是采用 Gröbner而不是有理参数化表示来对复代数簇进行操作。因此，计算得

到是实根理想的极小素分解。用于算法运行的服务器的参数：Intel(R) Xeon(R)

CPU E7-4809 v2 @ 1.90GHz, RAM 756GB。

已有的计算实根理想的符号算法 [1, 2]是由 Spang[4]提供的一个 Singular

程序包 realrad。下面给出的例子都是这个程序包无法计算的。

例 3.5.1 (Vor1) 下面的多项式取自 [74]:

Vor1 =(α2 + β2 + 1)a2λ4 − 2a(2aβ2 + ayβ+ aαx − βα+ 2a + 2aα2 − βαa2)λ3

+ (β2 + 6a2β2 − 2βxa3 − 6βαa3 + 6yβa2 − 6aβα − 2aβx + 6αxa2 + y2a2

− 2aαy + x2a2 − 2yαa3 + 6a2α2 + a4α2 + 4a2)λ2

− 2(xa − ya2 − 2βa2 − β+ 2aα+ αa3)(xa − y − β+ aα)λ

+ (1 + a2)(xa − y − β+ aα)2.

这个多项式是一个平方和 [75]，因此理想 ⟨Vor1⟩不是实的。输入 Vor1，得到
re√⟨Vor1⟩所有的极小素理想：

P1 = ⟨aα − ax + β − y, λ+ 1⟩, P2 = ⟨aα+ ax − β − y, λ⟩, P3 = ⟨2βλ+ β+ y, a⟩.

运行时间在 9秒之内。

例 3.5.2 考虑下述对称矩阵的特征多项式：
x 1 1

1 y 1

1 1 z

 .
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令D是这个特征多项式的判别式，D是一个平方和 [76]。以D为输入，得到
re√⟨D⟩的极小素理想 ⟨y − z, g⟩，其中

g = − 19y12 + 228y11z − 1254y10z2 + 4180y9z3 − 9405y8z4 + 15048y7z5 − 17556y6z6 + 15048y5z7

− 9405y4z8 + 4180y3z9 − 1254y2z10 + 228yz11 − 19z12 − 606y10 + 6060y9z − 27270y8z2

+ 72720y7z3 − 127260y6z4 + 152712y5z5 − 127260y4z6 + 72720y3z7 − 27270y2z+6060yz9

− 606z10 − 6732y8 + 53856y7z − 188496y6z2 + 376992y5z3 − 471240y4z4 + 376992y3z5

− 188496y2z6 + 53856yz7 − 6732z8 − 35370y6 + 212220y5z − 530550y4z2 + 707400y3z3

− 530550y2z4 + 212220yz5 − 35370z6 − 116073y4 + 464292y3z − 696438y2z2 + 464292yz3

− 116073z4 − 77760y2 + 155520yz − 77760z2 + 139968x − 69984y − 69984z.

由此说明 re√⟨D⟩是素的。计算这个例子的时间在 4秒之内。

例 3.5.3 (Homotopy-1) 这个例子取自 [10]:

f1 = x3y2 + c1x3y + y2 + c2x + c3, f2 = c4x4y2 − x2y + y + c5, f3 = c4 − 1.

输入 f = ( f1, f2, f3)，计算结果显示
re
√
⟨ f ⟩只有一个极小素理想，且这个素

理想是 ⟨ f ⟩。这表明理想 ⟨ f ⟩本身就是实的素理想。运行时间在 1秒之内。

例 3.5.4 (Cinquin-3-4) 这个例子也是取自 [10]:

f1 = s − x1(1 + x42 + x43), f2 = s − x2(1 + x41 + x43), f3 = s − x3(1 + x41 + x42).

输入 f = ( f1, f2, f3)，在 47秒之内得到 re
√
⟨ f ⟩的极小素理想：

P1 =
⟨
x3 − x1, x2 − x1,−x43x1 − x42x1 − x1 + s

⟩
,

P2 =
⟨
x3 − x1, x32x1 + x22x21 + x2x31 − x41 − 1,−x43x1 − x42x1 − x1 + s

⟩
,

P3 =
⟨
x2 − x1, x33x1 + x23x21 + x3x31 − x41 − 1,−x43x1 − x42x1 − x1 + s

⟩
,

P4 =
⟨
x3 − x2, x42 − x32x1 − x22x21 − x2x31 + 1,−x43x1 − x42x1 − x1 + s

⟩
.

例 3.5.5 (Essential Variety) 这个例子取自 [77]. 令 E 是按如下定义的一个本质
簇:

E =
{
M ∈ R3×3 | det(M) = 0, 2(MMT )M − tr(MMT )M = 0

}
,
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其中 det(M)是 M的行列式，tr(MMT )是 MMT 的迹。

将矩阵 M写为： 
a b c

u v w

x y z

 ,
则 E的定义多项式是 10个三次多项式:

avz − awy − buz + bwx + cuy − cvx,

(2a2 + 2b2 + 2c2)a + (2au + 2bv + 2cw)u + (2ax + 2by + 2cz)x − ga,

(2a2 + 2b2 + 2c2)b + (2au + 2bv + 2cw)v + (2ax + 2by + 2cz)y − gb,

(2a2 + 2b2 + 2c2)c + (2au + 2bv + 2cw)w + (2ax + 2by + 2cz)z − gc,

(2au + 2bv + 2cw)a + (2u2 + 2v2 + 2w2)u + (2ux + 2vy + 2wz)x − gu,

(2au + 2bv + 2cw)b + (2u2 + 2v2 + 2w2)v + (2ux + 2vy + 2wz)y − gv,

(2au + 2bv + 2cw)c + (2u2 + 2v2 + 2w2)w + (2ux + 2vy + 2wz)z − gw,

(2ax + 2by + 2cz)a + (2ux + 2vy + 2wz)u + (2x2 + 2y2 + 2z2)x − gx,

(2ax + 2by + 2cz)b + (2ux + 2vy + 2wz)v + (2x2 + 2y2 + 2z2)y − gy,

(2ax + 2by + 2cz)c + (2ux + 2vy + 2wz)w + (2x2 + 2y2 + 2z2)z − gz,

其中 g = (a2 + b2 + c2 + u2 + v2 + w2 + x2 + y2 + z2)。将这 10个多项式生成的

理想记为 I。输入这些多项式，结果显示 re√I 只有一个极小素理想，且这个素

理想是 I 本身。这表明 I 是实的素理想。运行时间在 800秒之内。
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第 4章 多项式全局最优化

4.1 问题和背景

给定多项式 f , g1, . . . , gs ∈ R[X1, . . . , Xn]，令 G = (g1, . . . , gs)。我们把 G的

实代数簇记作

VR(G) = {x ∈ Rn | g1(x) = 0, . . . , gs(x) = 0}.

令 V = VR(G)。这一章考虑的问题是如何计算 f 在 V 上的全局下确界 f ∗：

f ∗ = inf
x∈V

f (x). (4-1)

正如引言中所提到的，能完全求解上述问题的算法都依赖于量词消去，其他的

数值算法或符号算法都对 f 和 V 有一定的假设条件。这一章的目的是，对于

一般的 f 和 V，给出基于 Gröbner基的算法用于求解 (4-1)。

4.2 预备知识

4.2.1 广义关键值

用 L(Rn,Rm)表示 Rn到 Rm所有线性映射组成的集合。

对于 A ∈ L(Rn,Rm)，令 v(A) = inf∥y∗∥=1 ∥A∗(y∗)∥，其中 A∗表示 A的伴随映

射 (adjoint)。令 H是 Rn 的一个线性子空间，A|H 表示映射 A在 H上的限制映

射，记 v(A,H) = v(A|H)。

命题 4.2.1 [58, 68页，Proposition 3.3.11]令 V是Rn中的一个等维实代数簇。其

维数是 d。如果 x ∈ V 在 d维非奇异，那么存在 x的一个半代数开邻域 Ux ⊂ V

使得 Ux 是 Rn中的一个 d维光滑流形。

给定一个等维的实代数簇 V ⊂ Rn，假设 V 的维数是 d，Reg(V)表示 V 中

所有在 d维非奇异的点构成的集合，令 M = Reg(V)。由命题 4.2.1可知，M是

Rn中的一个 d维光滑流形。
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设 f : V → Rm 是一个多项式映射， f |M 表示 f 在 M上的限制映射。对于

x ∈ M，我们用 d f 表示 f 的微分，用 TxM表示 M在 x处的切空间。令 y ∈ Rm，

如果存在 x ∈ M使得 f (x) = y且 v(d f (x),TxM) = 0，则称 y是映射 f |M 的关键
值 (critical value)。映射 f |M 所有关键值组成的集合记作 K0 ( f ,M)，即：

K0 ( f ,M) =
{
y ∈ Rm | ∃ x ∈ M s.t. f (x) = y且v(d f (x),TxM) = 0

}
. (4-2)

对于 y ∈ M，如果存在 M 中的无穷序列 (xl) 使得 ∥xl∥ → ∞， f (xl) → y

且 ∥xl∥v(d f (xl),Txl M)→ 0，则称 y是映射 f |M 的渐近关键值 (asymptotic critical

value)。映射 f |M 所有渐近关键值组成的集合记为 K∞ ( f ,M)，即：

K∞ ( f ,M) = {y ∈ Rm |∃ xl ∈ M, ∥xl∥ → ∞ s.t. f (xl)→ y且

∥xl∥v(d f (xl),Txl M)→ 0}.
(4-3)

关键值和渐近关键值统称为广义关键值。将 f |M 所有广义关键值组成的集合记
为 K ( f ,M)，即

K ( f ,M) = K0 ( f ,M) ∪ K∞ ( f ,M) . (4-4)

命题 4.2.2 [49, Proposition 2.2]令 A ∈ L(Rn,Rm)，Σ ⊂ L(Rn,Rm)是所有非满的

线性映射组成的集合。则 v(A) = dist(A,Σ)。

定义 4.2.3 [53]令 A ∈ L(Rn,Rm)，H = {x ∈ X | B j =
∑n

i=1 b jixi = 0, j = 1, . . . , r}
是 Rn 的一个线性子空间，且 dimH = n − r。记 B为 B1, . . . , Br 的系数矩阵，

为简化记号，A的矩阵也记作 A，A和 B按行拼接得到的新矩阵记为 C。假设

n ≥ m + r。对于指标集 I = (i1, . . . , im+r) ⊂ {1, . . . , n}，以 I 为列指标，选取 C

中对应的 ((m + r) × (m + r))阶子式，记为 MI。令 J 是 I 的一个子集，满足

|J| = m + r − 1。对于 j ∈ {1, . . . ,m}，去掉 MI 的第 j行，然后以 J 为列指标从

中选取对应的 ((m + r − 1) × (m + r − 1))阶子式，记为 MI( j)。定义

g′(A,H) = max
I

{
min

J⊂I,1≤ j≤m

|MI |
|MJ( j)|

}
, (4-5)

其中分母仅保留那些满足 MJ( j) , 0 的，如果所有的 MJ( j) 都等于零，则令

g′(A,H) = 0。
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为了符号的简洁，当 A的定义域明确时，我们将把 v(A,H), g′(A,H)分别

写为 v(A), g′(A)。[78, Propostions 2.4，2.5]表明，K ( f ,M)定义中的函数 v可

以被替换为 g′。

例 1.2.1 (续)令 g1 = x4(y2 + 1) − y2(1 + y)。下面我们用定义 4.2.3中的函数 g′

来计算 K ( f ,M)和 K1 ( f ,M)。

f 和 g1关于 x, y的雅可比矩阵是：

Jac( f , g1) =

 0 1

4x3(y2 + 1) 2x4y − 3y2 − 2y

 .
使用定义 4.2.3中的记号，A = (0, 1), B = (4x3(y2 + 1), 2x4y − 3y2 − 2y),C =

Jac( f , g)，对应的指标集为 I = (1, 2), J = (1)或 (2), j = 1。那么

g′
(
d f (x, y),T(x,y)M

)
= max

I

{
min
J⊂I

|MI |
|MJ(1)|

}
= min

{
1,
|4x3(y2 + 1)|
|2x4y − 3y2 − 2y|

}
.

可算得 K0 ( f ,M) = {−1}，K∞ ( f ,M) = ∅。

例 1.2.2 (续)记 g1 = x3 + x2 − y2。 f 和 g1关于 x, y的雅可比矩阵是：

Jac( f , g1) =

 0 1

3x2 + 2x −2y

 .
仍然使用定义 4.2.3中的记号，A = (0, 1), B = (3x2+2x,−2y),C = Jac( f , g1)。对

应的指标集是 I = (1, 2), J = (1)或 (2), j = 1。因此，

g′
(
d f (x, y),T(x,y)M

)
= max

I

{
min
J⊂I

|MI |
|MJ(1)|

}
= min

{
1,
|3x2 + 2x|
|2y|

}
= min

{
1,
|3x2 + 2x|
2
√

x3 + x2

}
.

于是，可算得：

• K0 ( f ,M) = {y ∈ R | 3x2 + 2x = 0, (x, y) ∈ M} =
{
±
(
2
√
3
)
/9
}
；

• K∞ ( f ,M) = ∅ (因为对 (xl, yl) ∈ M，若 ∥xl, yl∥ → ∞，则 g′ → ∞)；
• K1 ( f ,M) = ∅ (因为对 (xl, yl) ∈ M，若 (xl, yl)→ (0, 0)，则 g′ → 1 )。

故 K ( f ,M) ∪ K1 ( f ,M) =
{
±
(
2
√
3
)
/9
}
。
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令 V ⊂ Rm是一个等维实代数集，I (V)是 V 的 R[X]中的零化理想，即

I (V) =
{
g ∈ R[X] | g(x) = 0, ∀x ∈ V

}
.

假设 I (V) = ⟨g1, . . . , gs⟩。g1, . . . , gs 在 x ∈ V 处的雅可比矩阵是：

J(x) =


∂g1
∂X1

(x) . . . ∂g1
∂Xn

(x)
...

...
∂gs
∂X1

(x) . . . ∂gs
∂Xn

(x)

 .
下面介绍引自 [53, Section 4]中的一些记号。我们将在4.3节中看到，这些

记号与函数 g′有关。

假设 V 的维数是 d且 d > 0，令 f : V → Rm是一个支配 (dominant)多项式

映射。对于 x ∈ M，J(x)的秩为 n− d。令 r = n− d，B是 J(x)的前 r行构成的

一个 (r × n)矩阵。不失一般性，假设 B是行满秩的，即 rank(B) = r。令

C =

d f (x)

B

 ∈ R(m+r)×n.

因为 f 是支配映射，所以 m ≤ d，于是 m + r ≤ n。

给定一个指标集 I = (i1, . . . , im+r) ⊂ {1. . . . , n}，以 I为列指标，选取 C中对

应的 ((m+ r)× (m+ r))阶子式，记为 MI(x)。然后，对于 j ∈ I和 k ∈ {1, . . . ,m}，
去掉 MI(x)的第 j列和第 k行得到一个新的 ((m + r − 1) × (m + r − 1))阶子式，
记为 MI(k, j)(x)。显然，MI(x)和 MI(k, j)(x)是 V 上的多项式函数。定义

WI(k, j)(x) =
MI(x)

MI(k, j)(x)
, (4-6)

其中，如果 MI(k, j) ≡ 0则令 WI(k, j) ≡ 0。

令 q =
(

n
m+r

)
，MI1 , . . . , MIq 表示 C 的所有可能的 ((m + r) × (m + r))阶子

式。对于 l ∈ {1, . . . , q}，取 kl ∈ {1, . . . ,m}和 jl ∈ Il，那么 (kl, jl)可以确定一个

MIl 的一个 ((m + r − 1) × (m + r − 1))阶子式 MIl(kl, jl)。记

(k, j) = ((k1, j1), . . . , (k1, jq)),

存在 l和 (kl, jl)，使得 WIl(kl, jl) . 0 (否则，g′ 在 M 上恒等于 0，但这是不可能

的)。换句话说，存在序列 (k, j)使得如下有理映射的最后 (n + 1) × q个分量不
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恒为零：

Φ(k, j) : M− →Rm × R(n+1)×q

x 7−→( f (x),WI1(k1, j1)(x), x1WI1(k1, j1)(x), . . . , xnWI1(k1, j1), . . . ,

WIq(kq, jq)(x), x1WIq(kq, jq)(x), . . . , xnWIq(kq, jq)(x)).

(4-7)

如果某个序列 (k, j) = ((k1, j1) . . . , (kq, jq))使得所有的WIl(ki, ji) ≡ 0 (i = 1, . . . , q)，

则令 Φ(k, j) ≡ 0。如果 Φ(k, j) . 0，那么 Φ(k, j)(M)在欧氏拓扑下的闭包的维数等

于 V 的维数。我们把欧氏拓扑下的闭包记为 cl (·)。定义

Γ(k, j) = cl
(
Φ(k, j)(M)

)
. (4-8)

4.2.2 纤维丛

定义 4.2.4 [79]令 E，B是两个拓扑空间，b是 B中的一个点。设 f : E → B

是一个连续的满射，F = f −1(b)是 f 的一个纤维 (fiber)。如果满足：对于任一

x ∈ B，存在 x的一个开邻域 U ⊂ B和一个同胚 ϕ : F × U → f −1(U)使得下面

的图交换：

F × U
ϕ //

π

""E
EE

EE
EE

EE
f −1(U)

f
{{xx
xx
xx
xx
x

U

则称映射 f : E → B是一个纤维丛 (fiber bundle)或局部平凡的纤维化 (locally

trivial fibration)。这里，π是从 F × U 到 U 的典范投射 (canonical projection)。

下面的定理是 [52, Theorem 6.1]的一种特殊情形。

定理 4.2.5 [52, Theorem 6.1]令 S ⊂ Rn是一个完备的光滑流形，S ′是 S 的一个

开子集， f : S → Rm是一个支配多项式映射。设W ⊂ Rm是 Rm \ K ( f , S )的一

个连通分支。如果映射 f 满足下述条件：

不存在序列(xl) ⊂ S ′使得 lim
l→∞

xl ∈ ∂S ′且 lim
l→∞

f (xl) ∈ Rm, (4-9)

则 f −1(W) = ∅或 f : f −1(W)→ W 是一个纤维丛。这里，∂S ′表示 S ′在 S 中的

边界。
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定理 4.2.6 ([53, Theorem 3.3],[49, Theorem 3.1])令 V 是 Rn 中的一个等维非奇

异实代数簇， f : V → Rm 是一个支配多项式映射。则集合 K ( f ,V)是 Rm 中的

闭半代数集，且它的维数小于 m。

4.3 新的集合 K1 ( f ,M)及其性质

令 V 是 Rn中的一个等维实代数簇，它的维数是 d，Reg(V)表示 V 中所有

在 d维非奇异的点构成的集合，记 M = Reg(V)。令 f : V → Rm是一个多项式

映射。我们在第一章中提到过分歧集的概念，这里简单回忆一下。对于 y ∈ Rm，

如果 f 在 y的某个开邻域上是一个光滑纤维化，则称 y为 f 的一个典型值，否

则称 y为 f 的非典型值。用 B( f )表示 f 的所有非典型值构成的集合。B( f )称

为 f 的分歧集。对于映射 f |M，记 B( f ,M) = B( f |M)。
如果 V 是非奇异的，即 V = M，那么它就是 Rn 的一个完备光滑子流形

(见命题 4.2.1)，此时，由定理 4.2.5可知，B( f ,V)包含在 K ( f ,V)。如果 V , M

那么 V 可能就不是一个光滑流形。这时，尽管 V 的子集 M 仍然是 Rn 中的一

个光滑流形，但 M 不完备。例 1.2.1已说明在这种情形下，B( f ,M)未必包含

在 K ( f ,M)中。

为了能刻画 f |M 的分歧集 B( f ,M)，我们引入下列集合：

K1 ( f ,M) = {y ∈ Rm | ∃ xl ∈ M, x ∈ V \ M, xl → x s.t.

f (xl)→ y且v(d f (xl),Txl M)→ 0}.
(4-10)

在例 1.2.1中，计算可得 K ( f ,M) = {0}，因此对于这个例子有：K ( f ,M) ∪
K1 ( f ,M) = B( f ,M)。遗憾的是，这个等式并非总是成立。事实上，例 1.2.2就表

明 K ( f ,M)与 K1 ( f ,M)的并集仍然不足以刻画 B( f ,M)。尽管如此，K1 ( f ,M)

仍然有助于求解优化问题，这将在 4.4节中分析。下面先介绍 K1 ( f ,M)的性

质。

我们先约定一些记号。Z+表示正整数集合。令 I (V) = ⟨g1, . . . , gs⟩是 V 在

R[X1, . . . , Xn]中的零化理想。由命题 2.2.10可知，V \M是 Rn中的一个实代数

集，因此假设

V \ M = {x ∈ Rn | h1(x) = . . . ,= hp(x) = 0},
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其中 h1, . . . , hp ∈ R[X1, . . . , Xn]。于是，

M = {x ∈ Rn | x ∈ V, ∃ hi(x) , 0, 1 ≤ i ≤ p}. (4-11)

对于 i = 1, . . . , p和 k ∈ Z+，令

Vk
i =
{
(x, t) ∈ Rn+1 | g1(x) = 0, . . . , gs(x) = 0, hi(x)tk = 1

}
. (4-12)

那么对于每一个 k ∈ Z+，有

M =

p∪
i=1

π(Vk
i ), (4-13)

其中 π : Rn+1 → Rn是到前 n个坐标的投射，即 π(x, t) = x。

引理 4.3.1 如果 Vk
i (见 (4-12))非空，那么它是 Rn+1 中的一个 d维等维非奇异

实代数簇。

证明 只需证明上述对 V1
1 和 V2

1 成立。

记 W = V1
1，假设 V1

1 , ∅。那么半代数集 S = V ∩ {x ∈ Rn | h1(x) , 0}是 V

的一个非空子集。因为 S 中的每一个点 x都在 d维非奇异，由命题 4.2.1，可

知 dim S = dimV = d。定义映射：

ϕ : S −→ W

x 7−→ (x, h1(x)−1).

显然，ϕ 是从 S 到 W 的半代数双射，因此 W 的维数和 S 的维数相等，故

dimW = d [58, 52页，Theorem 2.8.8]。

现在用反证法证明W 是等维的。假设W 有一个维数小于 d的不可约分支

W1。令 W2 是 W \W1（Rn 中的的 Zariski闭包，则 W = W1 ∪W2 且 W1 1 W2。

因此，W1 \W2是W1的一个开子集，故对于W1 \W2中的任意一个点 z = (x, t)，

存在 z的一个开邻域 Uz ⊂ W1使得 Uz ⊂ W1 \W2。另一方面，因为映射 ϕ是连

续的，因此存在 x的一个开邻域 Ux ⊂ S，使得 ϕ(Ux) ⊂ Uz。此外，Ux 的维数

等于 S 的维数，故 dimUx = d。于是就得到以下矛盾：

d = dimUx = dim ϕ(Ux) ≤ dimUz ≤ dimW1 < d.

41



实根理想的计算及多项式全局最优化

最后，还需证明W 是非奇异的。令 (x, t)是W 中的任意一个点，T 是一个新的

变元。g1, . . . , gs, h1T − 1关于 X1, . . . , Xn,T 的雅可比矩阵在 (x, t)处的取值是：

J(x, t) =



∂g1
∂X1

(x) . . . ∂g1
∂Xn

(x) 0
...

... 0
∂gs
∂X1

(x) . . . ∂gs
∂Xn

(x) 0
∂h1
∂X1

(x)t . . . ∂h1
∂Xn

(x)t h1(x)


.

因为 x ∈ V 在 d 维非奇异，由雅可比准则 (见定理 2.2.9)可知，矩阵 J(x, t)前

s 行的秩为 n − d。又因为 h1(x) , 0，故矩阵 J(x, t) 的秩为 n − d + 1。由于

g1, . . . , gs, h1T − 1 ∈ I (V1
1 ) = I (W)，再由雅可比准则可知 (x, t)在 d 维非奇异。

因为 (x, t)是 W 中的任意一个点，故 W 也是非奇异的。

对于 V2
1，假设 V2

1 , ∅，令 S ′ = V ∩ {x ∈ Rn | h1(x) > 0}。考虑下面两个单
射：

ϕ1 : S ′ −→ V2
1 ϕ2 : S ′ −→ V2

1

x 7−→ (x, h1(x)−
1
2 ), x 7−→ (x,−h1(x)−

1
2 ).

于是 V2
1 = ϕ1(S ′)∪ϕ2(S ′)，因此 dimV2

1 = max{dim ϕ1(S ′), dim ϕ2(S ′)} = dim S ′。

与上述针对 V1
1 的证明类似，可证得 V2

1 也是 Rn+1中的一个 d维等维的非奇异

实代数簇。 �

命题 4.3.2 令 f : V → Rm 是一个多项式映射。如果 Rn 和 Rm 上的范数是半代

数的，则函数 x 7→ v(d f (x))是从 M到 R上的一个连续半代数函数。

证明 与 [49, Proposition 2.4]的证明类似。 �

注释 4.3.3 对于多项式映射 f : V → Rm，如果 V 不是非奇异的，那么函数

x 7→ v(d f (x))在 V上可能不连续。在例 1.2.2中，函数 x 7→ v(d f (x))在 (0, 0) ∈ V

处就是不连续的。

引理 4.3.4 令 f : V → Rm 是一个多项式映射，π : Rn+1 → Rn 是到前 n个坐标

的投射，记 f̃ 为 f 和 π的复合： f ◦ π : Vk
i → Rm。那么对每一个 y ∈ K1 ( f ,M)

(见 (4-10)),存在 i ∈ {1, . . . , p}和 L ∈ Z+使得 y ∈ K∞( f̃ ,VL
i )。
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证明 令 y ∈ K1 ( f ,M)，存在序列M中的 (xl)和 x̄ ∈ V \M使得 xl → x̄，f (xl)→ y

且 v(d f (xl))→ 0。由 (4-13),不失一般性，假设对于 k ∈ Z+，(xl)有一个无穷子

序列 (x j)包含在 π(Vk
1)中，于是得到无穷序列 (x j, t j) = (x j, h1(x j)

− 1
k ) ∈ Vk

1 使得

当 j→ ∞时，∥(x j, t j)∥ → ∞, f̃ (x j, t j)→ y. (4-14)

记 Mk
1 = π(Vk

1)，则 x̄ ∈ cl (Mk
1)。由定理 2.2.18，存在一个连续的半代数映

射 γ : [0, 1]→ Rn使得 γ(0) = x̄且 γ((0, 1]) ⊂ Mk
1。根据命题 2.2.16和命题 4.3.2，

函数 t 7→ v(d f (γ(t)))是从 [0, 1]到 R的连续半代数函数。因此，

v(d f (γ(0))) = v(d f (x̄)) = 0.

所以，t = 0是函数 v(d f (γ(t)))的零点。另一方面，h和 γ复合 h1 ◦γ : [0, 1]→ R
也是一个连续的半代数函数，于是有

h1 ◦ γ(0) = h1(x̄) = 0.

更进一步，因为 h1(γ((0, 1]))包含在 h1(Mk
1)中且 0 < h1(Mk

1)，故 t = 0是 h1◦γ在
[0, 1]上唯一的零点。于是，在区间 [0, 1]上，h1◦γ(t)的零点集包含在 v(d f (γ(t)))

的零点集中。由 Łojasiewicz不等式 (见定理 2.2.19)，存在正整数 L1和常数 c > 0

使得在 [0, 1]上，有下列不等式：

|v(d f (γ(t)))|L1 ≤ c · |h1 ◦ γ(t)|.

令 L = L1 + 1，可得

当t → 0时，|h1 ◦ γ(t)|−
1
L v(d f (γ(t)))→ 0.

又因为 h1 ◦ γ(t)和 v(d f (γ(t)))是连续的，所以

当 j→ ∞时，|h1(x j)|−
1
L v(d f (x j))→ 0. (4-15)

令 z j = (x j, h1(x j)
− 1

L ) ∈ VL
1，因为 (x j)是有界的，(4-15)等价于：

当 j→ ∞时，∥z j∥v(d f (x j))→ 0. (4-16)

再根据 (4-14)可得 当 j→ ∞时，∥z j∥ → ∞, f̃ (z j)→ y。
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下面证明 v(d f̃ (z j)) ≤ v(d f (x j))。将 Rn 看作 Rn+1 的一个子空间。因为

g1, . . . , gs ∈ I (VL
1 )，所以 VL

1 在 z j的切空间包含在M在 x j的切空间，即 Tz j(V
L
1 ) ⊂

Tx j(M)。分别记 Σ1 和 Σ2 为 Tz j(V
L
1 )到 Rm 和 Tx j(M)到 Rm 的非满线性映射组

成的集合。于是 Σ2包含在 Σ1中，由命题 4.2.2，有 v(d f̃ (z j)) ≤ v(d f (x j))。

最后，结合 (4-16)与不等式 v(d f̃ (z j)) ≤ v(d f (x j))，有

∥z j∥v(d f̃ (z j))→ 0 as j→ ∞.

注意到 y = lim j→∞ f̃ (z j)，所以 y ∈ K∞( f̃ ,VL
1 )。 �

定理 4.3.5 令 f : V → Rm 是一个多项式映射。集合 K1 ( f ,M)的勒贝格测度为

零。

证明 由引理 4.3.1，每一个非空的实代数簇 Vk
i 都是等维非奇异的，于是由定

理 4.2.6，每一个 K( f̃ ,Vk
i )的勒贝格测度都为零。此外，由引理 4.3.4，K1 ( f ,M)

包含在
∪

i,k K∞( f̃ ,Vk
i )中。又因为可数个零测度集的并仍然是一个零测度集，故

K1 ( f ,M)的勒贝格测度为零。

�

4.4 最优值的表示

保留上一节的符号。我们先证明 K ( f ,M)和 K1 ( f ,M)的并是Rm的一个半

代数闭集。然后令 m = 1，考虑 f 是多项式函数的情形，证明：如果 f 在 V 上

的全局下确界 f ∗存在，那么它一定包含在 K ( f ,M)和 cl ( f (V \ M))的并集中。

如果 V 是等维非奇异的，那么下面的等式是 [53, Lemma 4.3]的一个直接

推论：

K ( f ,V) = K0 ( f ,V) ∪ K∞ ( f ,V) =
∪
(k, j)

(Γ(k, j) ∩ Rm), (4-17)

如果 V 不是非奇异的，那么考虑映射 f |M，则 Γ(k, j) = cl
(
Φ(k, j)(M)

)
(见

(4-8))，把 V 替换为 M，此时等式 (4-17)不一定成立。

例 4.4.1 考虑 R2中的曲线：

V =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 − y3 = 0

}
,
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图 4.1 例 4.4.1

令 f 是从 V 到 x轴的投射，即 f (x, y) = x。

记 g1 = x2 − y3。此时，M = V \ {(0, 0)}。f 和 g1关于 x, y的雅可比矩阵是：

Jac( f , g1) =

 1 0

2x −3y2

 .
使用定义 4.2.3中的记号，A = (1, 0), B = (2x,−3y2),C = Jac( f , g1)，相应的指

标集为：I = (1, 2), J = (1) or (2), j = 1。于是，

g′
(
d f (x, y),T(x,y)M

)
= max

I

{
min
J⊂I

|MI |
|MJ(1)|

}
= min

{
1,

3y2

|2x|

}
= min

1, 3y2

2
√

y3

 .
计算可得：

• K0 ( f ,M) = ∅ (因为对任意的 (x, y) ∈ M，有 g′ > 0)。

• K∞ ( f ,M) = ∅ (对于 M中的序列 (xl, yl)，若 ∥(xl, yl)∥ → ∞，则 g′ → 1)。

因此，K ( f ,M) = ∅。但 Γ((1, 2)) ∩ R = {0}。

对于例 4.4.1，进一步计算可得 Γ((1, 1)) ∩R = ∅，K1 ( f ,M) = {0}。于是在
这个例子中，K ( f ,M) ∪ K1 ( f ,M) =

∪
(k, j)(Γ(k, j) ∩R。下面我们证明这个等式

在一般的情形下也成立。

定理 4.4.2 令 Γ(k, j)是 (4-8)中定义的集合，则下面的等式成立：

K ( f ,M) ∪ K1 ( f ,M) =
∪
(k, j)

(Γ(k, j) ∩ Rm), (4-18)
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这里，我们将 Rm 等同于 Rm × (0, . . . , 0)。

证明 由 [78, Propostions 2.4，2.5]，可将 K ( f ,M)和 K1 ( f ,M)的定义中的函数

v替换为 g′。

先证明对于每个 (k, j)，集合 Γ(k, j) ∩ Rm 包含在 K ( f ,M) ∪ K1 ( f ,M)。如

果 y ∈ Γ(k, j) ∩ Rm,那么存在 M中的序列 (xl)使得

当l→ ∞时， MIi(xl)

MIi(ki, ji)(xl)
→ 0, ∥xl∥

MIi(xl)

MIi(ki, ji)(xl)
→ 0, ∀Ii.

假设 (xl) 有一个收敛的子序列，且这个子序列收敛到 V 中的一点 x̄，那么

y = f (x̄)，且对于所有的 Ii 有 MIi(x̄) = 0。因此，y ∈ K0 ( f ,M) ∪ K1 ( f ,M) (如

果 x̄ ∈ M，则 y ∈ K0 ( f ,M),或者 x̄ ∈ V \ M则 y ∈ K1 ( f ,M))。否则，有

当l→ ∞时，∥xl∥ → ∞, f (xl)→ y, ∥xl∥g′(d f (xl))→ 0,

这意味着 y ∈ K∞ ( f ,M)。

反过来，如果 y ∈ K ( f ,M) ∪ K1 ( f ,M)，那么分两种情形讨论：

情形 I: 假设 y ∈ K0 ( f ,M)∪K1 ( f ,M),则存在M中的序列 (xl)使得 liml→∞ xl ∈
V，liml→∞ f (xl) = y且 liml→∞ g′(d f (xl)) = 0。因此对于所有的指标

集 Ii，都存在 (ki, ji)使得

MIi(xl)

MIi(ki, ji)(xl)
→ 0.

于是，y ∈ cl
(
Φ(k, j)(M)

)
∩ Rm = Γ(k, j) ∩ Rm，其中 (k, j) 表示序列

((k1, j1), . . . , (kq, jq))。

情形 II: 假设 y ∈ K∞ ( f ,M)，那么存在 M中的序列 (xl)使得

当l→ ∞时，∥xl∥ → ∞, f (xl)→ y, ∥xl∥g′(d f (xl))→ 0.

由此，y ∈ cl
(
Φ(k, j)(M)

)
∩ Rm = Γ(k, j) ∩ Rm。

�

推论 4.4.3 令 f : V → Rm 是一个多项式映射。那么 K1 ( f ,M) ∪ K ( f ,M)是 Rm

中半代数闭集，且它的勒贝格测度为零。特别地，K1 ( f ,M) ∪ K ( f ,M)的维数

小于 m。
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证明 由定理 4.4.2可知 K1 ( f ,M)∪K ( f ,M)是一个半代数闭集。另一方面，[53,

Theorem 3.3]的证明可直接推广到映射 f |M 上，由此得出 K ( f ,M)是 Rm 中勒

贝格测度为零的半代数集。最后，定理 4.3.5表明 K1 ( f ,M)在 Rm 中的勒贝格

测度也为零。命题得证。

�

注释 4.4.4 如果把实数域 R替换成复数域 C，实代数簇 V 替换成一个复代数

簇，M 替换为 V \ Sing(V)，那么定理 4.3.5，定理 4.4.2和推论 4.4.3仍然成立

(见 [52, Lemma 8.1] )。

现在，令 f : V → R是一个多项式函数。其他的设定和符号保持不变。

定理 4.4.5 令 f ∈ R[X1, . . . , Xn]，V ⊂ Rn是一个等维的实代数簇，记 d = dimV。

假设 d > 0，则 infx∈V f (x) > −∞ 当且仅当 infx∈V f (x) 包含在 K ( f ,M) ∪
cl ( f (V \ M))。

证明 记 f ∗ = infx∈V f (x)，假设 f ∗ > −∞。我们用反证法证明 f ∗包含在 K ( f ,M)∪
cl ( f (V \ M))。

反设 f ∗ < K ( f ,M)∪cl ( f (V \ M))。将 V看成Rn的子拓扑空间，因为 V \M

在 V 中是闭的 (见命题 2.2.10)，所以 M 是 V 的一个开子集。因此 ∂M 包含在

V \ M中。由定理 4.2.5，存在 f ∗的一个开邻域 U = ( f ∗ − ϵ, f ∗ + ϵ) ⊂ R，使得
f : f −1(U) → U 是一个平凡纤维丛，即存在同胚 ϕ : f −1( f ∗) × U → f −1(U)使

得下面的图交换：

f −1( f ∗) × U
ϕ //

π

%%KK
KK

KK
KK

KK
f −1(U)

f
{{xx
xx
xx
xx
x

U

此外，因为 f ∗ < cl ( f (V \ M))，我们可以将 ϵ取得足够小使得U∩cl ( f (V \ M)) =

∅。于是，f −1(U)∩ (V \M) = ∅，故 f −1(U) ⊂ M。因此对于 y = f ∗ − ϵ
2
∈ U，存

在 x ∈ f −1(U) ⊂ M使得 f (x) = y。这与 f ∗是全局下确界矛盾。

�
由定理 4.4.2和推论 4.4.3，可以看出 K ( f ,M)∪K1 ( f ,M)等于

∪
(k, j)(Γ(k, j)∩

R)，且它是一个有限集。这就意味着 Γ(k, j)∩R是 R中的一个实代数集，即它
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是 Zariski闭的。于是它可以用 Gröbner基计算 [参见 54, 138页, Chapter 3 §3,

Theorem 2]。这样，我们就可以得到包含 K ( f ,M)的一个有限集。因为 V \M也

是一个实代数簇 (命题 2.2.10)，且它的维数小于 V 的维数，所以可以对 V \ M

的每个等维分支做递归，由此就能得到包含 f ∗ 的一个有限集。下一节我们给

出详细的算法。

4.5 算法

4.5.1 算法描述

现在我们回到本章开篇提到的问题：给定多项式 f 和实代数簇 V，计算 f

在 V 上的全局下确界：

f ∗ = inf
x∈V

f (x).

在这一节，我们给出求解上述问题的一个符号算法。因为计算机代数系统中

计算 Gröbner基的算法大都是针对有理系数多项式，所以我们假设所有的计算

都是在有理系数多项式环中执行。因为 Q ⊂ R而且有理系数多项式的实代数
簇是指其所有的实根，因此 4.3节和 4.4节中的结论对有理系数多项式都成立。

当然，如果下面提到的算法都能在实系数多项式环中执行，那么上述假设便可

去掉。

令 f 是 Q[X] = Q[X1, . . . , Xn]中的一个多项式，G = (g1, . . . , gs)是 Q[X]的

一组多项式。令 V 是G的实代数簇，即 V = {x ∈ Rn | g1(x) = 0, . . . , gs(x) = 0}，
算法的目的是计算 f ∗ = infx∈V f (x)。

首先介绍算法中需要用到的几个子程序。

计算实根理想：RealRadical.输入 Q[X]中的一组多项式 G = (g1, . . . , gs)，

输出 re√⟨G⟩的一组生成元。由实零点定理 (见定理 2.2.5)， re√⟨G⟩等于 I (VR(G))，

所以这个算法输出的是 VR(G)零化理想的一组生成元。对于这个算法的细节，

可参考 [1, 2, 4, 5]。

计算等维分解：EquidimensionalDecomposition. 输入 Q[X] 中的一组多

项式 G = (g1, . . . , gs)，假设 ⟨G⟩ 满足条件：对于 ⟨G⟩ 的任一极小准素分解
⟨G⟩ = ∩i Qi，若 i , j，则

√
Qi 1

√
Q j。注意到根理想都满足这个条件。算法

输出 ⟨G⟩的所有等维部分的生成元 (参见 [55, 280页，Algorithm 4.4.9]或 [80,

Chapter 8])。
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计算有理映射像的 Zariski闭包：Image.输入定义有理映射 Φ : V → Rq的

多项式以及理想 I (V)的一组生成元，输出 Φ(V)的 Zariski闭包的一组定义多

项式。这个算法是基于消元理论 (elimination theory)[参见 54, 138页, Chapter 3

§3, Theorem 2]。

计算广义关键值：GenCritValues.输入 f ∈ Q[X]和 Q[X]中的一组多项式

G = (g1, . . . , gs)。假设 ⟨G⟩是等维实理想。输出如下形式的一个有限集：

H = {Ψ | Ψ是有限多个单变元多项式构成的集合}, (4-19)

使得
∪

Ψ∈H VR(Ψ)包含 K ( f ,M)和 K1 ( f ,M)，其中 M = Reg(VR(G))。这是通

过计算集合 Γ(k, j) ∩R来实现的，而集合 Γ(k, j) ∩R可以通过 Gröbner基计算

(参见 [54, 138页，Chapter 3 §3, Theorem 2])。算法的原理与 [53, Section 5.1]中

的类似，但这里所有的计算都针对有理系数多项式，而非复系数多项式。

从一个有限集中找到最优值：FindInfimum.这个算法来自 [51, Section 3.3]，

我们对它做一点调整使得它适合我们的优化问题。输入 f ∈ Q[X]和 Q[X]中的

一组多项式 G = (g1, . . . , gs)，以及形如 (4-19)的一个集合H。令 V 是 G的实

代数簇，假设 f |V 所有的局部极值包含在
∪

Ψ∈H VR(Ψ)中。输出：

• 如果 f 在 V 上没有下界，输出 −∞；
• 如果 f ∗存在，输出 f ∗的一个隔离区间 U。

在 [51, Section 3.3]，要求 ⟨G⟩是根理想且其复代数簇只有有限多个奇异点。但
这不影响我们的使用，因为涉及到这个要求的步骤是判定一个实代数集是否

为空，而对于一般的情形，有很多算法都可以用来处理这一步 [参见 64, 65, 67,

81]。

现在，我们介绍这一节的主要算法。输入 f ∈ Q[X] 和 Q[X] 中的一组多

项式 G = (g1, . . . , gs)。第一步是计算 ⟨G⟩ 实根理想。简单期间，我们仍然用
G 表示这一步得到的多项式集合。这时，如果理想 ⟨G⟩ 是零维的，那么调用
Image计算一个单变元多现实使得它的实根包含 VR(G)的像 f (VR(G))。否则，

调用 EquidimensionalDecomposition计算 ⟨G⟩的所有等维部分的生成元。令
d = dim⟨G⟩，对于 i = 0, . . . , d，记 ⟨Gi⟩ 为 ⟨G⟩ 的 i 维等维部分 (如果 ⟨G⟩ 没
有 i维等维部分，则令 Gi = (1))。由命题 2.2.4和命题 3.2.1，⟨G⟩的每个等维
部分 ⟨Gi⟩都是实的，因此 ⟨Gi⟩是 V 的一个等维分支的零化理想。所以，这里

以G为输入，调用算法 EquidimensionalDecomposition得到的是 V 的极小等
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维分解。下一步，计算 f 限制在 VR(Gi)的所有局部极值。这一步是通过调用

算法 LocalExtEquidim 来实现的，这个算法会在后面介绍。最后一步，调用

FindInfimum，从此前得到单变元多项式的实根中找到 f ∗。

Optimize( f ,G)

1. res = {};

2. G = RealRadical(G);

3. if 1 ∈ G then return +∞;

4. if dim⟨G⟩ = 0 then

• res = Image( f ,G);

• return FindInfimum( f ,G, res);

5. {G0, . . . ,Gd} = EquidimensionalDecomposition(G);

6. for 0 ≤ i ≤ d do

• res = res ∪ LocalExtEquidim( f ,Gi);

7. return FindInfimum( f ,G, res).

计算局部极值：LocalExtEquidim. 输入 f ∈ Q[X]和 Q[X]中的一组多项式

G = (g1, . . . , gs)，假设 ⟨G⟩是等维实理想。记 V 为G的实代数簇。输出如下形

式的一个有限集：

res = {Ψ | Ψ是有限多个单变元多项式构成的集合} (4-20)

使得 f |V 所有的局部极值都包含在
∪

Ψ∈resVR(Ψ) 中。记 M = Reg(V)。在定

理 4.4.5的证明中，我们看到 f |V 所有的极值都包含在 K ( f ,M)和 cl ( f (V \ M))

的并集中。而且，由推论 4.4.3，K ( f ,M)和 K1 ( f ,M)的并是一个有限集。它

可以由GenCritValues计算得到。因此，通过对 V \M的所有等维分支做递归，

我们就能得到 f |V 的所有局部极值。对于 V \M的计算，我们用 Jac(G)表示G

关于 X1, . . . , Xn 的雅可比矩阵，用 Minors(Jac(G), r)表示 Jac(G)所有的 r × r

阶子式。

LocalExtEquidim( f ,G)
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1. d = dim⟨G⟩;

2. if d ≤ 0 then return Image( f ,G);

3. KG = GenCritValues( f ,G);

4. res = res ∪ KG;

5. S G = RealRadical(Minors(Jac(G), n − d));

6. if dim S G ≤ 0, then res = res ∪ Image( f , S G);

7. else,

• {G′0, . . . ,G′l} = EquidimensionalDecomposition(S G);

• for 0 ≤ i ≤ l do

– res = res ∪ LocalExtEquidim( f ,G′i);

8. return res.

4.5.2 算法的正确性

定理 4.5.1 令 f 是 Q[X] = Q[X1, . . . , Xn]中的一个多项式，G = (g1, . . . , gs)是

Q[X]中的一组多项式。记 V 为G的实代数簇，f ∗ = infx∈V f (x)。算法Optimize

将在有限步终止且，它的输出是：

• 如果 V 是空集，则输出 +∞；
• 如果 f 在 V 上没有下界，则输出 −∞；
• 如果 f ∗是有限的，则输出 f ∗的一个隔离区间。

证明 保留算法 Optimize中的记号。

令 V 的极小等维分解为：V =
∪d

i=0 Vi，其中 Vi等于空集或 Vi是一个等维

的实代数簇且维数是 i。那么 cl ( f (V))等于
∪d

i=0 cl ( f (Vi))。另一方面，因为 f ∗

包含在 cl ( f (V))中，所以 f ∗ 包含在某个 cl ( f (Vi))中，故 f ∗ 也是某个 f |Vi 的

全局下确界。另一方面，由命题 2.2.4和命题 3.2.1可知，⟨G⟩的每个等维部分
⟨Gi⟩都是实的，所以 Gi 满足算法 LocalExtEquidim对输入的假设条件。此外，

因为 ⟨Gi⟩是实的，根据实零点定理 (见定理2.2.5)，⟨Gi⟩等于 Vi的零化理想。因

此算法 Optimize的正确性依赖于 LocalExtEquidim和 FindInfimum的正确性。
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下面，我们证明 LocalExtEquidim的正确性，对于 FindInfimum的正确性，参

见 [51, Section 4.2]。

现在假设理想 ⟨G⟩是等维实理想。我们证明 LocalExtEquidim( f ,G)将在

有限步终止，且返回形如 (4-20)的一个有限集 res，使得 f |V 所有的局部极值
都包含在

∪
Ψ∈resVR(Ψ)中。

保留算法 LocalExtEquidim( f ,G)中的记号。由雅可比准则 (见定理 2.2.9)

和实零点定理 2.2.5，可知 ⟨S G⟩是 V \ M 的零化理想，因此 ⟨S G⟩的维数小于
⟨G⟩的维数。此外，命题 2.2.4和命题 3.2.1表明 ⟨S G⟩的每个等维部分 ⟨G′i⟩都是
实的，所以 G′i 满足算法 LocalExtEquidim对输入的假设条件。另一方面，因

为 ⟨S G⟩的维数小于 ⟨G⟩的维数，所以于是对于递归调用中的每一个 G′i，它生

成的理想的维数都小于 ⟨G⟩的维数。又因为 ⟨G⟩是有限维的，因此算法的终止
性得证。

接下来我们用归纳法证明算法的正确性。对于 ⟨G⟩是零维的情形，正确性
是显然的。记 d = dim⟨G⟩，d > 0。假设算法对于可行域维数小于 d的情形都

是正确的。

令 y ∈ R是 f |V 的一个局部极值，记 M = Reg(V)。由定理 4.4.5的证明可

知，y包含在 K ( f ,M)和 cl ( f (V \ M))的并集中。如果 y ∈ K ( f ,M)，那么证明

完成 (参见算法 GenCritValues的描述和定理 4.4.2)。否则，对于 i = 1, . . . , l，

令 V ′i 是 G′i 是实代数簇，那么 V \ M =
∪l

i=0 V ′i，因此 y包含在某个 cl
(

f (V ′i )
)

中。又因为 ⟨G′i⟩的维数小于 d，由归纳假设，定理得证。

�

注释 4.5.2 根据注释 4.4.4，定理 4.3.5，定理 4.4.2和推论 4.4.3对复代数簇也成

立，因此可以将上述算法中计算实根理想的步骤都都替换为计算根理想，这样

仍然能得到形如 (4-20)的一个集合。此时，如果 f 在这个复代数簇上有最小实

值，那么这个最小实值也包含在
∪

Ψ∈resVR(Ψ)中。目前，一般情况下，计算根

理想比计算实根理想简单，但存在如下情况：一组多项式生成的理想是实根理

想，且它的实代数簇是等维非奇异的，但其复代数簇有奇异点。这种情况下，

计算根理想则需要对其复代数簇的奇异轨迹进行递归运算。而如果只考虑实

代数簇和实根理想，则不需要进行递归运算。
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例 4.5.3 [58, 63页, Example 3.2.8, a)]考虑 R3中的环面：

T =
{
(x, y, z) ∈∈ R3 | 16(x2 + y2) − (x2 + y2 + z2 + 3)2 = 0

}
.

图 4.2 例 4.5.3

显然，T 是R3中的等维非奇异曲面。记 g1 = 16(x2+y2)−(x2+y2+z2+3)2，

g1的复代数簇 VC(g1)有两个奇异点 (0, 0,±
√
−3) ∈ C3。

4.5.3 例子

例 4.5.4 考虑下述曲面：

V =
{
(x1, x2, x3) ∈ R3 | x21 + (x22 + x3)3 = 0

}
.

令 f : V → R是从多项式函数： f (x1, x2, x3) = −x3，要计算 f 在 V 上的全局下

确界 infx∈V f (x)。

记 g = x21 + (x22 + x3)3。注意到 V 在 Q上不可约。取 G = {g}，应用算法
Optimize( f ,G)，我们得到

• V0 = V,M0 = V0 \
{
(x1, x2, x3) ∈ R3 | x1 = 0, x22 + x3 = 0

}
，

Jac( f ,G) =

 0 0 −1
2x1 6x2(x22 + x3)2 3(x22 + x3)2

 ,
I1 = (1, 2),MI1 = 0,WI1(1,1) = WI1(1,2) = 0;
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图 4.3 例 4.5.4

I2 = (1, 3),MI2 = 2x1,WI2(1,1) = 2x1/3(x22 + x3)2,WI2(1,3) = 1;

I3 = (2, 3),MI3 = 6x2(x22 + x3)2,WI3(1,2) = 2x2,WI3(1,3) = 1.

于是相应的
∪

(k, j) Γ(k, j) ∩ R = ∅，故 K1 ( f ,M0) ∪ K ( f ,M0) = ∅。

• V1 = V0 \ M0, M1 = V1,

Jac( f ,G) =


0 0 −1
1 0 0

0 2x2 1

 ,

I1 = (1, 2, 3),MI1 = −2x2,WI1(1,1) = 0,WI1(1,2) = −2x2,WI1(1,3) = −1.

此时，对应的
∪

(k, j) Γ(k, j) ∩ R = {0}，因此 K1 ( f ,M1) ∪ K ( f ,M1) = {0}.
最后，因为 {x ∈ R3 | f (x) = 0} ∩ V = {(0, 0, 0)}，所以 infx∈V f (x) = 0。

下面是 [51, Appendix]中的两个例子。目前，因我们我们的算法复杂度太

高 (定理 4.5.7)，暂时还不能计算 [51, Appendix]中的例 3和例 5。

例 4.5.5 (Greuet 2014 Example 1) f = (x1x2−1)2+x22+x23+42，g = x3。计算得到

res = {Ψ = {(a−42)(a−43)}}，最后的结果是 42，即 infx∈R2{ f (x) | g(x) = 0} = 42。
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例 4.5.6 (Greuet 2014 Example 2) f = (x21+x22−2)(x21+z22)，g = (x21+x22−1)(x1−3)。
计算得到 res = {Ψ = {(a + 1)(a − 63)}}，最后的结果是 −1，即 infx∈R2{ f (x) |
g(x) = 0} = −1。

定理 4.5.7 令 f 是 Q[X] = Q[X1, . . . , Xn] 中的一个多项式，G = {g1, . . . , gs}
是 Q[X] 的一个子集。令 D = max{deg f , deg g1, . . . , deg gs}，d = dim⟨G⟩。那
么算法 Optimize( f ,G) 执行完第 6步得到的所有单变元多项式的次数不高于

(nD)2
O(dn2)
。

证明 令 V 是G的实代数簇。如果 V 是有限集，即 d = 0，那么 V 的像 f (V)也

是有限集且它的元素个数不超过 Dn。下面我们假设 d > 0，保留算法Optimize

中的所有记号。

算法 Optimize 一开始调用 RealRadical 来计算 re√⟨G⟩ 的生成元。由 [2,

Theorem 5.9]，⟨G⟩的生成元的次数不高于 D2O(n2)
。

接下来，调用算法 EquidimensionalDecomposition，这一步得到的多项式

的次数不超过 (D2O(n2)
)2

O(n)
= D2O(n2) (可参见 [82]).

然后，对于 0 ≤ i ≤ d，以 f ,Gi为输入，调用算法 LocalExtEquidim。下面

分析算法 LocalExtEquidim输出的单变元多项式的次数。

假设 ( f ,G′)是算法 LocalExtEquidim的输入，其中 ⟨G′⟩是等维实理想，且
它的维数是 r > 0。记 δ 为 G′ 中多项式的最高次数。算法 LocalExtEquidim

的第一步调用 GenCritValues，得到的单变元多项式的次数不超过 (D +

(δ − 1)(n − r))rδn−r [53, Corollary 4.1]。下一步应用雅可比准则 (见定理 2.2.9)

和 RealRadical 来计算 VR(G′) \ Reg(VR(G′))。这一步得到的多项式的次数

不超过 ((δ − 1)(n − r))2
O(n2)
。假设 VR(G′) \ Reg(VR(G′)) 的维数仍然大于

零，那么需要调用 EquidimensionalDecomposition，这样将得到次数不高于

((δ − 1)(n − r))2
O(n2)
的多项式 (参见上述关于 EquidimensionalDecomposition

的分析)。然后，对 VR(G′) \Reg(VR(G′))的每个等维分支做递归。令 T (D, δ, r)

表示 LocalExtEquidim( f ,G′)输出多项式的次数上界，那么有下述递归公式：

T (D, δ, r) ≤ max
{
(D + (δ − 1)(n − r))rδn−r,T

(
D, ((δ − 1)(n − r))2

O(n2)
, r − 1

)}
.

求解这个递归公式，得到

T (D, δ, d) ≤ (nδ)2
O(dn2)

.
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最后，将 δ替换为 D2O(n2)
即得到定理中的次数上界。

�

注释 4.5.8 这里的复杂度依赖于实根理想生成元的次数上界。在上一章中，我

们给出了如下结果 (或参见 [83])：如果G的复代数簇是光滑的，那么它的实根

理想有一组次数不超过其复代数簇次数的生成元。将这个结果应用到上述分

析中，可以得到：当 G的复代数簇等维且光滑时，定理 4.5.7结论中的复杂度

可降低为 (D + (Dn − 1)(n − r))r Dn(n−r)。

4.6 半代数情形

算法 Optimize还可以应用到更一般的情形。给定基本半代数闭集：

S = {x ∈ Rn | g1(x) ≥ 0, . . . , gs(x) ≥ 0}

其中 g1, . . . , gs ∈ Q[X1, . . . , Xn]。令 f : S → R是 S 上的一个有理系数多项式函

数。考虑下述优化问题：

inf
x∈S

f (x). (4-21)

下面的定理表明 (4-21) 中的最优值可通过重复调用算法 Optimize 进行求解。

我们需要引入下述符号：

• Λ = {λ | λ ⊂ {1, . . . , s}};
• 对于每个非空的指标集 λ ∈ Λ，令 Vλ

0 = {x ∈ Rn | gi(x) = 0, i ∈ λ}，如果
λ = ∅则取 Vλ

0 = Rn。

• 对于 i ≥ 0和 λ ∈ Λ，令 Mλ
il = Reg(Vλ

il)，Vλ
i+1 =

∪
l

(
Vλ

il \ Mλ
il

)
，其中 Vλ

il 是

Vλ
i 的 l维等维分支；

• 对于每个 Vλ
il，令 S λ

il = Mλ
il ∩ {x ∈ Rn | g j(x) > 0, j < λ} (如果 λ = {1, . . . , s}

则取 S λ
il = Mλ

il)。

定理 4.6.1 在上述记号下，有

f ∗ = inf
x∈S

f (x) ∈
∪
λ,i,l

(
K
(

f ,Mλ
il

)
∪ f (Vλ

i0)
)
. (4-22)
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证明 因为 S =
∪

λ,i,l S λ
il，所以存在固定的某个 i, l ≥ 0 和 λ ∈ Λ，使得 f ∗ =

inf
{
f (x) | x ∈ S λ

il

}
。和定理 4.4.5的证明类似，可证得

f ∗ ∈ K
(

f , S λ
il

)
∪ cl
(

f (∂S λ
il)
)
. (4-23)

又因为 S λ
il = Mλ

il ∩ {x ∈ Rn | g j(x) > 0, j < λ}且 {x ∈ Rn | g j(x) > 0, j < λ}是 Rn

的一个开子集，所以对于 l > 0，直接验证可得

K
(

f , S λ
il

)
⊂ K
(

f ,Mλ
il

)
. (4-24)

如果 l = 0，那么 S λ
i0 = Vλ

i0。因此，如果 f ∗包含在 K
(

f , S λ
il

)
或 f (Vλ

i0)中，则证

明完成。

现在假设 f ∗ ∈ cl
(

f (∂S λ
il)
)
，那么存在 λ1 ) λ 和 i1, l1 ≥ 0，使得 f ∗ ∈

cl
(

f (∂Mλ
il)
)
或 f ∗ ∈ cl

(
f (S λ1

i1l1
)
)
。如果 f ∗ ∈ cl

(
f (∂Mλ

il)
)
，则存在 i2 > i和 l2 < l使

得 f ∗ ∈ K
(

f ,Mλ
i2l2

)
(因为把 Vλ

il 看作 Rn 的子拓扑空间时，∂Mλ
il ⊂ Vλ

il \ Mλ
il )。否

则，将 S λ
il替换成 S λ1

i1l1
，重复上述过程直到指标集 λ等于 {1, . . . , s}，定理得证。

�

例 4.6.2 给定多项式 g1 = (x− 1)2(x2+ y2)− 4x2和 g2 = (x− 1)y2 − 1。考虑半代
数集 S = {(x, y) ∈ R2 | g1(x, y) ≤ 0, g2(x, y) ≤ 0} (见图 4.4)。令 f 是从 S 到 x轴

的投射，即 f (x, y) = x。结合定理 4.6.1和算法Optimize，计算 f ∗ = infx∈S f (x)。

图 4.4 例 4.6.2半代数集 S
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令 λ1 = ∅, λ2 = {1}, λ3 = {2}, λ4 = {1, 2}，图 4.5是对应的半代数集 S λi
il。下

面给出计算的细节。

• λ1 = ∅, Vλ1
0 = R2, Mλ1

02 = R2, S λ1
02 = {(x, y) ∈ R2 | g1(x, y) < 0, g2(x, y) <

0}。经计算，得到

K
(

f ,Mλ1
02

)
∪ K1

(
f ,Mλ1

02

)
= ∅.

• λ2 = {1}, Vλ2
0 = {(x, y) ∈ R2 | g1(x, y) = 0}, Vλ2

01 = Vλ2
0 , Mλ2

01 = Vλ2
01 \ {(0, 0)},

S λ2
01 = {(x, y) | g1 = 0, g2 < 0} \ {(0, 0)}. 计算可得：

K
(

f ,Mλ2
01

)
∪ K1

(
f ,Mλ2

01

)
= {−1, 1, 3},

Vλ2
1 = Vλ2

01 \ Mλ2
01 = {(0, 0)}, f

(
Vλ2
1

)
= {0}.

• λ3 = {2}, Vλ3
0 = {(x, y) ∈ R2 | g2(x, y) = 0}, Vλ3

01 = Vλ3
0 , Mλ3

01 = Vλ3
01 ,

S λ3
01 = {(x, y) | g1 < 0, g2 = 0}. 计算可得：

K
(

f ,Mλ3
01

)
∪ K1

(
f ,Mλ3

01

)
= {1}.

• λ4 = {1, 2}, Vλ4
0 = {(x, y) ∈ R2 | g1(x, y) = 0, g2(x, y) = 0}, Mλ4

00 = Vλ4
0 ,

S λ4
00 = Vλ4

0 。因为 Vλ4
0 是一个有限集，所以我们只需计算它的像 f (Vλ4

0 )。

这一步输出的单变元多项式是：

ψ = a4 − 2a3 − 3a2 + a − 1.

令 ψ = 0，得到两个实根，其中一个小于 −1。然而，最后应用算法 FindInfimum，

得到 f ∗ = −1。这是因为所有的计算都是在有理系数多项式环中进行，所以尽
管理想 ⟨g1, g2⟩是 Q[x, y]中的实理想，但方程组 g1 = 0, g2 = 0仍然有复根，所

以 VR(ψ) ) f (Vλ4
0 )，故出现上述情况：方程 ψ = 0的最小实根不包含在 f (Vλ4

0 )

中。
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图 4.5 例 4.6.2对应于 λi 的半代数集
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第 5章 总结与展望

本文的第一部分旨在分析计算实根理想的复杂度。利用实代数几何中的

判定准则：一个素理想是实的当且仅当它有一个非奇异的实零点，将根理想生

成元次数上界的成果：一个光滑复代数簇的零化理想有一组次数不高于其几

何次数的生成元，推广到实根理想。在此基础上，结合计算实代数簇样本点的

算法和利用周形式计算复代数簇等维分解的算法，给出光滑情形下计算实根

理想的复杂度，此时的复杂度关于变元个数是单指数的。对于一般的情形，考

虑到如果直接应用雅可比准则和 Gröbner基计算，会导致计算复杂度仍然是双

指数的（关于变元个数），于是采用有理参数化来表示实根理想。在已有的应

用几何预解式计算复代数簇等维分解算法的基础上，结合插值的技巧，给出一

般情形下计算实根理想有理参数化表示的复杂度，这个复杂度关于输入多项

式系统的维数是双指数的，如果输入多项式系统的维数是固定的，那么这个复

杂度关于变元个数是单指数的。对于已有的计算实根理想的符号算法，其复杂

度关于变元个数是双指数的，所以无论是光滑情形还是一般情形，与已有的符

号算法相比，我们的结果在复杂度上都有改进。然而，因为在目前的计算机代

数系统中，有较为高效的算法用于计算 Gröbner基，所以最后在实现算法的过

程中，我们是通过 Gröbner基而非周形式或有理参数化表示来实现复代数簇之

间的交、并、差等操作。这就意味着我们实现的算法并未达到本文中给出的理

论复杂度。尽管如此，我们实现的算仍然法能计算已有算法无法完成的一些例

子。下一步可以考虑如何通过周形式或有理参数化表示来实现本文中给出的

算法。

对于多项式全局最优化问题，我们将其最优值与多项式函数的广义关键值

联系起来。对于可行域是等维实代数簇的情形，我们证明：或者这个问题的最

优值是其目标函数的广义关键值，或者这个问题的可行域可以缩小为一个更

低维的实代数簇。为了计算实代数簇上多项式函数的全局下确界，在广义关键

值的基础上，我们引入一个新的集合。我们证明这个新的集合的勒贝格测度为

零。更进一步，我们证明它和广义关键值集合的并集是一个半代数闭集，而且

这个半代数闭集的勒贝格测度也为零。基于上述结论，我们给出一个算法计算
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多项式函数在任意实代数簇上的全局下确界。如果多项式优化问题的可行域

是一个基本半代数闭集，通过划分这个半代数集，我们将这个问题转化为若干

个子问题，使得每个子问题的可行域都是实代数簇，这样通过重复调用前面给

出的算法，就能处理可行域是基本半代数闭集的情形。

这两个工作的联系之处在于，当多项式优化的可行域是实代数簇时，我们

就需要实根理想来表示这个实代数簇。正如我们在第四章中提到的，如果应用

光滑情形下计算实根理想的复杂度，那么我们能得到相应的多项式优化问题

的计算复杂度关于变元个数是单指数的。对于一般的情形，如何将实根理想的

有理参数化表示应用于多项式优化问题，可作为下一步的工作。
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