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摘 要

摘 要

量子非局域游戏 (也称量子非局域博弈，quantum nonlocal game)是量子信息
中的重要研究领域之一。一个非局域游戏包含两个玩家和一个裁判，玩家需要根
据他们各自收到的问题给出回答，再由裁判判定玩家们获胜或失败。在这个过程
中，玩家预先知道裁判的判定规则，但他们之间不能互相交流信息。量子理论表
明，如果玩家之间可以共享一个纠缠的量子态，那么他们获胜的期望有可能比经
典情形更大，这体现了量子优越性。对于一个非局域游戏，如果玩家们有一个策
略能够保证他们一定获胜，那么称这个非局域游戏有完美策略。一个重要的问题
是，判定在不同的游戏类型和策略要求下，哪些非局域游戏有完美策略。为此，
我们利用平方和和迹态等代数工具对两回答游戏、镜像游戏和模仿游戏这几类
重要的非局域游戏的完美策略给出了相应的刻画条件。

首先，对于回答集只有两个元素的非局域游戏，已有的结果表明，具有完美
量子策略的两回答非局域游戏也存在完美经典策略。我们将这一结果推广至无
限维情形，证明了具有完美交换算子策略的两回答游戏也存在完美经典策略。这
一结果同时也给出了一个特殊形式的非交换零点定理: 对于两回答游戏的泛游戏
代数，其无效决定集𝒩 有一维的零点当且仅当 −1 ∉ SOS +ℒ(𝒩 ) + ℒ(𝒩 )∗，其
中 SOS是 Hermitian平方和，ℒ(𝒩 )是𝒩 生成的左理想。

同步游戏在研究图染色问题和 Connes嵌入猜想中有重要的作用。作为同步
游戏的推广，镜像游戏在相应的领域亦有潜在的应用。在镜像游戏的获胜条件中，
对于一些特定的问题对，Alice和 Bob的回答是互相决定的，这也是“镜像”之名
的由来。我们将镜像游戏的完美交换算子策略抽象为泛游戏代数的 ∗-表示，并将
Paulsen等人为同步游戏引入的由单个玩家确定的的“小代数”推广到镜像游戏上，
利用Watts、Helton和 Klep发展的非交换零点定理证明了如下结论：一个正则的
镜像游戏有完美的交换算子策略当且仅当−1 ∉ S̃OS𝒰 (1)+𝒥 (mir1)+𝒥 (mir1)∗，其
中 S̃OS𝒰 (1)是由单个玩家确定的“小代数”𝒰 (1)上的平方和加上换位子，𝒥 (mir1)
是只与单个玩家相关的一个双边理想。利用该结论，我们给出了一个基于非交换
Gröbner基计算和半定规划的算法，用于判定给定的镜像游戏不存在完美交换算
子策略。

模仿游戏是镜像游戏的进一步推广。相比于镜像游戏，模仿游戏的获胜条
件中 Alice的回答同时与 Bob的问题和回答有关，Bob亦然。我们证明了，模仿
游戏存在完美量子逼近策略当且仅当在两个泛 C∗-代数的最小张量积上存在一
个双迹态，该双迹态能够诱导出完美的关联矩阵。对于 Alice的问题集和回答集
都是二元集的一类特殊的模仿游戏，我们将模仿游戏与存在迹的 von Neumann
代数联系起来，并证明了模仿游戏存在完美量子逼近策略当且仅当存在一个 von
Neumann代数及其上的一个 amenable的迹态，使得该迹态能够诱导出完美关联
矩阵。
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Abstract

Abstract

Quantum nonlocal games constitute a critical research area in quantum informa-
tion. A nonlocal game involves two players and a referee. The players must provide
answers based on their respective questions, and the referee then determines whether
the players win or lose. Throughout this process, the players know the referee’s judg-
ment rules in advance but cannot communicate with each other. Quantum theory shows
that if players can share an entangled quantum state, their probability of winning could
be higher than in classical cases, reflecting quantum advantage. If the players have a
strategy that guarantees a victory in a nonlocal game, the game is said to have a perfect
strategy. An important question is: how to determin which nonlocal games have perfect
strategies under different game types and strategic requirements. To address this, we
employ algebraic tools such as sum-of-squares and tracial states to characterize perfect
strategies for several critical classes of nonlocal games, including two-answer games,
mirror games, and imitation games.

For games with a binary answer set, existing results show that any two-answer non-
local game with a perfect quantum strategy also admits a perfect classical strategy. We
extend this result to the infinite-dimensional case, proving that two-answer games with
perfect commuting operator strategies also have perfect classical strategies. This result
further implies a noncommutative Nullstellensatz of a special form: for the universal
game algebra of two-answer games, its invalid determining set 𝒩 has a one-dimensional
zero if and only if −1 ∉ SOS +ℒ(𝒩 ) + ℒ(𝒩 )∗, where SOS denotes Hermitian sums of
squares, and ℒ(𝒩 ) is the left ideal generated by 𝒩 .

Synchronous games play significant roles in studying graph coloring problems and
the Connes embedding conjecture. As a generalization of synchronous games, mir-
ror games also have potential applications in related fields. These are termed ”mirror
games” because their winning conditions require Alice’s and Bob’s answers to deter-
mine each other for specific question pairs mutually. We use ∗-representations of univer-
sal game algebras and generalize the notion of ”small algebras” (introduced by Paulsen
et al. for synchronous games) to study the perfect commuting operator strategies for mir-
ror games. Using the noncommutative Nullstellensatz developed by Watts, Helton and
Klep, we prove: a regular mirror game admits a perfect commuting operator strategy if
and only if −1 ∉ S̃OS𝒰 (1) +𝒥 (mir1)+𝒥 (mir1)∗, where S̃OS𝒰 (1) is the Hermitian sum
of squares plus commutators on the ”small” algebra 𝒰 (1) determined by one player,
and 𝒥 (mir1) is a two-sided ideal determined by one player. Based on this, we provide
an algorithm combining noncommutative Gröbner basis computations and semidefinite
programming to verify the nonexistence of perfect commuting operator strategies for
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given mirror games.
Imitation games further generalize mirror games. Unlike mirror games, in the win-

ning conditions of imitation games, Alice’s answer depends simultaneously on Bob’s
questions and answers, and vice versa. We prove that an imitation game has a perfect
quantum approximate strategy if and only if there exists a bitracial state on the minimal
tensor product of two universal C∗-algebras that induces a perfect correlation. For a spe-
cial class of imitation games where Alice’s question and answer sets are both binary, we
connect imitation games to tracial von Neumann algebras. Specifically, we show that
such games have a perfect quantum approximate strategy if and only if there exists a von
Neumann algebra with an amenable tracial state that induces this perfect correlation.

Key Words: Two-Answer Games, Mirror Games, Imitation Games, Perfect Classical/
Quantum/Quantum-Approximate/Commuting-Operator Strategies, NoncommutativeNull-
stellensatz, GNSConstruction, Sumof Squares, Universal GameAlgebra,Minimal Ten-
sor Product, Amenable Tracial state
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第 1章 引言

第 1章 引言

1.1 问题背景与研究现状

作为研究量子力学中非局域性质的工具，量子非局域游戏 (也称量子非局域
博弈，quantum nonlocal game)是近年来数学、物理和计算机科学的重要研究对
象之一，广泛用于自检测 (self-testing) [1,2]，零知识证明 [3]，量子密钥分发 [4]等领
域。最早的量子非局域性质的验证工具是 Bell不等式 [5]，这个不等式可以用量
子非局域游戏的框架来描述 [6,7]。对量子系统的结构和维数加以不同的限制，是
否会得到不同强度的非局域性质，这是著名的 Tsirelson问题 [8]。为此，我们需
要研究不同限制条件下量子非局域游戏有完美策略的条件，这是本文的主要研
究内容。

下面介绍量子非局域游戏的框架。

定义 1.1.1. 一个非局域游戏 𝒢包括两个玩家 Alice和 Bob，以及一个验证者。对
于固定的非空有限集合 𝑋, 𝑌 和 𝐴, 𝐵，设 𝑋 × 𝑌 上有一个概率分布 𝜇(𝑥, 𝑦)。在按
照概率分布 𝜇(𝑥, 𝑦)随机选择一对 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 后，验证者将元素 𝑥作为问题发
送给 Alice，将元素 𝑦作为问题发送给 Bob。Alice和 Bob分别向验证者发送相应
的答案 𝑎 ∈ 𝐴和 𝑏 ∈ 𝐵。在收到每位玩家的答案后，验证者计算评分函数

𝜆 ∶ 𝑋 × 𝑌 × 𝐴 × 𝐵 ⟶ {0, 1}

如果 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 1，则称 Alice和 Bob赢得游戏；否则，他们输掉游戏。Alice
和 Bob事先知道集合 𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵以及评分函数 𝜆，并且他们可以在游戏开始前约
定他们各自的策略；但在游戏过程中不能相互交流。

𝐴𝑙𝑖𝑐𝑒

𝑉 𝑒𝑟𝑖𝑓 𝑖𝑒𝑟 𝑉 𝑒𝑟𝑖𝑓 𝑖𝑒𝑟 {0, 1}

𝐵𝑜𝑏

𝑎
𝑥

𝑦

𝜆

𝑏

𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) =
{

1 ✓
0 ×

我们首先考虑非局域游戏的经典策略。

定义 1.1.2. 玩家的一个确定性策略由两个函数组成：

𝑎 ∶ 𝑋 ⟶ 𝐴, 𝑏 ∶ 𝑌 ⟶ 𝐵, (1-1)

1



量子非局域游戏完美策略的刻画

当 Alice 收到 𝑥 时，她向验证者发送 𝑎(𝑥)；当 Bob 收到 𝑦 时，他向验证者发送
𝑏(𝑦)。已知问题的概率分布 𝜇(𝑥, 𝑦)，在给定一个确定性策略的情况下，玩家赢得
游戏 𝒢的期望为

∑𝑥,𝑦
𝜇(𝑥, 𝑦)𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑦)). (1-2)

我们也可以为 𝒢给出一个概率策略：对于每对 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌，令 Alice和
Bob拥有相互独立的分布 𝑝𝑥,𝑎, 𝑞𝑦,𝑏，其中 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵。当玩家收到问题 (𝑥, 𝑦)时，
Alice以概率 𝑝𝑥,𝑎发送答案 𝑎给验证者，Bob以概率 𝑞𝑦,𝑏发送答案 𝑏给验证者。在
此概率策略下，赢得游戏的期望为

∑
𝑥,𝑦,𝑎,𝑏

𝜇(𝑥, 𝑦)𝑝𝑥,𝑎𝑞𝑦,𝑏𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏). (1-3)

所有确定性策略和概率策略统称为经典策略。

下面考虑有限维量子策略。

定义 1.1.3. 如果允许 Alice 和 Bob 共享一个量子纠缠态 |𝜓⟩ ∈ ℋ𝐴 ⊗ ℋ𝐵，其中
ℋ𝐴和 ℋ𝐵 均为有限维 Hilbert空间，则他们可以采用如下的有限维量子策略：

• 当 Alice收到 𝑥时，她在 |𝜓⟩的 ℋ𝐴 部分上执行投影测量 𝑃𝑥,𝑎，并将测量
结果 𝑎发送给验证者。

• 当 Bob收到 𝑦时，他在 |𝜓⟩的ℋ𝐵 部分上执行投影测量𝑄𝑦,𝑏，并将测量结
果 𝑏发送给验证者。

𝑥 ⟶ Alice
{𝑃𝑥,𝑎, 𝑎∈𝐴}
−−−−−−−−→ |𝜓⟩ ⟶ 𝑎

𝑦 ⟶ Bob
{𝑄𝑦,𝑏 𝑏∈𝐵}
−−−−−−−−→ |𝜓⟩ ⟶ 𝑏

(量子策略)

下面我们介绍关联矩阵的概念。

定义 1.1.4. 无通讯关联矩阵 (non-signalling correlation)是一个函数 𝑝 ∶ 𝑋 × 𝑌 ×
𝐴 × 𝐵 → [0, 1]，满足：

∑
𝑏∈𝐵

𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = ∑
𝑏∈𝐵

𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦′), ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦, 𝑦′ ∈ 𝑌 , 𝑎 ∈ 𝐴,

∑
𝑎∈𝐴

𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = ∑
𝑎∈𝐴

𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥′, 𝑦), ∀𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑏 ∈ 𝐵,

∑
(𝑎,𝑏)∈𝐴×𝐵

𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = 1, ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 .

我们用 𝒞𝑛𝑠(𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵) 表示所有无通讯关联矩阵的集合。此外，对于一个评分
函数 𝜆，如果 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0 ⟹ 𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = 0，则我们称关联矩阵 𝑝 =
(𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦))𝑋×𝑌 ×𝐴×𝐵 是完美 (perfect)的。我们用 𝒞𝑛𝑠(𝒢)表示所有完美的无通讯
关联矩阵的集合。
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第 1章 引言

容易看出，对于一个非局域游戏 𝒢，玩家的策略实际上就是确定了一个关联
矩阵。

接下来考虑与策略相对应的关联矩阵。我们用 𝒞𝑐 记录所有经典策略生成的
关联矩阵的集合，它是一个闭集。注意到任何概率策略都可以表示为确定性策略
的凸组合，因此非局域游戏 𝒢在经典策略下的最大获胜期望总能由某个确定性
策略取得。

定义 1.1.5. 游戏 𝒢的经典值（classical value）定义为 𝒢的最大获胜期望：

𝜔𝑐(𝒢) = max
𝑎,𝑏 ∑𝑥,𝑦

𝜇(𝑥, 𝑦)𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑦)). (1-4)

定义 1.1.6. 对于固定的有限集 𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵，设关联矩阵 𝑝 ∈ 𝒞𝑛𝑠(𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵)，如
果存在有限维 Hilbert空间 ℋ𝐴, ℋ𝐵 和单位向量 |𝜓⟩ ∈ ℋ𝐴 ⊗ ℋ𝐵，使得对于所有
𝑥 ∈ 𝑋和 𝑦 ∈ 𝑌，存在投影测量 {𝑃 𝑥

𝑎 ∶ 𝑎 ∈ 𝐴} ⊂ ℬ(ℋ𝐴)和 {𝑄𝑦
𝑏 ∶ 𝑏 ∈ 𝐵} ⊂ ℬ(ℋ𝐵)，

满足：
𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = ⟨𝜓|𝑃 𝑥

𝑎 ⊗ 𝑄𝑦
𝑏|𝜓⟩ (1-5)

换言之，关联矩阵 𝑝可以由一个有限维量子策略实现，则称 𝑝为有限维的量子关
联矩阵 (quantum correlation)。我们用 𝒞𝑞(𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵)表示所有有限维的量子关联
矩阵的集合。

对于给定的有限维量子策略，其获胜期望为

∑
𝑥,𝑦,𝑎,𝑏

𝜇(𝑥, 𝑦) ⋅ ⟨𝜓|𝑃𝑥,𝑎 ⊗ 𝑄𝑦,𝑏|𝜓⟩ ⋅ 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏). (1-6)

定义 1.1.7. 在所有有限维量子策略中，获胜期望的上确界为

𝜔𝑞(𝒢) = sup
ℋ𝐴 , ℋ𝐵 , 𝜓,
𝑃𝑥,𝑎 , 𝑄𝑦,𝑏

∑
𝑥,𝑦,𝑎,𝑏

𝜇(𝑥, 𝑦) ⋅ ⟨𝜓|𝑃𝑥,𝑎 ⊗ 𝑄𝑦,𝑏|𝜓⟩ ⋅ 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏), (1-7)

称为游戏 𝒢的量子值 (quantum value)。

相对于经典策略，量子策略可以具有更大的获胜概率，这是量子优越性的重
要体现之一。例如，在 CHSH游戏中 [9]，经典策略的获胜概率上限为 3

4，而通过
共享纠缠态的量子策略可将成功概率提升至 cos2(𝜋

8 ) ≈ 0.85。
例 1.1.1. [9] CHSH游戏的定义如下：令 𝑋 = 𝑌 = 𝐴 = 𝐵 = {0, 1}，以及打分函数
𝜆:

(𝑎, 𝑏)

𝜆 (𝑥, 𝑦)
(0,0) (0,1) (1,0) (1,1)

(0,0) 1 1 1 0
(0,1) 0 0 0 1
(1,0) 0 0 0 1
(1,1) 1 1 1 0

3
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即

𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) =
{

1, 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑎 + 𝑏 mod 2;
0, else.

令问题集𝑋×𝑌 上的概率分布 𝜇(𝑥, 𝑦) = 1
4。我们有 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 1等价于 𝑎+𝑏 = 𝑥𝑦

mod 2，于是
• 经典值 𝜔𝑐(𝐶𝐻𝑆𝐻) = 3

4;
• 量子值 𝜔𝑞(𝐶𝐻𝑆𝐻) = cos2(𝜋

8 ) ≈ 0.85。
对于经典值，设 Alice和 Bob给出回答的分布相互独立，并令 Alice收到 0时

回答 0的概率为 𝑠，收到 1时回答 0的概率为 t；Bob收到 0时回答 0的概率为 𝑐，
收到 1时回答 0的概率为 𝑑。这完全地给出了一个概率策略，其关联矩阵如下：

(𝑎, 𝑏)

𝑝 (𝑥, 𝑦)
(0,0) (0,1) (1,0) (1,1)

(0,0) sc sd tc td
(0,1) s(1-c) s(1-d) t(1-c) t(1-d)
(1,0) (1-s)c (1-s)d (1-t)c (1-t)d
(1,1) (1-s)(1-c) (1-s)(1-d) (1-t)(1-c) (1-t)(1-d)

那么获胜的期望

𝑝win,c = 1
4(𝑠𝑐 + 𝑠𝑑 + 𝑡𝑐 + (1 − 𝑠)(1 − 𝑐) + (1 − 𝑠)(1 − 𝑑)

+ (1 − 𝑡)(1 − 𝑐) + 𝑡(1 − 𝑑) + (1 − 𝑡)𝑑)

= 1
4(3 − 2𝑠 − 2𝑐 + 2𝑠𝑐 + 2𝑠𝑑 + 2𝑡𝑐 − 2𝑡𝑑) ⩽ 3

4,

一个使等号成立的解是 𝑠 = 𝑐 = 𝑡 = 𝑑 = 0，此时 𝜔𝑐(𝐶𝐻𝑆𝐻) = 3
4。

对于量子值，我们记 2𝑃 0
0 −𝐼 = 𝐹1, 2𝑃 1

0 −𝐼 = 𝐹2, 2𝑄0
0 −𝐼 = 𝐹3, 2𝑄1

0 −𝐼 = 𝐹4。
s设 |𝜂⟩是状态空间 ℋ𝐴 ⊗ ℋ𝐵 中的任意一个单位向量，则获胜的期望

2𝑝win,q − 1 = ⟨𝜂 ∣ (𝐹1 ⊗ 𝐹3 + 𝐹1 ⊗ 𝐹4 + 𝐹2 ⊗ 𝐹3 − 𝐹2 ⊗ 𝐹4)𝜂⟩.

不难验证
‖(𝐹1 ⊗ 𝐹3 + 𝐹1 ⊗ 𝐹4 + 𝐹2 ⊗ 𝐹3 − 𝐹2 ⊗ 𝐹4)2‖∞ ⩽ 8,

因此我们有 𝑝win,q ⩽ 2 + √2
4 。特别地，如果我们取

𝐹1 = 𝑍, 𝐹2 = 𝑋, 𝐹3 = 𝑋 + 𝑍
√2

, 𝐹4 = 𝑋 − 𝑍
√2

,

4
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其中 𝑋 =
(

0 1
1 0)

, 𝑌 =
(

0 i
−i 0)

, 𝑍 =
(

1 0
0 −1)

是 Pauli矩阵，且

|𝜓⟩ = 1
√2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1
0
0
1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

时，上式的等号成立，即

𝜔𝑞(𝐶𝐻𝑆𝐻) = 2 + √2
4 ≈ 0.85.

下面考虑有限维量子策略的推广。如果删去 ℋ𝐴 和 ℋ𝐵 均为有限维的要求，
则我们得到了无穷维量子策略。

我们也可以定义 𝒢 的一个交换算子策略 (quantum commuting operator strat-
egy)。

定义 1.1.8. 设 ℋ 为某个 (可能是无限维的) Hilbert 空间，|𝜓⟩ ∈ ℋ，对于每对
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌，Alice和 Bob具有投影测量 (PVM){𝑃 𝑥

𝑎 , 𝑎 ∈ 𝐴}和 {𝑄𝑦
𝑏, 𝑏 ∈ 𝐵}，

分别满足以下交换条件：

𝑃 𝑥
𝑎 𝑄𝑦

𝑏 = 𝑄𝑦
𝑏𝑃 𝑥

𝑎 , ∀ (𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) ∈ 𝑋 × 𝑌 × 𝐴 × 𝐵. (1-8)

当 Alice收到问题 𝑥时，她在 |𝜓⟩上执行测量 {𝑃 𝑥
𝑎 , 𝑎 ∈ 𝐴}，并将结果 𝑎发送给

验证者；类似地，当 Bob收到问题 𝑦时，他在 |𝜓⟩上执行测量 {𝑄𝑦
𝑏, 𝑏 ∈ 𝐵}，并

将结果 𝑏发送给验证者。称 (ℋ, |𝜓⟩, {𝑃 𝑥
𝑎 , 𝑎 ∈ 𝐴}, {𝑄𝑦

𝑏, 𝑏 ∈ 𝐵})是一个交换算子
策略。

这些推广的策略类型可以具有比有限维量子策略更高的获胜概率，因此有
重要的研究价值。特别地，如果一个策略能使玩家的获胜概率为 1，那么称这个
策略是完美 (perfect)的。显然完美策略与完美的关联矩阵是一一对应的。
下面考虑与无穷维量子策略、逼近量子策略 (quantum approximate strategy)

以及交换算子算子策略相对应的关联矩阵。

定义 1.1.9 (𝒞𝑞𝑠). 如果关联矩阵 𝑝 可以由一个 (可能是无穷维的) 量子策略实现，
则把这样的关联矩阵收集起来，得到的集合记作 𝒞𝑞𝑠(𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵) (quantum spatial
correlation)。

定义 1.1.10 (𝒞𝑞𝑎). 将 𝒞𝑞的闭包定义为 𝒞𝑞𝑎(𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵)，即逼近量子关联矩阵 (quan-
tum approximate correlation) 的集合。逼近量子关联矩阵对应的策略被称为逼近
量子策略。更形式地说，一个关联矩阵

𝑝 = (𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦)) ∈ 𝒞𝑞𝑎(𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵)
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当且仅当：对于任意 𝜀 > 0，存在有限维 Hilbert空间 ℋ𝐴(𝜀), ℋ𝐵(𝜀)和单位向量
|𝜓𝜀⟩ ∈ ℋ𝐴(𝜀) ⊗ ℋ𝐵(𝜀)，使得对于所有 𝑥 ∈ 𝑋 和 𝑦 ∈ 𝑌，存在投影测量 (PVM)
{𝑃 𝑥

𝑎 (𝜀) ∶ 𝑎 ∈ 𝐴} ⊂ ℬ(ℋ𝐴(𝜀))和 {𝑄𝑦
𝑏(𝜀) ∶ 𝑏 ∈ 𝐵} ⊂ ℬ(ℋ𝐵(𝜀))，满足：

|𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) − ⟨𝜓𝜀|𝑃 𝑥
𝑎 (𝜀) ⊗ 𝑄𝑦

𝑏(𝜀)|𝜓𝜀⟩| < 𝜀. (1-9)

定义 1.1.11 (𝒞𝑞𝑐). 如果存在 Hilbert空间 ℋ 和单位向量 |𝜓⟩ ∈ ℋ，使得对于所有
𝑥 ∈ 𝑋和 𝑦 ∈ 𝑌，存在投影测量 {𝑃 𝑥

𝑎 ∶ 𝑎 ∈ 𝐴} ⊂ ℬ(ℋ𝐴)和 {𝑄𝑦
𝑏 ∶ 𝑏 ∈ 𝐵} ⊂ ℬ(ℋ𝐵)，

满足：
𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = ⟨𝜓|𝑃 𝑥

𝑎 𝑄𝑦
𝑏|𝜓⟩ (1-10)

且 𝑃 𝑥
𝑎 𝑄𝑦

𝑏 = 𝑄𝑦
𝑏𝑃 𝑥

𝑎 , ∀(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) ∈ 𝑋 × 𝑌 × 𝐴 × 𝐵，即关联矩阵 𝑝可以由一个交换算
子策略实现，将这样的 𝑝收集起来，得到的集合记作 𝒞𝑞𝑐。

众所周知 𝒞𝑞𝑠 ⊆ 𝒞𝑞𝑎
[10]，因此 𝒞𝑞𝑠的闭包也是 𝒞𝑞𝑎。

利用线性系统游戏 (linear system game) [11] 及其解群 [12]，Slofstra [13,14] 证明
了 𝒞𝑞 和 𝒞𝑞𝑠 都不是闭集。这是 Tsirelson问题的重要进展。因此，有限维量子策
略的最大获胜期望 (即量子值，式 (1-7))必然可以在 𝒞𝑞𝑎 中取到，但不一定能在
𝒞𝑞 或 𝒞𝑞𝑠中取到。

显然 𝒞𝑞𝑐 是一个闭集，且 𝐶𝑞𝑎 ⊆ 𝐶𝑞𝑐
[15]。给定一个交换算子策略，其获胜期

望为

∑
𝑥,𝑦,𝑎,𝑏

𝜇(𝑥, 𝑦) ⋅ ⟨𝜓|𝑃 𝑥
𝑎 ⋅ 𝑄𝑦

𝑏|𝜓⟩ ⋅ 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏). (1-11)

定义 1.1.12. 定义交换算子策略获胜期望的上确界 (由于 𝒞𝑞𝑐 是闭集，它必然可以
取到)为

𝜔𝑐𝑜(𝒢) = sup
ℋ, 𝜓,

𝑃 𝑥
𝑎 , 𝑄𝑦

𝑏

∑
𝑥,𝑦,𝑎,𝑏

𝜇(𝑥, 𝑦) ⋅ ⟨𝜓|𝑃 𝑥
𝑎 ⋅ 𝑄𝑦

𝑏|𝜓⟩ ⋅ 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) (1-12)

称为游戏 𝒢的交换算子值 (quantum commuting operator value)。

利用平方和松弛和半正定规划方法可以计算 𝜔𝑐𝑜(𝒢)的上界 [16]。

综上所述我们有
𝒞𝑐 ⊆ 𝒞𝑞 ⊆ 𝒞𝑞𝑠 ⊆ 𝒞𝑞𝑎 ⊆ 𝒞𝑞𝑐

文献 [15,17,18] 利用 𝐶∗-代数和算子系统上的态给出了关联矩阵属于以上这些不同
类型的集合的等价条件。需要注意的是，上述每个包含关系都是严格的。第一个
严格包含来自 Bell不等式，后三个严格包含的结论来自 [10,13,19–21]。这也导致如
下的不等式：

𝜔𝑐(𝒢) ⩽ 𝜔𝑞(𝒢) ⩽ 𝜔𝑐𝑜(𝒢)

如果在交换算子策略中将Hilbert空间ℋ限制为有限维，则有𝜔𝑞(𝒢) = 𝜔𝑐𝑜(𝒢)
（参见 [8,10]）。在无限维情形下存在游戏 𝒢，使得 𝜔𝑞(𝒢) < 𝜔𝑐𝑜(𝒢) (参见 [13,15])。

𝐶𝑞𝑐 = 𝐶𝑞𝑎 是否成立即著名的 Tsirelson 问题 [10,15]。这个问题与 Connes 嵌入猜
想 [22]有深刻的联系。

6
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猜想 1.1.1 (Connes嵌入猜想). 若𝑀 是一个可分的 II1 型有限因子，其上有迹态
𝜏𝑀，则对任意的 𝜖 > 0和𝑀的任意一个有限子集𝐹 = {𝑢1, … , 𝑢𝑑 ∣ 𝑢1, … , 𝑢𝑑是酉元}，
存在同态

Φ ∶ 𝑀 → 𝑀𝑛(ℂ)

满足 Φ(1) = 1以及对每个 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹 都有:

|𝜏𝑀 (𝑥∗𝑦) − tr𝑀𝑛(ℂ)(Φ(𝑥∗)Φ(𝑦))| < 𝜖

Connes猜想在算子代数和 Banach空间理论中有多个等价的表述，其中之一
就是 Connes 猜想成立当且仅当 𝐶𝑞𝑐 = 𝐶𝑞𝑎

[15,23,24]。Helton 等人的工作 [25,26] 开
启了非交换代数上的正零点定理的研究。在 [27]中，Klep和 Schweighofer证明了
von Neumann代数上的 Connes嵌入猜想等价于迹版本的正零点定理。2020年，Ji
及其合作者证明了MIP∗=RE，从而 Connes嵌入猜想是错误的 [21]。但我们仍然
不知道一个明确的反例。想要了解有关 Connes嵌入问题的最新研究成果，可以
参见 [15,24,28]。这也是我们研究量子非局域游戏的主要动机。

考察非局域游戏中使用的量子测量，我们可以将其所满足的关系抽象出来，
这样我们就得到了泛游戏代数 (universal game algebra) [29]。泛游戏代数是研究非
局域游戏的策略的重要工具。

定义 1.1.13 (泛游戏代数). 令

𝐞 = (𝑒𝑥
𝑎)𝑥∈𝑋,𝑎∈𝐴 ∪ (𝑓 𝑦

𝑏 )𝑦∈𝑌 ,𝑏∈𝐵 (1-13)

是一组自由的未定元，记 ℂ⟨𝐞⟩为 𝐞生成的非交换的自由代数。令 ℑ为如下的多
项式所生成的双边理想：

{𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 − 𝑓 𝑦
𝑏 𝑒𝑥

𝑎 ∣ ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} (1-14)
∪ {(𝑒𝑥

𝑎)2 − 𝑒𝑥
𝑎 ∣ ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑎 ∈ 𝐴} ∪ {(𝑓 𝑦

𝑏 )2 − 𝑓 𝑦
𝑏 ∣ ∀𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑏 ∈ 𝐵} (1-15)

∪ {𝑒𝑥
𝑎1𝑒𝑥

𝑎2 ∣ ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑎1 ≠ 𝑎2 ∈ 𝐴} ∪ {𝑓 𝑦
𝑏1

𝑓 𝑦
𝑏2

∣ ∀𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑏1 ≠ 𝑏2 ∈ 𝐵} (1-16)

∪
{∑

𝑎∈𝐴
𝑒𝑥

𝑎 − 1 ∣ ∀𝑥 ∈ 𝑋
}

∪
{∑

𝑏∈𝐵
𝑓 𝑦

𝑏 − 1 ∣ ∀𝑦 ∈ 𝑌
}

. (1-17)

我们定义 𝒰 = ℂ⟨𝐞⟩/ℑ，并且在 𝒰 上赋以如下的对合运算“∗”：

(𝑒𝑥
𝑎)∗ = 𝑒𝑥

𝑎 , (𝑓 𝑦
𝑏 )∗ = 𝑓 𝑦

𝑏 . (1-18)

其中一个复数的“∗”等于它的共轭。我们称𝒰 是游戏 𝒢的泛游戏代数，{𝑒𝑥
𝑎 , 𝑓 𝑦

𝑏 }
是它的投影生成元 (projection generators)。
特别地，记𝒰 中所有 {𝑒𝑥

𝑎}生成的子代数为𝒰 (1)，所有由 {𝑓 𝑦
𝑏 }生成的子代

数记为 𝒰 (2)。
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我们首先解释一下泛游戏代数中这些生成元所满足的关系。式 (1-14) 说明
Alice和 Bob的测量要可交换，即测量顺序不能对测量结果产生影响；式 (1-15,1-
16,1-17)说明 Alice和 Bob的算子是一组求和为 1的正交投影。
泛游戏代数可以用于刻画一般非局域游戏的完美交换算子策略。文献 [29–31]

利用非交换代数几何中的零点定理 (Nullstellensätze) [32–34] 和正零点定理 (Posi-
tivstellensätze) [25,26,35,36]，对一般非局域游戏的完美交换算子策略给出了代数刻
画。

一类重要的非局域游戏是同步游戏。对同步游戏的玩家 Alice和 Bob而言，
在他们收到相同的问题时，当且仅当他们给出相同回答时获胜。Paulsen及其合
作者在文献 [30,37,38]中，通过引入关于一个玩家的代数结构𝒰 (1)，给出了研究同
步游戏量子策略的简化框架。他们的研究证明，同步游戏的获胜概率可由 𝒰 (1)
上的迹态在 𝑒𝑥

𝑎𝑒𝑦
𝑏 上的取值获得 (详见文献 [37] 的定理 5.5，以及文献 [30] 的定理

3.2)。这一结论可以应用于图的量子染色问题。文献 [19] 利用图的量子染色数改
进了 Slofstra [13] 关于 𝒞𝑞 不是闭集的证明，而文献

[39] 则是它的算子代数形式的
改写。文献 [40]则给出了线性系统游戏和同步游戏的代数联系。特别地，文献 [29]

的定理 8.3与 8.7将零点定理与 [37,38] 的结论联系起来，简化了同步游戏完美交
换算子策略的刻画条件，并利用非交换 Gröbner基和半正定规划给出同步游戏没
有完美交换算子策略的判定算法。

在文献 [41] 中，Lupini等人提出了一类新的非局域游戏——模仿游戏，其特
点是对于其获胜策略，每个玩家的回答完全由其他玩家的问题和回答决定。所有
同步游戏均属于模仿游戏 (因玩家需对相同问题给出相同回答)，但反之不成立。
例如：镜像游戏 (mirror games)、唯一性游戏 (unique games) [42] 以及变量赋值游
戏 (variable assignment games) [41] 均为非同步的模仿游戏。Lupini等人进一步为
任意模仿游戏构造了相关联的泛 𝐶∗-代数，并证明完美交换算子策略的存在性等
价于相应的泛 𝐶∗-代数上存在迹态。同时，对模仿游戏的一个特殊子类镜像游戏，
他们证明其存在完美交换算子策略可以利用一个只与玩家 Alice有关的 𝐶∗-代数
上的迹态的存在性来刻画，而镜像游戏存在完美量子逼近策略可以利用迹态的
amenable性质来刻画。
然而，对于镜像游戏和模仿游戏，文献 [41]给出的完美策略刻画不能直接给

出判定给定游戏是否存在完美策略的算法。而对于模仿游戏，其完美量子逼近策
略尚无任何刻画条件。本文将就这些问题开展研究。

1.2 主要成果与文章结构

本文的主要成果包括：

(1) 对于两回答游戏 𝒢 = (𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵, 𝜆)，设 𝒰 是其泛游戏代数，记 𝒩 =
{𝑒𝑥

𝑎𝑓 𝑦
𝑏 ∣ 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0}，ℒ(𝒩 )是𝒩 生成的左理想，SOS𝒰 是𝒰 上的 Hermitian

8
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平方和。则

− 1 ∉ SOS𝒰 +ℒ(𝒩 ) + ℒ(𝒩 )∗

成立当且仅当存在一维的 ∗-表示 𝜌 ∶ 𝒰 → ℂ使得

𝜌(𝒩 ) = {0}.

这一结果可以视为一个特殊形式的非交换零点定理。利用这一结果，我们证明了
两回答游戏有完美的交换算子策略当且仅当它有完美的经典策略。Cleve等人的
结果 [6] 只是证明了两回答游戏如果有完美的有限维量子策略，那它一定有完美
的经典策略。我们的结果将其推广到了无穷维情形。

(2) 对于正则的镜像游戏 𝒢，设其泛游戏代数为 𝒰 ，则 𝒢存在完美交换算
子策略，当且仅当 −1 ∉ S̃OS𝒰 (1) + 𝒥 (mir1) + 𝒥 (mir1)∗。其中 S̃OS𝒰 (1) 是 𝒰 (1)
上的 Hermitian平方和加上换位子，𝒥 (mir1)是下面的集合

{𝑒𝑥
𝑎( ∑

𝑎∈𝐴
𝜆(𝜂(𝑦),𝑦,𝑎,𝑏)=1

𝑒𝜂(𝑦)
𝑎 ) ∣ 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0}

在 𝒰 (1)中生成的双边理想。特别地，若镜像游戏满足

−1 ∈ SOS𝒰 (1) +𝒥 (mir1) + 𝒥 (mir1)∗, (1-19)

则该游戏不存在完美交换策略。类似结论对 Bob亦成立。相比于 [41]定理 5.1中
的结果，本文的刻画条件是纯代数的，因此可以给出基于非交换 Gröbner基和半
正定规划的判定算法。需要注意的是，这一问题的算法只在一个方向具有终止
性，详细的论证参见注4.3.1。

(3) 对于模仿游戏 𝒢，若关联矩阵 𝑝 ∈ 𝒞𝑛𝑠(𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵)给出了 𝒢的一个完美
策略，则

𝑝 ∈ 𝒞𝑞𝑎(𝒢)

当且仅当：存在最小张量代数𝒜(𝑋, 𝐴) ⊗min 𝒜(𝑌 , 𝐵)上的态 𝜏 满足

𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = 𝜏(𝑒𝑥
𝑎 ⊗ 𝑓 𝑦

𝑏 ),

且限制态 𝜏|𝒜(𝑋,𝐴)⊗1与 𝜏|1⊗𝒜(𝑌 ,𝐵)均为迹态。这是首个关于模仿游戏的完美量子
逼近策略的刻画条件。
对于模仿游戏 𝒢，设 𝑝 ∈ 𝒞𝑛𝑠(𝒢)为完美的无通讯关联矩阵。考虑以下两个陈

述条件：
(i) 𝑝 ∈ 𝒞𝑞𝑎(𝒢)是完美的量子逼近关联矩阵；
(ii) 存在 von Neumann代数 𝒰 及其上 amenable的迹态 𝜏，以及从泛游戏代

数 𝒰 (1) ⊗a𝑙𝑔 𝒰 (2)到 𝒰 的 ∗-同态 𝜌，满足

𝜏 ∘ 𝜌(𝑒𝑥
𝑎 ⊗ 𝑓 𝑦

𝑏 ) = 𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦).
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在本文中，我们证明了 (ii)⟹(i)成立，并且在 Alice的问题集和回答集都是
二元集，以及附加了一个游戏本身内蕴的条件1的情形下，(i)⟹(ii)也成立。我
们猜想这两个条件的等价在一般情形下也成立。

本文的结构安排如下：第二章是预备知识，包括泛函分析和算子代数的基
础，量子信息基础，以及泛游戏代数的基本性质。第三章将证明两回答游戏有完
美交换算子策略必有完美经典策略。第四章将给出正则镜像游戏完美交换算子
策略的纯代数刻画条件，并给出相应的算法。第五章将讨论模仿游戏的完美量子
逼近策略的刻画。第六章进行总结。

1这个条件可以叙述如下：考虑完美量子逼近策略所对应的的迹态的 GNS构造，要求这个 GNS表示限
制到 𝒰 (1)和 𝒰 (2)的泛 𝐶∗-代数上都是单射。
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第 2章 预备知识

本章介绍预备知识，包括泛函分析和算子代数基础，量子信息基础，以及泛
游戏代数的基本性质。

2.1 泛函分析基础

本节简要地列出泛函分析和算子代数的基础知识。本节内容的详细证明可
以参考 [43–46]。

定义 2.1.1 (Hilbert空间). 我们在复向量空间ℋ上配以内积 ⟨⋅ ∣ ⋅⟩，则该内积诱导
了 ℋ 上的范数

‖𝐱‖ ∶= √⟨𝐱 ∣ 𝐱⟩, ∀𝐱 ∈ ℋ
和距离

d(𝐱, 𝐲) = ‖𝐱 − 𝐲‖, ∀𝐱, 𝐲 ∈ ℋ.
如果该空间对于这个内积诱导的距离是完备的，即每一个 Cauchy 序列都收敛，
那么我们称 ℋ 是 Hilbert空间。

命题 2.1.1 (Cauchy-Schwarz不等式). |⟨𝐱 ∣ 𝐲⟩| ⩽ ‖𝐱‖ ⋅ ‖𝐲‖，等号当且仅当 𝐱 = 0或
𝐲 = 0或 𝐱 = 𝜆𝐲, 𝜆 ∈ ℂ时成立。

定义 2.1.2 (可分性). 如果 ℋ 中存在一个可数的稠密子集，即存在 ℋ 的可数子集
𝒟使得 𝒟的闭包等于 ℋ，那么我们称 ℋ 是可分的。

我们有

命题 2.1.2. 有限维 Hilbert空间一定等距同构于 ℂ𝑛；无穷维的可分 Hilbert空间
一定等距同构于

𝑙2 ∶=
{

(𝑎𝑘)∞
𝑘=1 ∣

∞

∑
𝑘=1

|𝑎𝑘|
2 < ∞

}
.

也即

命题 2.1.3. 无穷维的可分 Hilbert空间一定存在一组标准正交基 {𝐞𝑘}∞
𝑘=1。此时有

Parseval等式：对任意 𝐱 ∈ ℋ，有
∞

∑
𝑘=1

|⟨𝐱 ∣ 𝐞𝑘⟩|
2 = ‖𝐱‖2.

两个Hilbert空间ℋ, 𝒦的张量积ℋ ⊗𝒦可以定义如下：定义向量空间ℋ ⊙𝒦
是 ℋ 和 𝒦的代数张量积，在其上定义内积结构

⟨
𝑚

∑
𝑖=1

𝐡𝑖 ⊗ 𝐤𝑖 ∣
𝑛

∑
𝑗=1

𝐡′
𝑖 ⊗ 𝐤′

𝑖 ⟩ =
𝑚

∑
𝑖=1

𝑛

∑
𝑗=1

⟨𝐡𝑖 ∣ 𝐡′
𝑖 ⟩ ⋅ ⟨𝐤𝑖 ∣ 𝐤′

𝑖 ⟩, ∀𝐡𝑖,𝐡′
𝑖 ∈ ℋ, 𝐤𝑖,𝐤′

𝑖 ∈ 𝒦.
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将 ℋ ⊙ 𝒦在这个内积之下完备化，我们就得到了一个 Hilbert空间，即 ℋ ⊗ 𝒦。
下面我们考虑 ℋ 上的有界线性算子。

定义 2.1.3. 设 𝐴 ∶ ℋ → ℋ 是线性算子，如果 sup0≠𝐱∈ℋ,‖𝐱‖⩽1 ‖𝐴𝐱‖ < ∞，那么称
𝐴是 ℋ 上的一个有界线性算子，并且 𝐴的范数 ‖𝐴‖ = sup0≠𝐱∈ℋ,‖𝐱‖⩽1 ‖𝐴𝐱‖。ℋ
上的全体有界线性算子在映射复合的乘法下构成一个代数，记其为 ℬ(ℋ)。

在 ℬ(ℋ)上可以定义自然的“∗”运算：设 𝐴 ∈ ℬ(ℋ)，则存在唯一的线性算
子 𝐴∗ ∈ ℬ(ℋ)满足 ∀𝐱, 𝐲 ∈ ℋ, ⟨𝐱 ∣ 𝐴𝐲⟩ = ⟨𝐴∗𝐱 ∣ 𝐲⟩。我们称 𝐴∗是 𝐴的伴随算子。
特别地，如果 𝐴∗ = 𝐴，那么我们称 𝐴是自伴算子。

ℬ(ℋ)上可以定义不同的拓扑，每种拓扑都对应着不同的算子收敛性。为了
简便我们直接定义这些收敛性，这与直接定义拓扑基等价。

定义 2.1.4 (网). 如果集合 𝑋 = {𝑥𝜆 ∣ 𝜆 ∈ 𝐼}满足：指标集 𝐼 上有一个偏序 ≺，并
且任取 𝜆1, 𝜆2 ∈ 𝐼，都存在 𝜆3使得 𝜆3 ≻ 𝜆1, 𝜆3 ≻ 𝜆2，则称 𝑋 是一个网 (net)，并
称指标集 𝐼 是定向集 (directional set)。

(1) 算子网 {𝐴𝜆 ∣ 𝜆 ∈ 𝐼} 被称为按范数收敛 (或一致收敛) 于 𝐴，若任取
𝜀 > 0，存在 𝜆 ∈ 𝐼 使得 ‖𝐴𝜆 − 𝐴‖ < 𝜀，这种收敛性的定义对应 ℬ(ℋ)上的范数拓
扑；

(2) 算子网 {𝐴𝜆 ∣ 𝜆 ∈ 𝐼}被称为强收敛 (或逐点收敛)于𝐴，若对任意 𝐱 ∈ ℋ，
都有任取 𝜀 > 0，存在 𝜆 ∈ 𝐼 使得 ‖(𝐴𝜆 − 𝐴)(𝐱)‖ < 𝜀，这种收敛性的定义对应
ℬ(ℋ)上的强算子拓扑 (strong operator topology)；

(3) 算子网 {𝐴𝜆 ∣ 𝜆 ∈ 𝐼}被称为弱收敛于 𝐴，若对任意 𝐱, 𝐲 ∈ ℋ，都有任取
𝜀 > 0，存在 𝜆 ∈ 𝐼 使得 |⟨𝐱 ∣ (𝐴𝜆 − 𝐴)𝐲⟩| < 𝜀，这种收敛性的定义对应 ℬ(ℋ)上的
弱算子拓扑 (weak operator topology)。
容易验证，按范数收敛能够推出强收敛，强收敛能够推出弱收敛。也就是说

弱算子拓扑最弱 (开集最少)，而范数拓扑最强 (开集最多)。
我们也可以考虑线性算子的张量积。

命题 2.1.4. 设 𝑆 ∈ ℬ(ℋ), 𝑇 ∈ ℬ(𝒦)，则存在唯一的有界线性算子 𝑆 ⊗ 𝑇 ∈
ℬ(ℋ ⊗ 𝒦)使得

𝑆 ⊗ 𝑇 (𝐯 ⊗ 𝐰) = (𝑆𝐯) ⊗ (𝑇𝐰), ∀𝐯 ∈ ℋ,𝐰 ∈ 𝒦.

更进一步，‖𝑆 ⊗ 𝑇 ‖ = ‖𝑆‖ ⋅ ‖𝑇 ‖。

下面我们介绍 𝐶∗-代数。

定义 2.1.5. 设 𝒜是 ℬ(ℋ)的子代数 (即 𝒜在加法、复数数乘和乘法下封闭)，并
且𝒜在范数拓扑下是 ℬ(ℋ)的闭子空间，以及最重要的，𝒜在 ” ∗ ”运算下封闭，
则称𝒜是一个 𝐶∗-代数。
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我们也可以通过不依赖于 ℬ(ℋ)的方式定义 𝐶∗-代数。

定义 2.1.6. 设复代数 𝒜 上有一个相容的线性运算“∗”，即满足对任意 𝑎, 𝑏 ∈
𝒜, 𝜆 ∈ ℂ，有

(𝑎∗)∗ = 𝑎, (𝑎𝑏)∗ = 𝑏∗𝑎∗, (𝜆𝑎)∗ = 𝜆𝑎∗.

𝒜 上有范数 ‖ ⋅ ‖，满足 ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜, ‖𝑎𝑏‖ ⩽ ‖𝑎‖‖𝑏‖，并且 𝒜 在范数 ‖ ⋅ ‖ 下是
完备的 (每一个 Cauchy 序列都收敛)。最后，范数 ‖ ⋅ ‖ 和 ∗-运算是相容的，即
‖𝑎∗𝑎‖ = ‖𝑎‖2, ∀𝑎 ∈ 𝒜。称这样的𝒜是一个 𝐶∗-代数。

定义2.1.5和定义 2.1.6是等价的，这是著名的 Gelfand-Naimark定理：

定理 2.1.1 (Gelfand-Naimark). 每个如定义2.1.6所定义的 𝐶∗-代数都等距同构于一
个定义2.1.5中的 𝐶∗-代数。

证明可参考 [44] Theorem 1.7.3。
需要注意的是，一个 𝐶∗ 代数中可能不含有单位元 1。但是，我们总可以通

过直接添加一个单位元的办法将 𝒜嵌入到一个含单位元的 𝐶∗-代数中，因此以
后如无特殊说明，我们提到 𝐶∗ 代数时总是默认它含有单位元。设 𝑎 ∈ 𝒜，若
∃𝑏 ∈ 𝒜使得 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 1，则我们称 𝑎是可逆的；若 𝑎 = 𝑎∗，则称 𝑎是自伴的。

定义 2.1.7 (谱与正元). 设𝒜是一个 𝐶∗-代数，𝑎 ∈ 𝒜。称集合

{𝜆 ∈ ℂ ∣ 𝜆1 − 𝑎不是可逆元}

是 𝑎的谱集，记作 sp(𝑎)，其中的数称为谱点。容易验证，如果 𝑎 ∈ 𝒜是自伴的，
那么 sp(𝑎) ⊆ ℝ。如果自伴元 𝑎 满足 sp(𝑎) ⊆ ℝ⩾0，那么称 𝑎 是一个正元，记作
𝑎 ⪰ 0。

将 𝒜上的所有有界线性泛函收集起来，则它们在加法和数乘下构成一个线
性空间，称为𝒜的对偶空间，记为𝒜∗。有界线性泛函一定是连续的，并且我们
可以定义其范数

‖𝑓‖ = sup
0≠𝑎∈𝒜,‖𝑎‖⩽1

|𝑓 (𝑎)| .

类似地，对偶空间上也可以定义不同的收敛性，对应不同的拓扑。

(1) 如果网 {𝑓𝛼 ∣ 𝛼 ∈ 𝐼} ⊆ 𝒜∗满足：∀𝜀 > 0，存在 𝛼 ∈ 𝐼 使得 ‖𝑓𝛼 − 𝑓‖ < 𝜀，
则我们称 {𝑓𝛼}按范数 (一致)收敛到 𝑓，对应于𝒜∗上的范数拓扑；

(2) 如果网 {𝑓𝛼 ∣ 𝛼 ∈ 𝐼} ⊆ 𝒜∗ 满足：对任意 𝑎 ∈ 𝒜，都有 ∀𝜀 > 0，存在
𝛼 ∈ 𝐼 使得 |𝑓𝛼(𝑎) − 𝑓(𝑎)| < 𝜀，则我们称 {𝑓𝛼}弱 ∗-收敛到 𝑓，对应于𝒜∗上的弱
∗-拓扑。
下面我们定义态。

定义 2.1.8 (态). 设 𝒜是一个 𝐶∗-代数，𝑓 ∶ 𝒜 → ℂ是 𝒜上的连续线性泛函。对
任意的 𝑎 ⪰ 0，如果有 𝑓(𝑎) ⩾ 0成立，则称 𝑓 是一个正线性泛函；如果我们进一
步有 𝑓(1) = 1，则我们称 𝑓 是𝒜上的一个态 (state)。

13
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不难验证，𝑓 是 𝒜上的态当且仅当 𝑓 是正线性泛函且 ‖𝑓‖ = 1，即所有的
态都包含在𝒜∗的单位闭球面中。

我们有下面的定理：

定理 2.1.2 (Banach-Alaoglu). 𝒜∗的单位闭球在弱 ∗-拓扑下是紧集，即𝒜∗的单位
闭球的任意一个弱 ∗-开覆盖都存在有限的子覆盖。

我们称一个 𝐶∗-代数 𝒜是可分的，如果存在 𝒜的可数子集 𝑋 使得 𝑋 在范
数拓扑下的闭包等于𝒜。此时我们有如下推论：

推论 2.1.1. 𝒜 是可分 𝐶∗-代数，则任意一个 𝒜 上的态序列 {𝑓𝑛}∞
𝑛=1 都有一个弱

∗-收敛的子序列 {𝑓𝑛𝑘}∞
𝑘=1。

定义 2.1.9 (迹态). 设 𝒜 是 𝐶∗-代数，称 𝜙 是 𝒜 上的迹态 (tracial state)，如果
𝜙 ∶ 𝒜 → ℂ是一个态并且满足

𝜏(𝑎𝑏) = 𝜏(𝑏𝑎), ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜.

特别地，如果𝒜 ⊆ ℬ(ℋ)，ℋ中的单位向量 𝜓 满足：其诱导的线性泛函 𝑎 ↦ ⟨𝑎𝜓 ∣
𝜓⟩是迹态，则我们也称单位向量 𝜓 是迹态。

下面我们定义 𝐶∗-代数的表示。

定义 2.1.10. 设𝒜是一个 𝐶∗-代数，称 𝜋 ∶ 𝒜 → ℬ(ℋ)是一个 ∗-表示，若 ∀𝑎, 𝑏 ∈
𝒜, 𝜋(𝑎𝑏) = 𝜋(𝑎)𝜋(𝑏)且 𝜋(𝑎)∗ = 𝜋(𝑎∗)。特别的，我们要求 𝜋(1) = 1ℋ。如果 𝜋 还
是单射，那么我们称 𝜋是𝒜的一个忠实 (faithful)表示。

给定 𝐶∗-代数上的一个态，我们可以构造与之相关的表示，这个方法被称为
GNS构造 (Gelfand-Naimark-Segal construction)。

定义 2.1.11 (GNS构造). 设 𝑓 是 𝐶∗-代数𝒜上的一个态，如果有 ∗-表示 𝜋 ∶ 𝒜 →
ℬ(ℋ)及向量 𝜉 ∈ ℋ 使得

𝑓(𝑎) = ⟨𝜋(𝑎)𝜉 ∣ 𝜉⟩, ∀𝑎 ∈ 𝒜.

且 𝜋(𝒜)𝜉在ℋ中稠密，那我们称 (𝜋, 𝜉)是𝒜关于 𝑓 的一个 GNS构造。如果两个
GNS构造 (𝜋 ∶ 𝒜 → ℬ(ℋ), 𝜉), (𝜋 ∶ 𝒜 → ℬ(ℋ′), 𝜉′)满足：存在酉算子𝑈 ∶ ℋ → ℋ′

使得 𝑈𝜋(𝑎)𝑈 ∗ = 𝜋′(𝑎), ∀𝑎 ∈ 𝒜，那么称 (𝜋, 𝜉)和 (𝜋′, 𝜉′)等价。

定理 2.1.3. 设 𝑓 是 𝐶∗-代数𝒜上的一个态，则存在一个关于 𝑓 的 GNS构造，并
且任何两个关于 𝑓 的 GNS构造都是等价的。

证明. [44]不难验证态 𝑓 满足：对任意 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜，有

|𝑓 (𝑏∗𝑎)|
2 ⩽ 𝑓(𝑎∗𝑎)𝑓(𝑏∗𝑏). (2-1)
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定义集合
𝑁 = {𝑎 ∈ 𝒜 ∣ 𝑓(𝑎∗𝑎) = 0},

则对任意 𝑎 ∈ 𝑁 及 𝑥 ∈ 𝒜，有 |𝑓 ((𝑥𝑎)∗(𝑥𝑎))|
2 = |𝑓(𝑎∗(𝑥∗𝑥𝑎))|

2 ⩽ 𝑓(𝑎∗𝑥∗𝑥𝑥∗𝑥𝑎) ⋅
𝑓 (𝑎∗𝑎) = 0，于是 𝑓((𝑥𝑎)∗(𝑥𝑎)) = 0，即 𝑥𝑎 ∈ 𝑁，𝑁 是一个左理想。作商空间
ℋ̃ = 𝒜/𝑁，在其上定义内积

⟨𝑥 + 𝑁 ∣ 𝑦 + 𝑁⟩ = 𝑓(𝑦∗𝑥), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜,

则
⟨𝑥 + 𝑁 ∣ 𝑥 + 𝑁⟩ = 0 ⟹ 𝑓(𝑥∗𝑥) = 0 ⟹ 𝑥 + 𝑁 = 0 + 𝑁,

即这确实是一个内积。在此内积下将 ℋ̃ 完备化即得到 Hilbert 空间 ℋ。令 𝜉 =
1 + 𝑁 ∈ ℋ，及左正则表示

𝜋 ∶ 𝒜 → ℬ(ℋ), 𝜋(𝑎)(𝑥 + 𝑁) = 𝑎𝑥 + 𝑁, ∀𝑎 ∈ 𝒜, 𝑥 + 𝑁 ∈ ℋ̃.

不难验证如果 ‖𝑎‖𝒜 ⩽ 1，则 𝑓(𝑥∗𝑎∗𝑎𝑥) ⩽ 𝑓(𝑥∗𝑥)，从而

‖𝜋(𝑎)‖ = sup
0≠‖𝑥+𝑁‖ℋ⩽1

‖𝑎𝑥 + 𝑁‖ℋ ⩽ ‖𝑥‖ℋ ,

即 ‖𝑎‖𝒜 ⩽ 1 ⟹ ‖𝜋(𝑎)‖ ⩽ 1，从而 𝜋(𝑎) 确实是一个有界线性算子且 ‖𝜋(𝑎)‖ ⩽
‖𝑎‖𝒜。

验证 𝜋(𝑎𝑏) = 𝜋(𝑎)𝜋(𝑏)及 𝜋(𝑎∗) = 𝜋(𝑎)∗不难，我们不再赘述。注意到

𝜋(𝐴)𝜉 = 𝜋(𝐴)(1 + 𝑁) = {𝑎 + 𝑁 ∣ 𝑎 ∈ 𝒜} = ℋ̃

在 ℋ 中稠密，以及

⟨𝜋(𝑎)𝜉 ∣ 𝜉⟩ = ⟨𝑎 + 𝑁 ∣ 1 + 𝑁⟩ = 𝑓(𝑎),

这说明 (𝜋, 𝜉)确实是关于 𝑓 的 GNS构造。最后，关于唯一性，如果 (𝜋 ∶ 𝒜 →
ℬ(ℋ), 𝜉), (𝜋 ∶ 𝒜 → ℬ(ℋ′), 𝜉′)都满足 GNS构造的条件，那么稠密子空间 𝜋(𝒜)𝜉
到 𝜋′(𝒜)𝜉′之间有自然的等距映射

𝑈0 ∶ 𝜋(𝑎)𝜉 ↦ 𝜋′(𝑎)𝜉′, ∀𝑎 ∈ 𝒜.

显然 𝑈0可以唯一地扩张成 ℋ → ℋ′的等距映射 𝑈，并且由于 𝑈0𝜋(𝑎)𝑈 ∗
0 = 𝜋′(𝑎)

在稠密集 𝜋′(𝒜)𝜉′上成立，我们知道在整个 ℋ′上该式也成立。证毕。

给定两个 𝐶∗-代数 𝒜 和 ℬ，它们的代数张量积 𝒜 ⊗a𝑙𝑔 ℬ 仍然是一个 ∗-代
数。我们可以在其上定义不同的范数，使得 𝒜 ⊗a𝑙𝑔 ℬ成为一个 𝐶∗-代数。一个
𝒜 ⊗a𝑙𝑔 ℬ上的范数可以定义成

‖𝑎‖max ∶= sup
𝜋

{‖𝜋(𝑎)‖ ∣ 𝜋 ∶ 𝒜 ⊗a𝑙𝑔 ℬ → ℬ(ℋ)是一个𝒜 ⊗a𝑙𝑔 ℬ的表示}, (2-2)
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其中ℋ 是一个 Hilbert空间。这个范数被称为最大张量范数。将代数张量积在这
个范数下完备化之后我们得到了一个 𝐶∗-代数𝒜 ⊗max ℬ，称之为最大张量积。我
们也可以定义代数张量积上的另一种范数 (称为最小张量范数)：

‖

𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖 ⊗ 𝑏𝑖‖
min

∶=
‖

𝑛

∑
𝑖=1

𝜋1(𝑎𝑖) ⊗ 𝜋2(𝑏𝑖)‖
ℬ(ℋ1⊗ℋ2)

, (2-3)

其中 𝜋𝑖 ∶ 𝒜 → ℬ(ℋ𝑖), 𝑖 = 1, 2都是忠实的表示。可以验证这个范数是良定义的，
并且与表示 𝜋1, 𝜋2的选取无关

[46],因此我们也可以在此范数下将代数张量积完备
化，这样得到了另一个 𝐶∗-代数𝒜 ⊗min ℬ，称为最小张量代数。
定义 2.1.12 (amenable). [38,46]令 𝒜 ⊆ 𝐵(ℋ)是一个 𝐶∗-代数。𝒜上的迹态 𝜏 被称
为 amenable的，如果存在 𝐵(ℋ)上的态 𝜌使得 𝜌|𝒜 = 𝜏 ，并且 𝜌 (𝑢𝑇 𝑢∗) = 𝜌(𝑇 )
对任意的 𝑇 ∈ 𝐵(ℋ)和酉元 𝑢 ∈ 𝒜成立。

Amenable的迹态有几种等价的刻画，可以参考 Brown和 Ozawa的教材 [46]

定理 6.2.7。在这里，我们仅列出我们所需要的等价条件。令𝒜是一个 𝐶∗-代数。
回忆其反 𝐶∗-代数 𝒜o𝑝 的定义如下：𝒜o𝑝 作为集合与 𝒜 相等，并保持 𝒜 作为
Banach空间的结构，但乘法 ” • ”定义为 𝑎 • 𝑏 = 𝑏𝑎。

命题 2.1.5. [46]令𝒜是 𝐶∗-代数，其上有迹态 𝜏。以下条件等价：
(1) 𝜏 是 amenable的;
(2) 线性映射

𝜎 ∶ 𝒜 ⊗a𝑙𝑔 𝒜o𝑝 → ℂ
𝑎 ⊗ 𝑏 ↦ 𝜏(𝑎𝑏)

在最小张量范数的意义下是有界的。

下面介绍 von Neumann代数。

定义 2.1.13. 设 ℬ(ℋ)的子代数ℳ满足 1 ∈ ℳ, ℳ∗ = ℳ，且ℳ在弱算子拓扑
下是闭集，那么称ℳ是一个 von Neumann代数。如果 von Neumann代数ℳ的
中心 (即与所有ℳ中的元素都交换的元素)中只有 {𝜆1 ∣ 𝜆 ∈ ℂ}，则称ℳ是一
个因子 (factor)。一个 von Neumann 代数ℳ 被称为有限的，若其中每一个等距
𝑥 ∈ ℳ都是酉元。一个 von Neumann代数ℳ有限当且仅当𝑀 上存在忠实的正
规的迹态 𝜏。其中

(1) 𝜏 是忠实的，即 ∀𝑥 ∈ ℳ, 𝜏(𝑥∗𝑥) = 0 ⟸ 𝑥 = 0；
(2) 𝜏 是正规的，即 𝜏 在𝑀 的单位闭球上是弱连续的。

由于按范数收敛的网一定弱收敛，因此ℳ在范数拓扑下也一定是闭集，即
von Neumann代数一定是 𝐶∗ 代数。von Neumann代数按照投影元的性质可以分
为 I型，II型和 III型，其中 II型又可以分为 II1和 II∞型，关于其定义和性质可
以参考 [47]。
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2.2 量子信息基础

本节介绍量子力学的基本假设。

基本假设 2.2.1. 孤立量子系统的状态空间是 Hilbert空间，量子系统的状态可以
由空间中的单位向量描述。我们把状态向量也称为一个量子态 (quantum state)。

我们采用狄拉克记号 (Dirac’s notion)来描述量子系统。我们将 Hilbert空间
中的单位向量记为右矢 |𝜓⟩，其对偶记为左矢 ⟨𝜓|。一个简单的例子如下。对于
一个 2维的 Hilbert空间，我们可以选取

|0⟩ =
(

1
0)

, |1⟩ =
(

0
1)

作为该空间的一组基，它们被称为计算基；我们也可以选取

| + ⟩ = 1
√2

(|0⟩ + |1⟩) =
⎛
⎜
⎜
⎝

1
√2
1

√2

⎞
⎟
⎟
⎠

, | − ⟩ = 1
√2

(|0⟩ − |1⟩) =
⎛
⎜
⎜
⎝

1
√2

− 1
√2

⎞
⎟
⎟
⎠

作为该空间的一组基。

有时我们并不能确切地知道量子系统处于哪个状态，而是只能知道系统以
概率 𝑝𝑖处于状态 |𝜓𝑖⟩，此时我们用密度算子 (density operator)来描述系统的状态
(混合态)：𝜌 = ∑𝑖 |𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑖|。特别地，纯态 |𝜓⟩的密度算子是秩为 1的投影算子
|𝜓⟩⟨𝜓|。

基本假设 2.2.2. 封闭的量子系统的演化可以用状态 Hilbert空间上的酉算子来描
述。

我们把状态空间上的酉算子称为量子门。以下是 2维空间上一些常用的量
子门：

𝐻 = 1
√2 (

1 1
1 −1)

(Hadamard门),

𝑋 =
(

0 1
1 0)

, 𝑌 =
(

0 i
−i 0)

, 𝑍 =
(

1 0
0 −1)

(Pauli门).

基本假设 2.2.3. 对密度算子为 𝜌的量子系统进行测量可以用一组测量算子来描
述：我们有一组测量算子 {𝑀𝑚 ∣ ∑𝑚 𝑀∗

𝑚𝑀𝑚 = 1} ⊆ ℬ(ℋ)，这些算子作用在状态
空间上，指标 𝑚表示测量结果。测量后得到结果 𝑚的概率为

𝑝𝑚 = tr(𝑀∗
𝑚𝑀𝑚𝜌),

测量后量子系统的密度算子塌缩为

𝑀𝑚𝜌
√𝑝𝑚

.
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如果不关心测量之后系统的状态，则可以用 POVM 测量 (positive operator-
valued measure) 来代替一般测量。在一般测量中定义 𝑃𝑚 = 𝑀∗

𝑚𝑀𝑚，则 𝑃𝑚 满
足：

(1) 对每个测量结果 𝑚，𝑃𝑚都是半正定算子；
(2) ∑𝑚 𝑃𝑚 = 1。

我们称 {𝑃𝑚} 是一组 POVM 测量，测得 𝑚 的概率 𝑝𝑚 = tr(𝑃𝑚𝜌)。特别地，当
𝜌 = |𝜓⟩⟨𝜓|是纯态时，测得 𝑚的概率 𝑝𝑚 = ⟨𝜓|𝑃𝑚|𝜓⟩。
实际上常用的是一种更特殊的 POVM测量，称为投影测量 (projection-valued

measure, PVM)。如果一组 POVM{𝑃𝑚}额外满足每个𝑃𝑚都是投影算子，即 (𝑃𝑚)2 =
𝑃𝑚 = 𝑃 ∗

𝑚，那么我们称其是一组投影测量。Naimark扩张定理表明，任何 POVM
都可以改造成更大的 Hilbert空间上的 PVM。

定理 2.2.1 (Naimark’s dilation). 设 {𝑃𝑚}是 Hilbert空间 ℋ 上的一组 POVM测量，
则存在 Hilbert空间 𝒦，有界线性映射 𝑉 ∶ 𝒦 → ℋ 以及 𝒦上的一组 PVM测量
{𝑄𝑚}，使得对每个测量结果 𝑚，都有

𝑃𝑚 = 𝑉 𝑄𝑚𝑉 ∗.

基本假设 2.2.4. 复合量子系统的状态空间是各分系统状态空间的张量积。

复合系统中最有趣的现象就是量子纠缠态的存在。如果复合系统的状态向
量不能写成各分系统的状态向量的张量积，那么称这个复合系统处于纠缠态 (en-
tangle state)。下面的例子是一个典型的纠缠态。

例 2.2.1. 设 Hilbert空间ℋ1, ℋ2都是 2维的，其基底都记为 |0⟩, |1⟩。则复合系统
ℋ1 ⊗ ℋ2中下面的量子态就是一个纠缠态：

|Ψ⟩ = |0⟩ ⊗ |0⟩ + |1⟩ ⊗ |1⟩
√2

.

不难验证任取 |𝜓1⟩ ∈ ℋ1 和 |𝜓2⟩ ∈ ℋ2，我们都有 |Ψ⟩ ≠ |𝜓1⟩ ⊗ |𝜓2⟩，细节可以
参考[48]。这个态被称为 Bell态或 EPR (Einstein–Podolsky–Rosen)对，它也是这个
复合系统上的最大纠缠态 (maximal entangle state)。它的一个重要性质是，测量
第二个空间的量子态的结果总是与测量第一个空间的量子态的结果相同，即使
对第一个空间进行某种操作，这两个测量之间仍然保持这种关系。这种性质可以
用于检查设备是否泄密。关于纠缠态的更多性质可以参考[49]。

2.3 泛游戏代数的性质

引言中已经介绍了泛游戏代数的定义 (见定义1.1.13)。下面介绍它的一些性
质。

首先，泛游戏代数也可以由不同的生成元生成。
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定义 2.3.1. 设回答集 𝐴 = {𝑎1, … , 𝑎𝑚}, 𝐵 = {𝑏1, … , 𝑏𝑛}，在泛游戏代数𝒰 中定义

𝑐𝑥 =
𝑚

∑
𝑘=1

exp (
2𝜋𝑘i

𝑚 ) 𝑒𝑥
𝑎𝑘 , 𝑑𝑦 =

𝑛

∑
𝑙=1

exp (
2𝜋𝑙i

𝑛 ) 𝑓 𝑦
𝑏𝑙

,

则它们满足
𝑐𝑥𝑑𝑦 = 𝑑𝑦𝑐𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 ;
(𝑐𝑥)∗ = (𝑐𝑥)−1, (𝑑𝑦)∗ = (𝑑𝑦)−1;
(𝑐𝑥)𝑚 = (𝑑𝑦)𝑛 = 1.

(2-4)

容易验证这是 𝒰 的一组生成元，称 {𝑐𝑥, 𝑑𝑦 ∣ ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 }为泛游戏代数的循
环酉生成元 (cyclic generators)。投影生成元也可以通过循环酉生成元变换得到：

𝑒𝑥
𝑎𝑗 = 1

𝑚

𝑚

∑
𝑘=1 (exp (−2𝜋𝑗i

𝑚 ) 𝑐𝑥)
𝑘

, 𝑓 𝑦
𝑏𝑗

= 1
𝑛

𝑛

∑
𝑘=1 (exp (−2𝜋𝑗i

𝑛 ) 𝑑𝑦)
𝑘

.

式 (2-4) 说明 {𝑐𝑥, 𝑑𝑦 ∣ ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 } 按其满足的关系可以生成一个群 𝐺，
而𝒰 = ℂ[𝐺]恰是其群代数。将𝒰 中所有 {𝑒𝑥

𝑎}生成的子代数记为𝒰 (1)，所有由
{𝑓 𝑦

𝑏 }生成的子代数记为𝒰 (2)。显然𝒰 (1)也可以由所有 {𝑐𝑥}生成，而所有 {𝑐𝑥}
构成 𝐺的子群，因此 𝒰 (1)也是群代数。同理 𝒰 (2)也是群代数。于是有下面的
定义：

定义 2.3.2. 由于𝒰 (1)是群代数，因此我们可以考虑该群的泛𝐶∗-代数，即在𝒰 (1)
上定义如下的范数：

‖𝑎‖ = sup{‖𝜋(𝑎)‖ℬ(ℋ) ∣ ∀𝜋 ∶ 𝒰 (1) → ℬ(ℋ)是表示}.

这确实是一个范数[46]，我们将𝒰 (1)在这个范数下的完备化记为𝒜(𝑋, 𝐴)，它是一
个𝐶∗-代数。同理，我们可以定义𝒰 (2)的泛𝐶∗-代数𝒜(𝑌 , 𝐵)。由于𝒰 (1)和𝒰 (2)
的生成元都是可数的，因此𝒜(𝑋, 𝐴)和𝒜(𝑌 , 𝐵)都是可分的。于是𝒜(𝑋, 𝐴) ⊗min
𝒜(𝑌 , 𝐵)在最小张量范数下亦为可分的。

另外还有
𝒰 ≃ 𝒰 (1) ⊗a𝑙𝑔 𝒰 (2).

对非局域游戏 𝒢 = (𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵, 𝜆)，其策略可以用泛游戏代数的表示描述如
下：

(1) 由于确定性策略要求玩家对收到的问题必须给出确定的回答，即 𝑒𝑥
𝑎 , 𝑓 𝑦

𝑏
都只能是 0或 1。也就是说，游戏 𝒢的每个确定性策略可以由 𝒰 的一个一维复
表示 𝜋 ∶ 𝒰 → ℂ诱导，即

𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = 𝜋(𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 ).

游戏 𝒢的概率策略是确定性策略的凸组合。
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(2) 游戏 𝒢 的每个有限维量子策略可以由 𝒰 (1) 和 𝒰 (2) 的有限维复表示
𝜋1 ∶ 𝒰 (1) → ℬ(ℋ1), 𝜋2 ∶ 𝒰 (2) → ℬ(ℋ2)以及纠缠态 |𝜓⟩ ∈ ℋ1 ⊗ ℋ2 诱导 (其中
ℋ1, ℋ2是有限维 Hilbert空间)。即

𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = ⟨𝜓 ∣ 𝜋1(𝑒𝑥
𝑎) ⊗ 𝜋2(𝑓 𝑦

𝑏 ) ∣ 𝜓⟩.

如果去掉有限维的要求，则得到了无穷维量子策略。
(3) 游戏 𝒢的每个交换算子策略可以由 𝒰 的一个复表示 𝜋 ∶ 𝒰 → ℬ(ℋ)及

ℋ 中的单位向量 |𝜓⟩诱导，即

𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = ⟨𝜓 ∣ 𝜋(𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 ) ∣ 𝜓⟩.

特别地，如果我们要求交换算子策略 (𝜋 ∶ 𝒰 → ℬ(ℋ) , |𝜓⟩ ∈ ℋ)中的 ℋ 是
有限维向量空间，那么，利用双中心化子定理，可以证明：存在一个有限维量子
策略 𝜋1 ⊗ 𝜋2, 𝜓 ∈ ℋ1 ⊗ ℋ2使得这个有限维量子策略所对应的关联矩阵与原来的
有限维交换算子策略的关联矩阵相等 [18,37]。对于 (2),(3)而言，表示将泛游戏代
数的投影生成元映射成了 Hilbert空间上的投影算子。游戏的经典值、量子值和
交换算子值的表达式可以利用泛游戏代数的表示改写如下：

定义 2.3.3. 设非局域游戏 𝒢的泛游戏代数为 𝒰，定义游戏多项式

Φ𝒢 = ∑𝑥,𝑦 ∑
𝑎,𝑏

𝜇(𝑥, 𝑦)𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏)𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 . (2-5)

我们有

命题 2.3.1.

𝜔𝑐(𝒢) = max
𝜋是一维表示

𝜋(Φ𝒢); (2-6)

𝜔𝑞(𝒢) = sup
𝜋是有限维表示,|𝜓⟩∈ℋ

⟨𝜓 ∣ 𝜋(Φ𝒢) ∣ 𝜓⟩; (2-7)

𝜔𝑐𝑜(𝒢) = max
𝜋是任意表示,|𝜓⟩∈ℋ

⟨𝜓 ∣ 𝜋(Φ𝒢) ∣ 𝜓⟩. (2-8)

证明是显然的。需要注意的是，式 (2-7)的证明用到了上面提到的结论：限
制 Hilbert空间是有限维时，交换算子策略一定可以改写成有限维量子策略。
下面我们介绍游戏的决定集 (determining set)的概念。

定义 2.3.4. 设 𝒢为一个非局域游戏，其泛游戏代数为𝒰。若集合 ℱ ⊆ 𝒰 满足如
下性质：当且仅当 𝜋(ℱ)|𝜓⟩ = {0}时，二元组 (𝜋, |𝜓⟩)给出一个完美的交换算子
策略，则称 ℱ 为 𝒢的决定集。

根据文献 [29] 中的定理 3.5，对任意非局域游戏，我们可自然地构造一个决
定集：
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命题 2.3.2. 设 𝒢 = (𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵, 𝜆)为非局域游戏，则其无效元素的集合

𝒩 = {𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 ∣ 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0} (2-9)

构成一个决定集。我们称其为无效决定集。

我们不赘述其证明。这个命题的一个简单但十分本质的理解是，如果一个交
换算子策略在无效决定集上给出回答的概率是 0 (即在评分函数为 0的地方给出
回答的概率是 0)，那么这个策略是完美策略，反之亦然。

推论 2.3.1. 无效决定集𝒩 在 𝒰 中所生成的左理想 ℒ(𝒩 )也是决定集。

这可以由决定集的定义得到。事实上，完美交换算子策略可以视作决定集的
“左方向零点”，因此决定集应该对左乘多项式封闭。

下面介绍泛游戏代数 𝒰 上的 Hermitian平方和 SOS𝒰：

SOS𝒰 =
{

𝑛

∑
𝑖=1

𝑢∗
𝑖 𝑢𝑖 ∣ 𝑢𝑖 ∈ 𝒰 , 𝑛 ∈ ℕ

}
, (2-10)

则它可以视作 𝒰 的正锥。SOS𝒰 具有阿基米德性质：任取 𝑢 ∈ 𝒰，存在 𝑛 ∈ ℕ+

使得
𝑛 − 𝑢∗𝑢 ∈ SOS𝒰 . (2-11)

事实上，记 𝒰 = ℂ[𝐺]，不妨设 𝑢 = ∑𝑔∈𝐺 𝑢𝑔 ⋅ 𝑔, 𝑢𝑔 ∈ ℂ，则我们取 𝑛为 ‖𝑢‖2
1 =

(∑𝑔∈𝐺 |𝑢𝑔|)2的向上取整，即有式 (2-11)成立 [50]。类似地，不难验证子代数上的
平方和 SOS𝒰 (1)和 SOS𝒰 (2)也满足阿基米德性质。

此外，我们有：1 ∈ SOS𝒰 是代数内点。这是因为，∀𝑢 ∈ 𝒰𝑠𝑎(自伴元)，都存
在充分小的 𝜀 > 0，使得 ∀ |𝛿| < 𝜀，都有 1 + 𝛿 ⋅ 𝑢 ∈ SOS𝒰。事实上，我们可以将 𝑢
写成 𝐱𝑡𝐴𝐱的形式，其中 𝐱是一些𝒰 中单项式排成的列向量，而 𝑢 ∈ SOS𝒰 等价
于存在半正定的矩阵 𝐴满足这种形式。那么，原问题转化成存在 𝜀使得 |𝛿| < 𝜀
时 𝐼 + 𝛿 ⋅ 𝐴形式的矩阵都是半正定的，而这是显然的。
以下的分离定理会在下一章用到，它是 Hahn-Banach定理的一种几何形式：

定理 2.3.1. 设 𝑉 是一个向量空间，𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑉 是非空的凸集，并且 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅。如
果 𝐴有代数内点，那么 𝐴和 𝐵可以用仿射超平面分离。

证明可参考 [51] Corollary III.1.7。
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第 3章 两回答游戏的完美策略

3.1 背景介绍

定义 3.1.1. 如果非局域游戏 𝒢的回答集 𝐴 = 𝐵 = {0, 1}，那么我们称 𝒢是一个两
回答游戏。

显然对于两回答游戏，其无效决定集形如

𝒩 = {𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑎

𝑏 ∣ (𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) ∈ Λ}. (3-1)

其中 Λ = {(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) ∈ 𝑋 × 𝑌 × 𝐴 × 𝐵 ∣ 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0}。
关于两回答游戏，Cleve等人证明了下面的命题：

命题 3.1.1. [6] 对于两回答游戏 𝒢，它有完美的有限维量子策略当且仅当它有完
美的经典策略，即 𝜔𝑞(𝒢) = 1 ⟺ 𝜔𝑐(𝒢) = 1。

利用有限维空间上的线性代数即可证明该命题。然而，这个命题在无穷维的
情形一直未知。在本章中我们将推广 [6]的证明，利用无穷维空间上的的 Parseval
等式和 Cauchy不等式证明：两回答游戏 𝒢有完美的有限维量子策略当且仅当它
有完美的经典策略，即 𝜔𝑞𝑐(𝒢) = 1 ⟺ 𝜔𝑐(𝒢) = 1。

3.2 两回答游戏的完美交换算子策略

我们以如下的“零点定理”的形式给出本章的主定理。这个定理说明，两回
答游戏的无效决定集𝒩 有一维的零点当且仅当 −1不能写成泛游戏代数𝒰 上的
Hermitian平方和与决定集𝒩 生成的左理想及其共轭理想的和的形式。

定理 3.2.1. 设 𝒰 = ℂ⟨{𝑒𝑎
𝑥}𝑥∈𝑋,𝑎∈𝐴 ∪ {𝑓 𝑦

𝑏 }𝑦∈𝑌 ,𝑏∈𝐵⟩/ℑ是两回答游戏 𝒢的泛游戏代
数 (参见定义1.1.13)，则

− 1 ∉ SOS𝒰 +ℒ(𝒩 ) + ℒ(𝒩 )∗

成立当且仅当存在一维的 ∗-表示

𝜌 ∶ 𝒰 → ℂ

使得
𝜌(𝒩 ) = {0}.

其中 ℒ(𝒩 )表示由无效决定集𝒩 生成的左理想，ℒ(𝒩 ) = {𝑎∗ ∣ 𝑎 ∈ ℒ(𝒩 )}。

为了证明定理3.2.1，首先需要如下定理。这个定理是 Watts, Helton和 Klep
给出的，它是一般非局域游戏存在完美交换算子策略的等价刻画。
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定理 3.2.2. [29]以下陈述条件等价：

(1) 非局域游戏 𝒢具有完美交换算子策略；
(2) 存在一个 ∗-表示 𝜎 ∶ 𝒰 → ℬ(ℋ)和态 |𝜓⟩ ∈ ℋ 满足

𝜎(ℒ(𝒩 ))|𝜓⟩ = {0}; (3-2)

(3)
−1 ∉ SOS𝒰 +ℒ(𝒩 ) + ℒ(𝒩 )∗, (3-3)

其中 ℒ(𝒩 )表示由无效决定集𝒩 生成的左理想，ℒ(𝒩 )∗ = {𝑎∗ ∣ 𝑎 ∈ ℒ(𝒩 )}。更
进一步地，我们可以要求这里的 ℋ 是可分的。

证明参见 [29] 定理 4.3。可分性的要求是原证明没有提及的，我们在这里予
以补充。为了论文的完整性，我们在这里列出这个证明，同时补充一些原证明中
被省略掉的细节。

证明. 首先，(1) ⟺ (2)来自于无效决定集𝒩 的定义，首先，游戏 𝒢的每个交换
算子策略可以由 𝒰 的一个复表示 𝜋 ∶ 𝒰 → ℬ(ℋ)及 ℋ 中的单位向量 |𝜓⟩诱导，
即

𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = ⟨𝜓 ∣ 𝜋(𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 ) ∣ 𝜓⟩.

于是由𝒩 的定义可得：𝜎(ℒ(𝒩 ))|𝜓⟩ = {0}等价于 ∀𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 ∈ 𝒩，有

⟨𝜓|𝜎(𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 ))|𝜓⟩ = 0,

也等价于 𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = 0, ∀𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0，从而等价于 (𝜎, |𝜓⟩)是一个完美交
换算子策略。下面我们来证明 (2) ⟺ (3)。

(2)⟹(3):用反证法。如果存在这样的 (𝜎, |𝜓⟩)满足条件 (3-2)但是

−1 ∈ SOS𝒰 +ℒ(𝒩 ) + ℒ(𝒩 )∗,

即
−1 = ℎ1 + ℎ2 + ℎ3, ℎ1 ∈ SOS𝒰 , ℎ2 ∈ ℒ(𝒩 ), ℎ3 ∈ ℒ(𝒩 )∗,

那么我们有 𝜎(ℎ2) ∣ 𝜓⟩ = 0, ⟨𝜓 ∣ 𝜎(ℎ3) = 0，与 |𝜓⟩作内积后得

⟨𝜓 ∣ 𝜎(ℎ2) ∣ 𝜓⟩ = ⟨𝜓 ∣ 𝜎(ℎ3) ∣ 𝜓⟩ = 0,

以及 ⟨𝜓 ∣ 𝜎(ℎ1) ∣ 𝜓⟩ ⩾ 0。于是

−1 = −⟨𝜓 ∣ 𝜓⟩ = ⟨𝜓 ∣ 𝜎(ℎ1 + ℎ2 + ℎ3) ∣ 𝜓⟩ = ⟨𝜓 ∣ 𝜎(ℎ1) ∣ 𝜓⟩ ⩾ 0,

矛盾！故这一方向成立。

(3)⟹(2):如果式 (3-3)成立，我们通过分离定理和 GNS构造的方法得到所
需的 𝜎和 |𝜓⟩。根据定理2.3.1，存在一个非零的泛函 𝑓 ∶ 𝒰 → ℂ能够分离 −1和
SOS𝒰 +ℒ(𝒩 ) + ℒ(𝒩 )∗，即

𝑓(−1) ⩽ 0, 𝑓(SOS𝒜 +ℒ(𝒩 ) + ℒ(𝒩 )∗) ⊆ ℝ⩾0.
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由于 SOS𝒰 具有阿基米德性质，因此分离是严格的，即可以假设 𝑓(−1) = −1。
否则，若 𝑓(−1) = 0，则任取 𝑢 ∈ 𝒰，有 𝑓(𝑢∗𝑢) = 𝑓(𝑛) − 𝑓(SOS𝒰 ) ⩽ 0，而
𝑢∗𝑢 ∈ SOS𝒰 , 𝑓 (𝑢∗𝑢) ⩾ 0，即 𝑓(𝑢∗𝑢) = 0，这推出 𝑓(SOS𝒰 ) = 0，从而 𝑓 = 0，与
𝑓 是非零分离泛函矛盾！
由于 ℒ(𝒩 )是 𝒰 的子空间，由

𝑓(SOS𝒰 +ℒ(𝒩 ) + ℒ(𝒩 )∗) ⩾ 0

可得
𝑓(ℒ(𝒩 )) = {0}且 𝑓(SOS𝒰 ) ⊆ ℝ⩾0.

对于任意自伴元 𝑔 = 𝑔∗ ∈ 𝒰，我们可以进行分解 𝑔 = 𝑔1 − 𝑔2，其中

𝑔1 = (
𝑔 + 1

2 )
∗

(
𝑔 + 1

2 ) ∈ SOS𝒰 , 𝑔2 = 1
4𝑔∗𝑔 + 1

4 ∈ SOS𝒰 .

由阿基米德性质可知存在 𝜂 ∈ ℕ使得 𝜂 − 𝑔1 ∈ SOS𝒰，因此 𝜂 − 𝑔 ∈ SOS𝒰，且
𝑓(𝜂 − 𝑔) ∈ ℝ⩾0，即 𝑓(𝑔) ∈ ℝ。对于任意 ℎ ∈ 𝒰，利用

ℎ = ℎ + ℎ∗

2 + iℎ − ℎ∗

2i ,

可得 𝑓(ℎ∗) = 𝑓(ℎ)∗。

现在进行 GNS构造。在 𝒰 上定义半双线性形式

⟨𝛼 ∣ 𝛽⟩ = 𝑓(𝛽∗𝛼),

以及𝑀 = {𝛼 ∈ 𝒰 ∶ 𝑓(𝛼∗𝛼) = 0}。根据 Cauchy-Schwarz不等式可知𝑀 是 𝒜的
左理想。构造商空间 �̃� ∶= 𝒜/𝑀，并赋予内积 ⟨⋅ ∣ ⋅⟩。将其完备化得到 Hilbert空
间 ℋ。
需要说明的是，我们可以要求ℋ是可分 Hilbert空间。这是因为𝒜只有有限

个生成元，通过使用有理系数生成这些生成元的可数稠密子集，再用自然映射将
其迁移到商空间上，即可得到 ℋ 的可分性。
定义商映射 𝜙 ∶ 𝒜 → ℋ, 𝛼 ↦ 𝛼 + 𝑀，循环向量 |𝜓⟩ ∶= 𝜙(1) = 1 + 𝑀，以及

左正则表示
𝜎 ∶ 𝒜 → ℬ(ℋ), 𝜎(𝛼)(𝑝 + 𝑀) = 𝛼𝑝 + 𝑀.

由阿基米德性质易证对任意 𝛼 ∈ 𝒜，𝜎(𝛼)是有界算子，因此 𝜎是一个 ∗-表示。
现证明 𝜎(ℒ(𝒩 ))|𝜓⟩ = {0}。由于 𝑓(ℒ(𝒩 )) = {0}且 ℒ(𝒩 )∗ℒ(𝒩 ) ⊆ ℒ(𝒩 )，

可知 ℒ(𝒩 ) ⊆ 𝑀。因此对任意 𝛽 ∈ ℒ(𝒩 ) ⊆ 𝑀，有

𝜎(𝛽)|𝜓⟩ = 𝜎(𝛽)(1 + 𝑀) = 𝛽 + 𝑀 ∈ 𝑀, 即 𝜎(𝛽)|𝜓⟩ = 0 ∈ ℋ.

即为我们所求。

这个定理给出了一般非局域游戏存在完美交换算子策略的纯代数等价条件。
但这个代数条件的使用并不容易，主要原因有以下两点：
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• 𝒰 包含了两个玩家的所有测量信息，规模较大；
• ℒ(𝒩 ) + ℒ(𝒩 )∗是一个左理想加上其共轭理想 (右理想)的形式，并不容易

处理。

因此我们希望能在特殊情形下对其进行简化。对于同步游戏的情形，Watts
等人在 [29]中已经进行了简化。定理3.2.1实际上是定理3.2.2在两回答的情形下的
简化。第四章将给出定理3.2.2在镜像游戏情形下的简化。

接下来回到定理3.2.1的证明。
对于两回答游戏的泛游戏代数，我们记

𝐴𝑥 = 𝑒𝑥
0 − 𝑒𝑥

1 , 𝐵𝑦 = 𝑓 𝑦
0 − 𝑓 𝑦

1 , (3-4)

对任意的 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌，显然我们有如下的关系式成立:

𝐴2
𝑥 = 𝐵2

𝑦 = 1, 𝐴𝑥 = 𝐴∗
𝑥, 𝐵𝑦 = 𝐵∗

𝑦 , (3-5)

𝑒𝑥
𝑎 = 1 + (−1)𝑎𝐴𝑥

2 , 𝑓 𝑦
𝑏 =

1 + (−1)𝑏𝐵𝑦
2 , ∀𝑎, 𝑏 ∈ {0, 1}. (3-6)

首先证明以下命题：

命题 3.2.1. 设 𝒰 表示两回答游戏的泛游戏代数。假设存在一个 ∗-表示

𝜎 ∶ 𝒰 → ℬ(ℋ),

以及非零向量 |𝜓⟩ ∈ ℋ (其中 ℋ 为可分 Hilbert空间)，使得对所有的 𝛼 ∈ ℒ(𝒩 )
（𝒩 由方程 (3-1)定义），有

𝜎(𝛼)|𝜓⟩ = 0
则存在一维 ∗-表示 𝜌 ∶ 𝒰 → ℂ满足

𝜌(𝒩 ) = {0}.

注 3.2.1. 这个命题将文献[6] 定理 3 中针对两个有限维 Hilbert 空间张量积的论
证，推广至无限维 Hilbert空间的一般情形。实际上，命题3.2.1的条件意味着四
元组

(ℋ, {𝜎(𝑒𝑥
𝑎)}, {𝜎(𝑓 𝑦

𝑏 )}, |𝜓⟩)
为以 𝒩 为无效决定集的两回答游戏定义了一个完美交换算子策略。进一步地，
命题结论表明：由 𝜌诱导的两个映射

𝑢 ∶ 𝑋 → 𝐴
𝑥 ↦ 𝑎 (满足 𝜌(𝑒𝑥

𝑎) = 1)
和

𝑣 ∶ 𝑌 → 𝐵
𝑦 ↦ 𝑏 (满足 𝜌(𝑓 𝑦

𝑏 ) = 1)

是良定义的，而且满足：∀(𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑥), 𝑣(𝑦)) ∈ 𝑋 × 𝑌 × 𝐴 × 𝐵，有

𝜌(𝑒𝑥
𝑢(𝑥)𝑓

𝑦
𝑣(𝑦)) = 1,

于是 𝑒𝑥
𝑢(𝑥)𝑓

𝑦
𝑣(𝑦) ∉ 𝒩，即 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑥), 𝑣(𝑦)) = 1，即 𝑢, 𝑣构成了游戏 𝒢的一个完美

确定性策略。

26



第 3章 两回答游戏的完美策略

证明. 我们按如下方式构造一维表示 𝜌。由于对任意固定的 (𝑥, 𝑦)有

∑
𝑎∈𝐴

∑
𝑏∈𝐵

⟨𝜓|𝜎(𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 )|𝜓⟩ = 1,

故存在 (𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) ∈ 𝑋 × 𝑌 × 𝐴 × 𝐵使得

⟨𝜓|𝜎(𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 )|𝜓⟩ ≠ 0.

令
Π = {(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) ∈ 𝑋 × 𝑌 × 𝐴 × 𝐵 ∶ ⟨𝜓|𝜎(𝑒𝑥

𝑎𝑓 𝑦
𝑏 )|𝜓⟩ ≠ 0}, (3-7)

则由
𝜎(ℒ(𝒩 ))|𝜓⟩ = {0}

可知
Π ⊆ 𝑋 × 𝑌 × 𝐴 × 𝐵 ⧵ Λ,

其中 Λ为无效决定集𝒩 的指标集。

利用生成元 𝐴𝑥和 𝐵𝑦 (定义见式 (3-4) )，我们可以重写：

⟨𝜓|𝜎(𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 )|𝜓⟩ = 1
4

+ 1
4(−1)𝑎⟨𝜓|𝜎(𝐴𝑥)|𝜓⟩

+ 1
4(−1)𝑏⟨𝜓|𝜎(𝐵𝑦)|𝜓⟩

+ 1
4(−1)𝑎+𝑏⟨𝜓|𝜎(𝐴𝑥𝐵𝑦)|𝜓⟩.

(3-8)

由于 ℋ 可分，故我们可以选取 ℋ 的一组标准正交基 {|𝜓1⟩, |𝜓2⟩, …}，特别
地，其中我们选择 |𝜓1⟩ = |𝜓⟩。定义：

𝑘 ∶ 𝑋 → ℕ (3-9)
𝑥 ↦ min{𝑗 ∈ ℕ ∶ ⟨𝜓𝑗|𝜎(𝐴𝑥)|𝜓⟩ ≠ 0}; (3-10)

𝑙 ∶ 𝑌 → ℕ (3-11)
𝑦 ↦ min{𝑗 ∈ ℕ ∶ ⟨𝜓𝑗|𝜎(𝐵𝑦)|𝜓⟩ ≠ 0}. (3-12)

与文献 [6]定理 3中的有限维情形不同，此处需要证明 𝑘(𝑥)和 𝑙(𝑦)对任意 𝑥 ∈ 𝑋,
𝑦 ∈ 𝑌 良定。由于 |𝜓⟩ ≠ 0且 𝜎(𝐴𝑥)2 = 1，因此必存在 𝑗 ∈ ℕ使得 ⟨𝜓𝑗|𝜎(𝐴𝑥)|𝜓⟩ ≠ 0
(否则将导致 𝜎(𝐴𝑥)有零特征值，与 𝜎(𝐴𝑥)2 = 1矛盾! )。因此对每个 𝑥，𝑘(𝑥)确
实是可以取到的。同理可证 𝑙(𝑦)良定。
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定义映射：

𝑢 ∶ 𝑋 → 𝐴

𝑥 ↦
{

0, 0 ⩽ arg ⟨𝜓𝑘(𝑥)|𝜎(𝐴𝑥)|𝜓⟩ < 𝜋;
1, 𝜋 ⩽ arg ⟨𝜓𝑘(𝑥)|𝜎(𝐴𝑥)|𝜓⟩ < 2𝜋

(3-13)

𝑣 ∶ 𝑌 → 𝐵

𝑦 ↦
{

0, 0 ⩽ arg ⟨𝜓𝑙(𝑦)|𝜎(𝐵𝑦)|𝜓⟩ < 𝜋;
1, 𝜋 ⩽ arg ⟨𝜓𝑙(𝑦)|𝜎(𝐵𝑦)|𝜓⟩ < 2𝜋

(3-14)

其中 arg表示取复数的辐角。我们有以下断言：

断言 3.2.1. 对任意 (𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑥), 𝑣(𝑦)) ∈ 𝑋 × 𝑌 × 𝐴 × 𝐵，有

(𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑥), 𝑣(𝑦)) ∈ Π,

结合式 (3-7)中集合 Π的定义，有

⟨𝜓|𝜎(𝑒𝑥
𝑢(𝑥)𝑓

𝑦
𝑣(𝑦))|𝜓⟩ ≠ 0.

在完成命题3.2.1的证明后，我们将给出断言3.2.1的证明。现构造一维 ∗-表示
𝜌如下：对任意 𝑥 ∈ 𝑋，定义

𝜌(𝑒𝑥
𝑢(𝑥)) = 1, 𝜌(𝑒𝑥

1−𝑢(𝑥)) = 0;

对任意 𝑦 ∈ 𝑌，定义
𝜌(𝑓 𝑦

𝑣(𝑦)) = 1, 𝜌(𝑓 𝑦
1−𝑣(𝑦)) = 0.

通过线性性与同态的性质，我们可以将 𝜌扩张至整个泛游戏代数 𝒰。
由于 𝜌(𝑒𝑥

𝑎)与 𝜌(𝑓 𝑦
𝑏 )仅取 0或 1，其自然满足交换性。直接验证可知 𝜌满足：

𝜌(𝑒𝑥
𝑎)2 = 𝜌(𝑒𝑥

𝑎), 𝜌(𝑓 𝑦
𝑏 )2 = 𝜌(𝑓 𝑦

𝑏 ),

以及
𝜌(𝑒𝑥

0) + 𝜌(𝑒𝑥
1) = 1, 𝜌(𝑓 𝑦

0 ) + 𝜌(𝑓 𝑦
1 ) = 1,

故 𝜌确为 𝒰 的 ∗-表示。
由于

𝜌(𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 ) = 1 ⟺ (𝑎 = 𝑢(𝑥)) ∧ (𝑏 = 𝑣(𝑦)) ,

由断言3.2.1可知
𝜌(𝑒𝑥

𝑎𝑓 𝑦
𝑏 ) = 1 ⟹ (𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) ∈ Π. (3-15)

因 𝜌(𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 )取值仅为 0或 1，且 Π ∩ Λ = ∅，故对任意 𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 ∈ 𝒩，有

𝜌(𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 ) = 0,

证毕。
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注 3.2.2. 对两回答游戏 𝒢，值 ⟨𝜓|𝜎(𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 )|𝜓⟩等于玩家对问题 (𝑥, 𝑦)给出答案 (𝑎, 𝑏)
的概率 𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦)。由于该交换算子策略是完美策略，因此 ⟨𝜓|𝜎(𝑒𝑥

𝑎𝑓 𝑦
𝑏 )|𝜓⟩ ≠ 0

意味着评分函数 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 1。断言3.2.1表明

𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑥), 𝑣(𝑦)) = 1,

即由 (3-13)和 (3-14)定义的映射 𝑢 ∶ 𝑋 → 𝐴与 𝑣 ∶ 𝑌 → 𝐵 就是该两回答游戏的
完美确定性经典策略。

断言3.2.1的证明. 将 𝑎 = 𝑢(𝑥)与 𝑏 = 𝑣(𝑦)代入 (3-8)计算得：

⟨𝜓|𝜎(𝑒𝑥
𝑢(𝑥)𝑓

𝑦
𝑣(𝑦))|𝜓⟩ = 1

4
+ 1

4(−1)𝑢(𝑥)⟨𝜓|𝜎(𝐴𝑥)|𝜓⟩

+ 1
4(−1)𝑣(𝑦)⟨𝜓|𝜎(𝐵𝑦)|𝜓⟩

+ 1
4(−1)𝑢(𝑥)+𝑣(𝑦)⟨𝜓|𝜎(𝐴𝑥𝐵𝑦)|𝜓⟩.

(3-16)

注意到 𝜎(𝐴𝑥) 与 𝜎(𝐵𝑦) 为交换的自伴算子，因此 ⟨𝜓|𝜎(𝐴𝑥)|𝜓⟩, ⟨𝜓|𝜎(𝐵𝑦)|𝜓⟩ 及
⟨𝜓|𝜎(𝐴𝑥𝐵𝑦)|𝜓⟩均为实数。
若 ⟨𝜓|𝜎(𝐴𝑥)|𝜓⟩ ≠ 0，因 |𝜓1⟩ = |𝜓⟩可得 𝑘(𝑥) = 1。根据 (3-13)：
• 当 ⟨𝜓|𝜎(𝐴𝑥)|𝜓⟩ > 0时，𝑢(𝑥) = 0, (−1)𝑢(𝑥) = 1；
• 当 ⟨𝜓|𝜎(𝐴𝑥)|𝜓⟩ < 0时，𝑢(𝑥) = 1, (−1)𝑢(𝑥) = −1；

故恒有
(−1)𝑢(𝑥)⟨𝜓|𝜎(𝐴𝑥)|𝜓⟩ > 0.

同理，若 ⟨𝜓|𝜎(𝐵𝑦)|𝜓⟩ ≠ 0，则

(−1)𝑣(𝑦)⟨𝜓|𝜎(𝐵𝑦)|𝜓⟩ > 0.

因此，当 ⟨𝜓|𝜎(𝐴𝑥)|𝜓⟩或 ⟨𝜓|𝜎(𝐵𝑦)|𝜓⟩非零时，我们有

1
4(−1)𝑢(𝑥)⟨𝜓|𝜎(𝐴𝑥)|𝜓⟩ + 1

4(−1)𝑣(𝑦)⟨𝜓|𝜎(𝐵𝑦)|𝜓⟩ > 0.

结合 1
4 + 1

4(−1)𝑢(𝑥)+𝑣(𝑦)⟨𝜓|𝜎(𝐴𝑥𝐵𝑦)|𝜓⟩ ⩾ 0，可得

⟨𝜓|𝜎(𝑒𝑥
𝑢(𝑥)𝑓

𝑦
𝑣(𝑦))|𝜓⟩ > 0.

现只需考虑 ⟨𝜓|𝜎(𝐴𝑥)|𝜓⟩ = ⟨𝜓|𝜎(𝐵𝑦)|𝜓⟩ = 0的情形。针对无限维可分Hilbert
空间，我们需要修改 [6] 定理 3的论证，利用 Cauchy-Schwarz不等式与 Parseval
恒等式证明：

1
4 + 1

4(−1)𝑢(𝑥)+𝑣(𝑦)⟨𝜓|𝜎(𝐴𝑥𝐵𝑦)|𝜓⟩ > 0.

反设
(−1)𝑢(𝑥)+𝑣(𝑦)⟨𝜓|𝜎(𝐴𝑥𝐵𝑦)|𝜓⟩ = −1 (3-17)
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成立。由 Cauchy-Schwarz不等式：

|(−1)𝑢(𝑥)+𝑣(𝑦)⟨𝜓|𝜎(𝐴𝑥𝐵𝑦)|𝜓⟩|
⩽ ‖(−1)𝑢(𝑥)𝜎(𝐴𝑥)|𝜓⟩‖ ⋅ ‖(−1)𝑣(𝑦)𝜎(𝐵𝑦)|𝜓⟩‖ .

由于 |𝜓⟩是单位向量且 𝜎(𝐴𝑥), 𝜎(𝐵𝑦)的特征值仅为 ±1，可得

‖(−1)𝑢(𝑥)𝜎(𝐴𝑥)|𝜓⟩‖ = 1且 ‖(−1)𝑣(𝑦)𝜎(𝐵𝑦)|𝜓⟩‖ = 1.

结合 Cauchy-Schwarz不等式的等号条件与假设 (3-17)，得：

(−1)𝑢(𝑥)𝜎(𝐴𝑥)|𝜓⟩ = −(−1)𝑣(𝑦)𝜎(𝐵𝑦)|𝜓⟩. (3-18)

根据 Parseval恒等式，我们有：

(−1)𝑢(𝑥)𝜎(𝐴𝑥)|𝜓⟩ =
∞

∑
𝑗=1

(−1)𝑢(𝑥)⟨𝜎(𝐴𝑥)𝜓|𝜓𝑗⟩ ⋅ |𝜓𝑗⟩,

及

(−1)𝑣(𝑦)𝜎(𝐵𝑦)|𝜓⟩ =
∞

∑
𝑗=1

(−1)𝑣(𝑦)⟨𝜎(𝐵𝑦)𝜓|𝜓𝑗⟩ ⋅ |𝜓𝑗⟩,

方程 (3-18)说明，对任意 𝑗 ∈ {1, 2, …}有：

(−1)𝑢(𝑥)⟨𝜎(𝐴𝑥)𝜓|𝜓𝑗⟩ = −(−1)𝑣(𝑦)⟨𝜎(𝐵𝑦)𝜓|𝜓𝑗⟩, (3-19)

但此式在 𝑗 = min{𝑘(𝑥), 𝑙(𝑦)}时必然不成立：若 𝑘(𝑥) ≠ 𝑙(𝑦)，显然矛盾；若 𝑘(𝑥) =
𝑙(𝑦) = 𝑗，则辐角 arg ((−1)𝑢(𝑥)⟨𝜎(𝐴𝑥)𝜓|𝜓𝑗⟩) 与 arg ((−1)𝑣(𝑦)⟨𝜎(𝐵𝑦)𝜓|𝜓𝑗⟩) 均位于
[0, 𝜋)，再次导致矛盾！
故当 ⟨𝜓|𝜎(𝐴𝑥)|𝜓⟩ = ⟨𝜓|𝜎(𝐵𝑦)|𝜓⟩ = 0时，必有

1
4 + 1

4(−1)𝑢(𝑥)+𝑣(𝑦)⟨𝜓|𝜎(𝐴𝑥𝐵𝑦)|𝜓⟩ > 0,

即
⟨𝜓|𝜎(𝑒𝑥

𝑢(𝑥)𝑓
𝑦
𝑣(𝑦))|𝜓⟩ > 0,

断言得证。

最后证明定理 3.2.1：

定理 3.2.1的证明. (⟸) 用反证法。反设此方向不成立，即存在 ∗-表示 𝜌 满足
𝜌(𝒩 ) = {0}，则

−1 = 𝜌(−1) ∈ 𝜌(SOS𝒜) ⩾ 0,

矛盾！

(⟹)由定理 3.2.2与命题3.2.1直接可得。
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显然有完美确定性策略的游戏一定有完美的交换算子策略。另一方面，按照
定理3.2.2，−1 ∉ SOS𝒰 +ℒ(𝒩 ) + ℒ(𝒩 )∗等价于游戏 𝒢有完美交换算子策略，而
由定理3.2.1，在两回答游戏的情形下，这与𝒩 有一维的零点等价。而游戏 𝒢的
每个确定性策略可以由 𝒰 的一个一维复表示 𝜋 ∶ 𝒰 → ℂ诱导，即

𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = 𝜋(𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 ).

于是𝒩 有一维的零点等价于 𝒢的有完美的确定性策略。综上所述，有

推论 3.2.1. 对于两回答游戏 𝒢，它有完美的交换算子策略当且仅当它有完美的经
典策略。

3.3 总结与讨论

定理3.2.1的证明中最关键的地方是关于任意维数的 Hilbert空间的处理。首
先，我们需要保证 ℋ 的可分性 (这可以由定理3.2.2中的可分性证明来保证)，这
样才可以得到式 (3-10)和 (3-12)中 𝑘, 𝑙的定义，而 𝑘, 𝑙的良定义性不再由有限维
空间直接得到，因此需要单独说明；其次，我们需要调整 [6]中使用 Cauchy不等
式和 Parseval等式的使用方式，以保证得到良定义的系数是相反数 (式 (3-18)到
(3-19)的推导)。
以下是对我们这个定理的一些评注与讨论。

注 3.3.1. 在文献[29] Section 5中，Watts、Helton和 Klep讨论了一种特殊类型的非
局域游戏：torically determined game。一个非局域博弈被称为 torically determined
game，如果该游戏存在具有以下形式的决定集 𝐹：

𝐹 = {𝛽𝑖𝑔𝑖 − 1 ∣ 𝛽𝑖 ∈ ℂ, 𝑔𝑖 ∈ 𝐺},

其中 𝐺是泛游戏代数作为群代数时的生成群。Watts、Helton和 Klep证明了对于
torically determined的游戏，判定其是否具有完美交换算子策略的问题可转化为
一个判定子群成员的问题[29] Section 5。但该结果不能用于证明我们的定理，原
因在于：若将𝒩 视为游戏的决定集，其元素未必能表示为 𝛽𝑔 − 1（𝛽 ∈ ℂ, 𝑔 ∈ 𝐺）
的形式。换言之，两回答游戏不一定是 torically determined游戏。

注 3.3.2. 当回答集 𝐴或 𝐵 包含三个及以上元素时，我们的定理 3.2.1不再成立，
因为存在具有完美交换算子策略但无完美经典策略的非局域游戏[6,13]。从另一
角度看，此时方程 (3-8)不再成立，导致我们无法得到类似结论。

注 3.3.3. 代数𝒜是有限生成的，集合𝒩 也是有限的。然而定理的证明依赖于无
限维空间，目前尚不清楚能否简化证明以规避无限维空间的使用。
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第 4章 镜像游戏的完美策略

本章我们讨论另一类非局域游戏：镜像游戏。

4.1 问题背景与预备知识

首先介绍同步游戏 (synchronous game)。

定义 4.1.1. 设非局域游戏 𝒢 = (𝑋, 𝑋, 𝐴, 𝐴, 𝜆)，即 Alice与 Bob具有相同的问题集
和回答集，并且当 Alice和 Bob收到相同的问题 𝑥时，他们给出不同的回答则一
定不能获胜。即 ∀𝑥 ∈ 𝑋，有

𝜆(𝑥, 𝑥, 𝑎, 𝑏) = 0, 𝑎 ≠ 𝑏.

则称 𝒢是一个同步游戏。

同步游戏在图的量子染色问题上有重要的应用。对于同步游戏的完美策略，
已经有以下结果 [29,30,37,38]：

命题 4.1.1. 设 𝒢是一个同步游戏，其泛游戏代数为𝒰，与 Alice相关联的泛 𝐶∗-代
数 (定义2.3.2)为𝒜(𝑋, 𝐴)，令

ℐ = ⟨{𝑒𝑥
𝑎𝑒𝑦

𝑏 ∣ 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0}⟩𝒰 (1)

是所有 {𝑒𝑥
𝑎𝑒𝑦

𝑏 ∣ 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0}在 𝒰 (1)中生成的双边理想，以及

𝒜(𝒢) = 𝒰 (1)/ℐ.

则
(1) [30,37] 关联矩阵 𝑝 = (𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦))给出 𝒢的一个完美交换算子策略当且

仅当存在一个忠实的迹态 𝜏 ∶ 𝒜(𝒢) → ℂ使得

𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = 𝜏(𝑒𝑥
𝑎𝑒𝑦

𝑏).
(2) [38] 关联矩阵 𝑝 = (𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦))给出 𝒢的一个完美量子逼近策略当且仅

当 𝑝满足 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0 ⟹ 𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = 0并且存在一个 amenable的迹态 (定
义2.1.12) 𝜏 ∶ 𝒜(𝑋, 𝐴) → ℂ使得

𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = 𝜏(𝑒𝑥
𝑎𝑒𝑦

𝑏).

(3) [29]𝒢有一个完美交换算子策略当且仅当

−1 ∉ S̃OS𝒰 (1) + ℐ + ℐ∗

其中 S̃OS𝒰 (1)的定义为

S̃OS𝒰 (1) = {𝑎 ∈ 𝒰 (1) ∣ ∃𝑏 ∈ SOS𝒰 (1), 𝑎 − 𝑏 =
𝑘

∑
𝑗=1

(𝑎𝑗𝑏𝑗 − 𝑏𝑗𝑎𝑗), 𝑎𝑗 , 𝑏𝑗 ∈ 𝒰 (1)}.
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其中，命题4.1.1的结论 (3)可以直接给出判定同步游戏没有完美交换算子策
略的算法。我们将这一结果推广到了更一般的一类非局域游戏：镜像游戏。下面
我们给出镜像游戏的定义。

定义 4.1.2 (镜像游戏). 设 𝒢 为具有问题集 𝑋 × 𝑌、回答集 𝐴 × 𝐵 和评分函数
𝜆 ∶ 𝑋 × 𝑌 × 𝐴 × 𝐵 → {0, 1}的非局域游戏，其中 𝑋 × 𝑌 服从均匀分布。称 𝒢为
镜像游戏，若存在映射 𝜉 ∶ 𝑋 → 𝑌 和 𝜂 ∶ 𝑌 → 𝑋 满足：

𝜆(𝑥, 𝜉(𝑥), 𝑎, 𝑏) ⋅ 𝜆(𝑥, 𝜉(𝑥), 𝑎′, 𝑏) = 0, ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑎 ≠ 𝑎′ ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵, (4-1)
𝜆(𝜂(𝑦), 𝑦, 𝑎, 𝑏) ⋅ 𝜆(𝜂(𝑦), 𝑦, 𝑎, 𝑏′) = 0, ∀𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ≠ 𝑏′ ∈ 𝐵. (4-2)

同步游戏显然是镜像游戏，取 𝜉和 𝜂都是恒等映射即可看出。
作为同步游戏的推广，镜像游戏满足：对问题对 (𝑥, 𝜉(𝑥))而言，Alice的回

答由 Bob的回答决定；相对应地，对问题对 (𝜂(𝑦), 𝑦)，Bob的回答由 Alice的回
答决定。

例 4.1.1. 设非局域游戏 𝒢满足：𝑋 = 𝑌 = 𝐴 = 𝐵 = {0, 1}，评分函数 𝜆如下表所
示：

(𝑎, 𝑏)

𝜆 (𝑥, 𝑦)
(0,0) (0,1) (1,0) (1,1)

(0,0) 1 0 1 0
(0,1) 0 0 1 1
(1,0) 0 1 0 0
(1,1) 1 0 0 1

则我们容易验证 𝒢是一个镜像游戏，其中

𝜉 ∶ 0 ↦ 0, 1 ↦ 0, 𝜂 ∶ 0 ↦ 0, 1 ↦ 1.

对一个镜像游戏 𝒢，设其泛游戏代数为𝒰 = ℂ⟨{𝑒𝑎
𝑥}𝑥∈𝑋,𝑎∈𝐴 ∪{𝑓 𝑦

𝑏 }𝑦∈𝑌 ,𝑏∈𝐵⟩/ℑ
(定义1.1.13)，在其上定义：

𝑞𝜂(𝑦)
𝑦,𝑏 = ∑ 𝑎∈𝐴

𝜆(𝜂(𝑦),𝑦,𝑎,𝑏)=1
𝑒𝜂(𝑦)

𝑎 , (4-3)

𝑝𝜉(𝑥)
𝑥,𝑎 = ∑ 𝑏∈𝐵

𝜆(𝑥,𝜉(𝑥),𝑎,𝑏)=1
𝑓 𝜉(𝑥)

𝑏 . (4-4)

定义 4.1.3. 设 𝒢 = (𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵, 𝜆)为非局域游戏。对任意 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑎 ∈ 𝐴及
𝑏 ∈ 𝐵，记

𝐸𝑎
𝑥,𝑦 = {𝑏 ∈ 𝐵 ∶ 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 1}, (4-5)

𝐸𝑏
𝑥,𝑦 = {𝑎 ∈ 𝐴 ∶ 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 1}. (4-6)

34



第 4章 镜像游戏的完美策略

称该镜像游戏是正则的，当且仅当满足

⋃
𝑎∈𝐴

𝐸𝑎
𝑥,𝜉(𝑥) = 𝐵且 ⋃

𝑏∈𝐵
𝐸𝑏

𝜂(𝑦),𝑦 = 𝐴, ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 . (4-7)

注记：此条件首次出现于[41]，但未予命名。本章中只考虑正则的镜像游戏。

引理 4.1.1. 镜像游戏 𝒢是正则的，当且仅当其泛游戏代数满足：

∑
𝑎∈𝐴

𝑝𝜉(𝑥)
𝑥,𝑎 = 1, ∀𝑥 ∈ 𝑋 且 ∑

𝑏∈𝐵
𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 = 1, ∀𝑦 ∈ 𝑌 . (4-8)

证明. 由正则性定义及泛游戏代数性质直接可得。

例 4.1.2. 对于例 4.1.1定义的镜像游戏 𝒢，可以计算得：

𝑞𝜂(0)
0,0 = 𝑒0

0, 𝑞𝜂(0)
0,1 = 𝑒0

1, 𝑞𝜂(1)
1,0 = 0, 𝑞𝜂(1)

1,1 = 𝑒0
0 + 𝑒0

1 = 1.

易验证对任意 𝑦 ∈ 𝑌 有：

∑
𝑏∈𝐵

𝑞𝜂(𝑦)
𝑦,𝑏 = 1.

类似地可得：
𝑝𝜉(0)

0,0 = 𝑓 0
0 , 𝑝𝜉(0)

0,1 = 𝑓 0
1 , 𝑝𝜉(1)

1,0 = 1, 𝑝𝜂(1)
1,1 = 0.

对任意 𝑥 ∈ 𝑋 有：

∑
𝑎∈𝐴

𝑝𝜉(𝑥)
𝑥,𝑎 = 1.

因此 𝒢是正则的镜像游戏。

设 𝒥 (mir1)为 𝒰 (1)的由下式生成的双边理想：

{𝑒𝑥
𝑎𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 ∣ 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0} , (4-9)

并设 𝒥 (mir2)为 𝒰 (2)的由下式生成的双边理想：

{𝑓 𝑦
𝑏 𝑝𝜉(𝑥)

𝑥,𝑎 ∣ 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0} . (4-10)

例 4.1.3. 我们继续例 4.1.2的计算。双边理想 𝒥 (mir1)由以下元素生成：

{𝑒0
0𝑒0

1, 𝑒0
1𝑒0

0, 0, 𝑒0
0, 𝑒0

1, 𝑒1
1𝑒0

0, 𝑒1
1𝑒0

1, 0, 0}.

显然 𝒥 (mir1)在 𝒰 (1)中由 {𝑒0
0, 𝑒0

1}生成。

对于镜像游戏的完美交换算子策略，[41] 定理 6.3利用 𝐶∗-代数上的迹条件给
出了以下的刻画条件：

命题 4.1.2. [41]设 𝒢为镜像游戏，且关联矩阵 𝑝 = (𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦))𝑋×𝑌 ×𝐴×𝐵 ∈ 𝒞𝑛𝑠是
完美的关联矩阵，则下列陈述等价：
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(1) 𝑝 ∈ 𝒞𝑞𝑐 给出了 𝒢的一个完美交换算子策略；
(2) 存在迹态 𝜏 ∶ 𝒜(𝑋, 𝐴) → ℂ 及保持单位元的 ∗-同态 𝜌 ∶ 𝒜(𝑌 , 𝐵) →

𝒜(𝑋, 𝐴)，满足 𝜌(𝒮𝑌 ,𝐵) ⊆ 𝒮𝑋,𝐴
1，使得

𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = 𝜏(𝑒𝑥
𝑎𝜌(𝑓 𝑦

𝑏 )), 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵,

其中 𝒮𝑋,𝐴 = span{𝑒𝑥
𝑎 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑎 ∈ 𝐴}，𝒮𝑌 ,𝐵 = span{𝑓 𝑦

𝑏 ∶ 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑏 ∈ 𝐵}。

但是，这个刻画并不能直接给出算法。因此，推广命题4.1.1的 (3)到镜像游
戏的情形是十分必要的，这是本章的主要结果。

4.2 镜像游戏的完美交换算子策略

以下是本章的主定理。

定理 4.2.1. 设 𝒢是正则的镜像游戏，其泛游戏代数 (定义1.1.13)为

𝒰 = ℂ⟨{𝑒𝑎
𝑥}𝑥∈𝑋,𝑎∈𝐴 ∪ {𝑓 𝑦

𝑏 }𝑦∈𝑌 ,𝑏∈𝐵⟩/ℑ,

无效决定集为𝒩 (定义于命题2.3.2)，则其存在完美交换算子策略当且仅当满足
以下任一等价条件：

(1) 存在 ∗-表示 𝜋 ∶ 𝒰 → ℬ(ℋ)和态 |𝜓⟩ ∈ ℋ 满足

𝜋(ℒ(𝒩 ))|𝜓⟩ = {0}; (4-11)

(2) 存在 ∗-表示 𝜋′ ∶ 𝒰 (1) → ℬ(ℋ)和迹态 |𝜓⟩ ∈ ℋ 满足

𝜋′(𝒥 (mir1))|𝜓⟩ = {0}; (4-12)

(3) 存在 ∗-表示 𝜋′′ ∶ 𝒰 (2) → ℬ(ℋ)和迹态 |𝜙⟩ ∈ ℋ 满足

𝜋′′(𝒥 (mir2))|𝜙⟩ = {0}; (4-13)

(4) 存在 𝒰 (1)的 ∗-表示 𝜋′
0 将其映射至迹 von Neumann代数 𝒲 ⊆ ℬ(ℋ)满

足
𝜋′

0(𝒥 (mir1)) = {0}; (4-14)

(5) 存在 𝒰 (2)的 ∗-表示 𝜋′′
0 将其映射至迹 von Neumann代数𝒲′ ⊆ ℬ(ℋ)满

足
𝜋′′

0 (𝒥 (mir2)) = {0}. (4-15)

为证明定理4.2.1，我们引入若干引理。

引理 4.2.1. 对任意 𝑥 ∈ 𝑋和 𝑎 ∈ 𝐴，有 𝑒𝑥
𝑎 − 𝑝𝜉(𝑥)

𝑥,𝑎 ∈ ℒ(𝒩 )。类似地，对任意 𝑦 ∈ 𝑌
和 𝑏 ∈ 𝐵，有 𝑓 𝑦

𝑏 − 𝑞𝜂(𝑦)
𝑦,𝑏 ∈ ℒ(𝒩 )，其中 𝑝𝜉(𝑥)

𝑥,𝑎 , 𝑞𝜂(𝑦)
𝑦,𝑏 分别定义于式 (4-4)和式 (4-3)。

1原文 [41] 中 𝒮𝑋,𝐴 与 𝒮𝑌 ,𝐵 的顺序有误，此处给出正确形式。
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证明. 首先由∑𝑎′∈𝐴 𝑒𝑥
𝑎′ = 1，可得：

𝑒𝑥
𝑎 − 𝑝𝜉(𝑥)

𝑥,𝑎

= 𝑒𝑥
𝑎 −

( ∑
𝑎′∈𝐴

𝑒𝑥
𝑎′)

𝑝𝜉(𝑥)
𝑥,𝑎 = 𝑒𝑥

𝑎 − 𝑒𝑥
𝑎 ⋅ 𝑝𝜉(𝑥)

𝑥,𝑎

+
⎛
⎜
⎜
⎝

∑
𝑎′≠𝑎

𝑒𝑥
𝑎′

⎞
⎟
⎟
⎠

⋅
⎛
⎜
⎜
⎝

∑
𝑏∈𝐵,𝜆(𝑥,𝜉(𝑥),𝑎,𝑏)=1

𝑓 𝜉(𝑥)
𝑏

⎞
⎟
⎟
⎠

= 𝑒𝑥
𝑎 ⋅

⎛
⎜
⎜
⎝
1 − ∑

𝑏∈𝐵,𝜆(𝑥,𝜉(𝑥),𝑎,𝑏)=1
𝑓 𝜉(𝑥)

𝑏
⎞
⎟
⎟
⎠

+ ∑
𝑎′≠𝑎

∑
𝑏∈𝐵,𝜆(𝑥,𝜉(𝑥),𝑎,𝑏)=1

𝑒𝑥
𝑎′𝑓 𝜉(𝑥)

𝑏 .

注意到：
1 − ∑

𝑏∈𝐵,𝜆(𝑥,𝜉(𝑥),𝑎,𝑏)=1
𝑓 𝜉(𝑥)

𝑏 = ∑
𝑏∈𝐵,𝜆(𝑥,𝜉(𝑥),𝑎,𝑏)=0

𝑓 𝜉(𝑥)
𝑏 .

根据 ℒ(𝒩 )的定义，有：

𝑒𝑥
𝑎

⎛
⎜
⎜
⎝
1 − ∑

𝑏∈𝐵,𝜆(𝑥,𝜉(𝑥),𝑎,𝑏)=1
𝑓 𝜉(𝑥)

𝑏
⎞
⎟
⎟
⎠

= ∑
𝑏∈𝐵,𝜆(𝑥,𝜉(𝑥),𝑎,𝑏)=0

𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝜉(𝑥)

𝑏 ∈ ℒ(𝒩 ).

另一方面，根据镜像游戏的定义，当 𝑎′ ≠ 𝑎且 𝜆(𝑥, 𝜉(𝑥), 𝑎, 𝑏) = 1时，有 𝜆(𝑥, 𝜉(𝑥), 𝑎′, 𝑏) =
0。因此有 𝑒𝑥

𝑎′𝑓 𝜉(𝑥)
𝑏 ∈ 𝒩，从而：

∑
𝑎′≠𝑎

∑
𝑏∈𝐵,𝜆(𝑥,𝜉(𝑥),𝑎,𝑏)=1

𝑒𝑥
𝑎′𝑓 𝜉(𝑥)

𝑏 ∈ ℒ(𝒩 ). (4-16)

因此得证：
𝑒𝑥

𝑎 − 𝑝𝜉(𝑥)
𝑥,𝑎 ∈ ℒ(𝒩 ). (4-17)

类似地，𝑓 𝑦
𝑏 − 𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 可改写为：

𝑓 𝑦
𝑏 − 𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 = 𝑓 𝑦
𝑏 − 𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 ( ∑
𝑏′∈𝐵

𝑓 𝑦
𝑏′)

= 𝑓 𝑦
𝑏 − 𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 𝑓 𝑦
𝑏 + ∑

𝑏′≠𝑏
𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 𝑓 𝑦
𝑏′

=
⎛
⎜
⎜
⎝
1 − ∑

𝑎∈𝐴,𝜆(𝜂(𝑦),𝑦,𝑎,𝑏)=1
𝑒𝜂(𝑦)

𝑎
⎞
⎟
⎟
⎠

⋅ 𝑓 𝑦
𝑏

+ ∑
𝑏′≠𝑏

∑
𝑎∈𝐴,𝜆(𝜂(𝑦),𝑦,𝑎,𝑏)=1

𝑒𝜂(𝑦)
𝑎 𝑓 𝑦

𝑏′ .
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同理可得：
⎛
⎜
⎜
⎝
1 − ∑

𝑎∈𝐴,𝜆(𝜂(𝑦),𝑦,𝑎,𝑏)=1
𝑒𝜂(𝑦)

𝑎
⎞
⎟
⎟
⎠

⋅ 𝑓 𝑦
𝑏

= ∑
𝑎∈𝐴,𝜆(𝜂(𝑦),𝑦,𝑎,𝑏)=0

𝑒𝜂(𝑦)
𝑎 𝑓 𝑦

𝑏 ∈ ℒ(𝒩 ),

并由镜像游戏定义得：

∑
𝑏′≠𝑏

∑
𝑎∈𝐴,𝜆(𝜂(𝑦),𝑦,𝑎,𝑏)=1

𝑒𝜂(𝑦)
𝑎 𝑓 𝑦

𝑏′ ∈ ℒ(𝒩 ). (4-18)

故证得：
𝑓 𝑦

𝑏 − 𝑞𝜂(𝑦)
𝑦,𝑏 ∈ ℒ(𝒩 ). (4-19)

引理 4.2.2. 以下的包含关系成立：

{𝑒𝑥
𝑎𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 ∣ 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0} ⊆ ℒ(𝒩 ); (4-20)

{𝑓 𝑦
𝑏 𝑝𝜉(𝑥)

𝑥,𝑎 ∣ 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0} ⊆ ℒ(𝒩 ). (4-21)

证明. 注意到：

𝑒𝑥
𝑎𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 = 𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 − 𝑒𝑥
𝑎 (𝑓 𝑦

𝑏 − 𝑞𝜂(𝑦)
𝑦,𝑏 )

由于 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0，我们知道 𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 ∈ 𝒩 ⊆ ℒ(𝒩 )。由引理 4.2.1，𝑓 𝑦
𝑏 − 𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 ∈
ℒ(𝒩 )。因此有

𝑒𝑥
𝑎𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 ∈ ℒ(𝒩 ). (4-22)

对于 𝑓 𝑦
𝑏 𝑝𝜉(𝑥)

𝑥,𝑎 ，有：

𝑓 𝑦
𝑏 𝑝𝜉(𝑥)

𝑥,𝑎 = 𝑓 𝑦
𝑏 𝑒𝑥

𝑎 − 𝑓 𝑦
𝑏 (𝑒𝑥

𝑎 − 𝑝𝜉(𝑥)
𝑥,𝑎 )

= 𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 − 𝑓 𝑦
𝑏 (𝑒𝑥

𝑎 − 𝑝𝜉(𝑥)
𝑥,𝑎 ) (因 𝑒𝑥

𝑎 与 𝑓 𝑦
𝑏 交换)

由 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0我们仍有 𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 ∈ 𝒩 ⊆ ℒ(𝒩 )，且由引理 4.2.1知 𝑒𝑥
𝑎 − 𝑝𝜉(𝑥)

𝑥,𝑎 ∈
ℒ(𝒩 )。故：

𝑓 𝑦
𝑏 𝑝𝜉(𝑥)

𝑥,𝑎 ∈ ℒ(𝒩 ). (4-23)

证毕。

引理 4.2.3. 以下包含关系成立：𝒥 (mir1) ⊆ ℒ(𝒩 )，𝒥 (mir2) ⊆ ℒ(𝒩 )。

证明. 首先考虑一个单项式

𝑤(𝑒) = 𝑒𝑥1
𝑎1 ⋯ 𝑒𝑥𝑡

𝑎𝑡 ∈ 𝒰 (1),
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我们有以下等式:

𝑒𝑥1
𝑎1 ⋯ 𝑒𝑥𝑡

𝑎𝑡 − 𝑝𝜉(𝑥𝑡)
𝑥𝑡,𝑎𝑡 𝑒

𝑥1
𝑎1 ⋯ 𝑒𝑥𝑡−1

𝑎𝑡−1

= 𝑒𝑥1
𝑎1 ⋯ 𝑒𝑥𝑡

𝑎𝑡 − 𝑒𝑥1
𝑎1 ⋯ 𝑒𝑥𝑡−1

𝑎𝑡−1 𝑝𝜉(𝑥𝑡)
𝑥𝑡,𝑎𝑡

= 𝑒𝑥1
𝑎1 ⋯ 𝑒𝑥𝑡−1

𝑎𝑡−1 (𝑒𝑥𝑡
𝑎𝑡 − 𝑝𝜉(𝑥𝑡)

𝑥𝑡,𝑎𝑡 ) ∈ ℒ(𝒩 ).

进一步可得
𝑒𝑥1

𝑎1 ⋯ 𝑒𝑥𝑡−1
𝑎𝑡−1 𝑒𝑥𝑡

𝑎𝑡 − 𝑝𝜉(𝑥𝑡)
𝑥𝑡,𝑎𝑡 𝑝

𝜉(𝑥𝑡−1)
𝑥𝑡−1,𝑎𝑡−1 ⋯ 𝑝𝜉(𝑥1)

𝑥1,𝑎1

= 𝑒𝑥1
𝑎1 ⋯ 𝑒𝑥𝑡

𝑎𝑡 − 𝑝𝜉(𝑥𝑡)
𝑥𝑡,𝑎𝑡 𝑒

𝑥1
𝑎1 ⋯ 𝑒𝑥𝑡−1

𝑎𝑡−1

+ 𝑝𝜉(𝑥𝑡)
𝑥𝑡,𝑎𝑡 (𝑒𝑥1

𝑎1 ⋯ 𝑒𝑥𝑡−1
𝑎𝑡−1 − 𝑝𝜉(𝑥𝑡−1)

𝑥𝑡−1,𝑎𝑡−1𝑒𝑥1
𝑎1 ⋯ 𝑒𝑥𝑡−2

𝑎𝑡−2 )
+ ⋯ + 𝑝𝜉(𝑥𝑡)

𝑥𝑡,𝑎𝑡 ⋯ 𝑝𝜉(𝑥2)
𝑥2,𝑎2 (𝑒𝑥1

𝑎1 − 𝑝𝜉(𝑥1)
𝑥1,𝑎1) ∈ ℒ(𝒩 ).

(4-24)

记
𝑝𝜉(𝑥1)

𝑥1,𝑎1 ⋯ 𝑝𝜉(𝑥𝑡)
𝑥𝑡,𝑎𝑡 = 𝑤(𝑝),

注意到 𝑝𝜉(𝑥𝑡)
𝑥𝑡,𝑎𝑡 ⋯ 𝑝𝜉(𝑥1)

𝑥1,𝑎1 = 𝑤∗(𝑝) (对多项式取对合)，因此等式 (4-24)可改写为

𝑤(𝑒) − 𝑤∗(𝑝) ∈ ℒ(𝒩 ). (4-25)

考虑形式为

𝑧 = ∑
𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏, 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0

𝑢, 𝑤

𝑢(𝑒) ⋅ 𝑒𝑥
𝑎𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 ⋅ 𝑤(𝑒) ∈ 𝒥 (mir1),

的任意元素，其中 𝑢(𝑒), 𝑤(𝑒)是 𝒰 (1)中的单项式且满足 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0。我们作
如下计算：

𝑧 = ∑ (𝑢(𝑒) ⋅ 𝑒𝑥
𝑎𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 ⋅ (𝑤(𝑒) − 𝑤∗(𝑝)) + 𝑢(𝑒) ⋅ 𝑒𝑥
𝑎𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 𝑤∗(𝑝))
= ∑ (𝑢(𝑒) ⋅ 𝑒𝑥

𝑎𝑞𝜂(𝑦)
𝑦,𝑏 ⋅ (𝑤(𝑒) − 𝑤∗(𝑝)) + 𝑤∗(𝑝) 𝑢(𝑒) ⋅ 𝑒𝑥

𝑎𝑞𝜂(𝑦)
𝑦,𝑏 ).

第二个等号成立是因为 𝑤∗(𝑝)属于 𝒰 (2)中的多项式，因此与 𝒰 (1)中元素可交
换。根据式 (4 − 25)，有

𝑢(𝑒) ⋅ 𝑒𝑥
𝑎𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 ⋅ (𝑤(𝑒) − 𝑤∗(𝑝)) ∈ ℒ(𝒩 ), (4-26)

同时由引理 4.2.2知
𝑤∗(𝑝) ⋅ 𝑢(𝑒) ⋅ 𝑒𝑥

𝑎𝑞𝜂(𝑦)
𝑦,𝑏 ∈ ℒ(𝒩 ). (4-27)

于是有：每个 𝑧 ∈ 𝒥 (mir1)都满足 𝑧 ∈ ℒ(𝒩 )，综上可得 𝒥 (mir1) ⊆ ℒ(𝒩 )。
同理，我们有以下的计算：

𝑓 𝑦1
𝑏1

⋯ 𝑓 𝑦𝑡
𝑏𝑡

− 𝑞𝜂(𝑦𝑡)
𝑦𝑡,𝑏𝑡

𝑓 𝑦1
𝑏1

⋯ 𝑓 𝑦𝑡−1
𝑦𝑡−1

= 𝑓 𝑦1
𝑏1

⋯ 𝑓 𝑦𝑡
𝑏𝑡

− 𝑓 𝑦1
𝑏1

⋯ 𝑓 𝑦𝑡−1
𝑏𝑡−1

𝑞𝜂(𝑦𝑡)
𝑦𝑡,𝑏𝑡

= 𝑓 𝑦1
𝑏1

⋯ 𝑓 𝑦𝑡−1
𝑏𝑡−1

(𝑓 𝑦𝑡
𝑏𝑡

− 𝑞𝜂(𝑦𝑡)
𝑦𝑡,𝑏𝑡

) ∈ ℒ(𝒩 ). (4-28)
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类似可得

𝑤(𝑓) − 𝑤∗(𝑞) = 𝑓 𝑦1
𝑏1

⋯ 𝑓 𝑦𝑡−1
𝑏𝑡−1

𝑓 𝑦𝑡
𝑏𝑡

−𝑞𝜂(𝑦𝑡)
𝑦𝑡,𝑏𝑡

𝑞𝜂(𝑦𝑡−1)
𝑦𝑡−1,𝑏𝑡−1

⋯ 𝑞𝜂(𝑦1)
𝑦1,𝑦1 ∈ ℒ(𝒩 ). (4-29)

对于形如
𝑧′ = ∑ 𝑢(𝑓) ⋅ 𝑓 𝑦

𝑏 𝑝𝜉(𝑥)
𝑥,𝑎 ⋅ 𝑤(𝑓) ∈ 𝒥 (mir2)

的元素，我们有

𝑧′ = ∑ (𝑢(𝑓) ⋅ 𝑓 𝑦
𝑏 𝑝𝜉(𝑥)

𝑥,𝑎 ⋅ (𝑤(𝑓) − 𝑤∗(𝑞)) + 𝑢(𝑓) ⋅ 𝑓 𝑦
𝑏 𝑝𝜉(𝑥)

𝑥,𝑎 𝑤∗(𝑞))
= ∑ (𝑢(𝑓) ⋅ 𝑓 𝑦

𝑏 𝑝𝜉(𝑥)
𝑥,𝑎 ⋅ (𝑤(𝑓) − 𝑤∗(𝑞)) + 𝑤∗(𝑞)𝑢(𝑓 ) ⋅ 𝑓 𝑦

𝑏 𝑝𝜉(𝑥)
𝑥,𝑎 )

∈ ℒ(𝒩 ).

因此可得 𝒥 (mir2) ⊆ ℒ(𝒩 )。

引理 4.2.4. 设 (𝜋, |𝜓⟩)为正则镜像游戏 𝒢的完美交换算子策略，则 |𝜓⟩在 𝜋(𝒰 (1))
和 𝜋(𝒰 (2))上均为迹态 (定义2.1.9)。

证明. 对 𝜋(𝒰 (1))，只需证对任意不同的 𝑒𝑥1
𝑎1 和 𝑒𝑥2

𝑎2 有：

⟨𝜓|𝜋(𝑒𝑥1
𝑎1 )𝜋(𝑒𝑥2

𝑎2 )|𝜓⟩ = ⟨𝜓|𝜋(𝑒𝑥2
𝑎2 )𝜋(𝑒𝑥1

𝑎1 )|𝜓⟩,

之后，通过对单项式的次数进行归纳，以及态的线性性质即可得到所需结论。

为了证明以上事实，注意到：由于 (𝜋, |𝜓⟩) 是 𝒢 的完美交换算子策略，根
据定义 2.3.4 和命题 2.3.2 可知 𝜋(ℒ(𝒩 ))|𝜓⟩ = {0}。由引理 4.2.1 知每个元素
𝑒𝑥

𝑎 − 𝑝𝜉(𝑥)
𝑥,𝑎 ∈ ℒ(𝒩 )，因此有

𝜋(𝑒𝑥1
𝑎1 − 𝑝𝜉(𝑥1)

𝑥1,𝑎1)|𝜓⟩ = 0, 且 𝜋(𝑒𝑥2
𝑎2 − 𝑝𝜉(𝑥2)

𝑥2,𝑎2)|𝜓⟩ = 0.

于是得到

⟨𝜓|𝜋(𝑒𝑥1
𝑎1 )𝜋(𝑒𝑥2

𝑎2 )|𝜓⟩
= ⟨𝜓|𝜋(𝑒𝑥1

𝑎1 )𝜋(𝑝𝜉(𝑥2)
𝑥2,𝑎2)|𝜓⟩

= ⟨𝜓|𝜋 (𝑒𝑥1
𝑎1 𝑝𝜉(𝑥2)

𝑥2,𝑎2) |𝜓⟩ (𝜋为同态表示)

= ⟨𝜓|𝜋 (𝑝𝜉(𝑥2)
𝑥2,𝑎2𝑒𝑥1

𝑎1 ) |𝜓⟩ (𝑝𝜉(𝑥2)
𝑥2,𝑎2 与 𝑒𝑥1

𝑎1 可交换)

= ⟨𝜓|𝜋(𝑝𝜉(𝑥2)
𝑥2,𝑎2)𝜋(𝑒𝑥1

𝑎1 )|𝜓⟩
= ⟨𝜓|𝜋(𝑒𝑥2

𝑎2 )𝜋(𝑒𝑥1
𝑎1 )|𝜓⟩.

这表明 𝑎 ↦ ⟨𝜓|𝑎|𝜓⟩在 𝜋(𝒰 (1))上构成迹态。
同理，利用 𝑓 𝑦

𝑏 − 𝑞𝜂(𝑦)
𝑦,𝑏 ∈ ℒ(𝒩 )可证得 |𝜓⟩在 𝜋(𝒰 (2))上亦为迹态。

现在我们可以证明定理4.2.1了。
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定理 4.2.1的证明. 我们将证明 (1) ⟺ (2) ⟺ (4)和 (1) ⟺ (3) ⟺ (5)。
首先，根据决定集的定义，(1)等价于完美交换算子策略的存在性。

(1) ⟹ (2): 假设 (𝜋, |𝜓⟩)是满足 (1)条件的交换算子策略，我们令 𝜋′为 𝜋在
𝒰 (1)上的限制。显然有：

𝜋′(𝒥 (mir1))|𝜓⟩ = 𝜋(𝒥 (mir1))|𝜓⟩ ⊆ 𝜋(ℒ(𝒩 ))|𝜓⟩ = {0},

其中第一个等号来自限制操作，包含关系由引理 4.2.3得出，第二个等号由命题
2.3.2得出。根据引理 4.2.4，|𝜓⟩是迹态，因此 (1) ⟹ (2)得证。

(2) ⟹ (1): 使用 (𝜋′, |𝜓⟩)我们可以定义如下的正线性泛函：

ℓ′ ∶ 𝒰 (1) → ℂ, ℎ ↦ ⟨𝜓|𝜋′(ℎ)|𝜓⟩.

由于 |𝜓⟩是迹态，ℓ′具有迹性。将 ℓ′扩展为𝒰 上的线性泛函 ℓ，其作用在单项
式上为：

ℓ ∶ 𝑤(𝑒)𝑢(𝑓) ↦ ℓ′ (𝑤(𝑒)𝑢∗(𝑞)) ,

其中当 𝑢(𝑓) = 𝑓 𝑦1
𝑏1

⋯ 𝑓 𝑦𝑡−1
𝑏𝑡−1

𝑓 𝑦𝑡
𝑏𝑡
时，

𝑢∗(𝑞) = 𝑞𝜂(𝑦𝑡)
𝑦𝑡,𝑏𝑡

𝑞𝜂(𝑦𝑡−1)
𝑦𝑡−1,𝑏𝑡−1

⋯ 𝑞𝜂(𝑦1)
𝑦1,𝑏1

.

我们证明 ℓ是良定义的。正则性条件保证：

∑
𝑏∈𝐵

𝑞𝜂(𝑦)
𝑦,𝑏 = 1, ∀𝑦 ∈ 𝑌 . (由引理 4.1.1)

因此有：

ℓ
(∑

𝑏∈𝐵
𝑓 𝑦

𝑏 )
= ℓ′

(∑
𝑏∈𝐵

𝑞𝜂(𝑦)
𝑦,𝑏 )

= ⟨𝜓|𝜓⟩ = 1, ∀𝑦 ∈ 𝑌 .

另一方面，

ℓ
(∑

𝑏∈𝐵
𝑓 𝑦

𝑏 )
= ℓ(1) = ℓ′(1) = 1.

故 ℓ确为良定义。
接下来证明 ℓ能分离 −1和 SOS𝒰 +ℒ(𝒩 ) + ℒ(𝒩 )∗。这个证明是 [29]中定理

8.3的推广。
由于 |𝜓⟩是迹态，ℓ具有对称性：对所有 ℎ ∈ 𝒰 (1)有 ℓ (ℎ∗) = ℓ(ℎ)∗。验证

ℓ的正性：令 ℎ = ∑𝑖,𝑗 𝛽𝑖𝑗𝑤𝑖(𝑒)𝑢𝑗(𝑓 ) ∈ 𝒰，则：

ℎ∗ℎ = ∑
𝑖,𝑗

∑
𝑘,𝑠

𝛽∗
𝑖𝑗𝛽𝑘𝑠 ⋅ 𝑤∗

𝑖 (𝑒)𝑤𝑘(𝑒)𝑢∗
𝑗 (𝑓 )𝑢𝑠(𝑓 ),

从而：
ℓ (ℎ∗ℎ) = ∑

𝑖,𝑗
∑
𝑘,𝑠

𝛽∗
𝑖𝑗𝛽𝑘𝑠 ⋅ ℓ′ (𝑤∗

𝑖 (𝑒)𝑤𝑘(𝑒)𝑢∗
𝑠 (𝑓 )𝑢𝑗(𝑓 )) (4-30)
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设：
ℎ̌ = ∑

𝑖,𝑗
𝛽𝑖𝑗𝑤𝑖(𝑒)𝑢∗

𝑗 (𝑞) ∈ 𝒰 (1)

则：
ℎ̌∗ℎ̌ = ∑

𝑖,𝑗
∑
𝑘,𝑠

𝛽∗
𝑖𝑗𝛽𝑘𝑠𝑢𝑗(𝑞)𝑤∗

𝑖 (𝑒)𝑤𝑘(𝑒)𝑢∗
𝑠 (𝑞),

ℓ′ (ℎ̌∗ℎ̌) = ∑
𝑖,𝑗

∑
𝑘,𝑠

𝛽∗
𝑖𝑗𝛽𝑘𝑠ℓ′ (𝑢𝑗(𝑞)𝑤∗

𝑖 (𝑒)𝑤𝑘(𝑒)𝑢∗
𝑠 (𝑞)) (4-31)

由 ℓ′的迹性可得：

ℓ′ (𝑤∗
𝑖 (𝑒)𝑤𝑘(𝑒)𝑢∗

𝑠 (𝑞)𝑢𝑗(𝑞))
= ℓ′ (𝑢𝑗(𝑞)𝑤∗

𝑖 (𝑒)𝑤𝑘(𝑒)𝑢∗
𝑠 (𝑞)) ,

这说明式 (4-30)和式 (4-31)的值相等，因此：

ℓ (ℎ∗ℎ) = ℓ′ (ℎ̌∗ℎ̌) ⩾ 0,

即：ℓ(SOS𝒰 ) ⩾ 0.。
最后证明 ℓ(ℒ(𝒩 )) = {0}。ℒ(𝒩 )中的元素形如：

𝑤(𝑒)𝑢(𝑓)𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 = 𝑤(𝑒)𝑒𝑥
𝑎𝑢(𝑓)𝑓 𝑦

𝑏 (4-32)

其中 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0。将 ℓ作用于式 (4-32)得：

ℓ (𝑤(𝑒)𝑒𝑥
𝑎𝑢(𝑓)𝑓 𝑦

𝑏 ) = ℓ′
(𝑤(𝑒)𝑒𝑥

𝑎𝑞𝜂(𝑦)
𝑦,𝑏 𝑢∗(𝑞)) .

由于 𝑒𝑥
𝑎𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 ∈ 𝒥 (mir1)，故：

𝑤(𝑒)𝑒𝑥
𝑎𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 𝑢∗(𝑞) ∈ 𝒥 (mir1).

因此：
ℓ′

(𝑤(𝑒)𝑒𝑥
𝑎𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 𝑢∗(𝑞)) = 0.

已证 ℓ(−1) = −1且：

ℓ (SOS𝒰 +ℒ(𝒩 ) + ℒ(𝒩 )∗) ⊆ ℝ⩾0,

故 −1 ∉ SOS𝒰 +ℒ(𝒩 ) + ℒ(𝒩 )∗。之后用类似于定理3.2.2 (即 [29]定理 4.3)的证明
过程即可得到 (1)的结论。

(2) ⟹ (4): 现在已经有满足条件 (2)的 (𝜋′, |𝜓⟩)，其中 𝜋′ ∶ 𝒰 (1) → ℬ(ℋ)
是 ∗-表示，|𝜓⟩是迹态。构造满足 (4)的 von Neumann代数𝒲 和 𝜋′

0 ∶ 𝒰 (1) → 𝒲
如下。

将 {𝜋′(𝒰 (1))|𝜓⟩} ⊆ ℋ 的完备化记为 ℋ̌，显然 ℋ̌ 是 ℋ 的闭子空间。则 𝜋′

自然诱导 ∗-表示 ̌𝜋′ ∶ 𝒰 (1) → ℬ(ℋ̌)。令𝒲 = ℬ(ℋ̌)和 𝜋′
0 = ̌𝜋′，下面证明它们

即为 (4)所需。
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首先注意到 ℬ(ℋ̌)在弱算子拓扑下是闭集，故其确实是 von Neumann代数；
其次，由于 |𝜓⟩是 ℬ(ℋ)上的迹态，则 |𝜓⟩在 𝐵(ℋ̌)上亦为迹态，因此映射 𝜏 ∶
ℬ(ℋ̌) → ℂ, 𝑎 ↦ ⟨𝜓|𝑎|𝜓⟩ 是 ℬ(ℋ̌) 上的迹线性泛函，且 (ℬ(ℋ̌), 𝜏) 构成迹 von
Neumann代数；最后，还要验证 ̌𝜋′(𝒥 (mir1)) = {0}，这只需验证如下断言：

断言 4.2.1. 对任意 𝑢 ∈ 𝒰 (1)及 |𝜙⟩ = 𝜋′(𝑢)|𝜓⟩ ∈ ℋ̌，有 ̌𝜋′(𝒥 (mir1))|𝜙⟩ = {0}.

下面验证该断言，计算可得：

̌𝜋′(𝒥 (mir1))|𝜙⟩
= 𝜋′(𝒥 (mir1)𝑢)|𝜓⟩ (由 𝜙的定义)
= 𝜋′(𝒥 (mir1))|𝜓⟩ (𝒥 (mir1)为双边理想)
= {0} (由条件 (2)).

该方向证完。

(4) ⟹ (2): 从条件 (4)中定义的迹 von Neumann代数𝒲 及其迹 𝜏 出发，由
定理2.1.3(GNS构造)，我们得到：存在 Hilbert空间𝒦、单位向量 |𝜌⟩ ∈ 𝒦及 ∗-表
示 𝜋′

1 ∶ 𝒲 → ℬ(𝒦)，使得

𝜏(𝑎) = ⟨𝜋′
1(𝑎)𝜌 ∣ 𝜌⟩ , 𝑎 ∈ 𝒲.

由于 𝜏 为迹，因此 𝜌是 𝜋′
1(𝒲)的迹态。此时，∗-表示 𝜋′

1 ∘ 𝜋′
0 ∶ 𝒰 (1) → ℬ(𝒦)与

|𝜌⟩ ∈ 𝒦即满足条件 (2)。

(1) ⟹ (3): 该证明与 (1) ⟹ (2)类似，但需使用引理 4.2.3和引理4.2.4中关
于 𝒥 (mir2)和 𝒰 (2)的结论。

(3) ⟹ (1): 此证明与 (2) ⟹ (1) 结构相似。这里，我们将线性泛函 ℓ′ ∶
𝒰 (2) → ℂ延拓为代数 𝒰 上的线性泛函 ℓ1，定义如下：

ℓ1 ∶ 𝑢(𝑒(2))𝑤(𝑒(1)) ↦ ℓ′ (𝑢(𝑒(2))𝑤∗(𝑝)) .

由于 ∑𝑎∈𝐴 𝑝𝜉(𝑥)
𝑥,𝑎 = 1, ∀𝑥 ∈ 𝑋，可知 ℓ1 良定义。关于 ℓ1(SOS𝒰 ) ⩾ 0 的证明与

(2) ⟹ (1)中对应部分类似。
为证 ℓ1(ℒ(𝒩 )) = {0}，注意到𝒰 (1)与𝒰 (2)元素可交换，故𝒩 中元素可表

为 𝑓 𝑦
𝑏 𝑒𝑥

𝑎 形式。此时 ℒ(𝒩 )中的元素为形如

𝑤(𝑒)𝑢(𝑓)𝑓 𝑦
𝑏 𝑒𝑥

𝑎 = 𝑢(𝑓)𝑓 𝑦
𝑏 𝑤(𝑒)𝑒𝑥

𝑎 (4-33)

的单项式线性组合，其中 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0。将 ℓ1作用于 (4-33)得

ℓ1 (𝑢(𝑓)𝑓 𝑦
𝑏 𝑤(𝑒)𝑒𝑥

𝑎) = ℓ′
(𝑢(𝑓)𝑓 𝑦

𝑏 𝑝𝜉(𝑥)
𝑥,𝑎 𝑤∗(𝑝)) .

因为 𝑓 𝑦
𝑏 𝑝𝜉(𝑥)

𝑥,𝑎 ∈ 𝒥 (mir2)，故 𝑢(𝑓)𝑓 𝑦
𝑏 𝑝𝜉(𝑥)

𝑥,𝑎 𝑤∗(𝑝) ∈ 𝒥 (mir2)。由此可得

ℓ′
(𝑢(𝑓)𝑓 𝑦

𝑏 𝑝𝜉(𝑥)
𝑥,𝑎 𝑤∗(𝑝)) = 0,
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即 ℓ1(ℒ(𝒩 )) = {0}。之后仍类似于定理3.2.2即证。

最后，(3) ⟹ (5)与 (5) ⟹ (3)的证明可分别类比 (2) ⟹ (4)与 (4) ⟹ (2)
的证明过程。这样我们就完成了整个定理的证明。

注 4.2.1. 当镜像游戏不满足正则性条件时，定理 4.2.1可能不成立。例如，若令
评分函数 𝜆对所有问题及答案恒为 0，此时由于 𝒥 (mir1) = 𝒥 (mir2) = {0}，该游
戏不是正则镜像游戏。此时定理 4.2.1的条件 (2)与 (4)自动成立，但显然 𝒢不存
在完美交换算子策略。因此，定理 4.2.1的结论仅对正则镜像游戏有效。

在文献 [27] 中，Klep与 Schweighofer证明了 von Neumann代数上 Connes嵌
入猜想等价于迹版本的正零点定理。关于迹优化的最新进展可参见 [36,52,53]。文
献 [29] 的定理 8.7指出，若 ∗-代数 𝒜满足阿基米德条件 (即对任意 𝑎 ∈ 𝒜，存在
𝜀 ∈ ℕ使得 𝜀 − 𝑎∗𝑎 ∈ S̃OS𝒜)，其中

S̃OS𝒜 = {𝑎 ∈ 𝒜 ∣ ∃𝑏 ∈ SOS𝒜, 𝑎 − 𝑏为换位子之和}, (4-34)

𝔏 ⊆ 𝒜是一个左理想,那么以下条件等价：
• 存在 ∗-表示 𝜋 ∶ 𝒜 → ℬ(ℋ)与非零迹态 |𝜓⟩ ∈ ℋ 满足

𝜋(𝑓)|𝜓⟩ = 0, ∀𝑓 ∈ 𝔏; (4-35)

• 存在 ∗-表示 𝜋 ∶ 𝒜 → ℱ 至迹 von Neumann代数 (ℱ, 𝜏)满足

𝜏(𝜋(𝑓)) = 0, ∀𝑓 ∈ 𝔏; (4-36)

•
−1 ∉ S̃OS𝒜 + 𝔏 + 𝔏∗. (4-37)

我们在 2.3节中已经说明，𝒰 (1)与𝒰 (2)均为群代数，且𝒰 (1)与𝒰 (2)满足阿基
米德性 (注意 SOS𝒜 ⊆ S̃OS𝒜)。结合上述等价条件 (4-35), (4-37)与本文定理 4.2.1
的条件 (2),(4)，可得如下推论：

推论 4.2.1. 设正则镜像游戏 𝒢的泛游戏代数为 𝒰，无效决定集为𝒩，则 𝒢存在
完美交换算子策略，当且仅当 −1 ∉ S̃OS𝒰 (1) + 𝒥 (mir1) + 𝒥 (mir1)∗。特别地，若
镜像游戏满足

−1 ∈ SOS𝒰 (1) +𝒥 (mir1) + 𝒥 (mir1)∗, (4-38)

则该游戏不存在完美交换策略。类似结论对 𝒥 (mir2)亦成立。

推论4.2.1没有用到任何范数结构，是一个纯代数的刻画条件，因此可以设计
相应的算法来检验对给定的游戏，条件 (4-38)是否成立。
注意到 𝒥 (mir1)为双边理想，故 𝒥 (mir1) + 𝒥 (mir1)∗仍为双边理想，其生成

元集为

{𝑒𝑥
𝑎𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 , 𝑞𝜂(𝑦)
𝑦,𝑏 𝑒𝑥

𝑎 ∣ 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0} . (4-39)

对此类理想成员问题，可采用非交换 Gröbner基方法进行判定 [54–57]。
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4.3 程序与示例

我们先介绍非交换的 Gröbner基的定义。

定义 4.3.1. 给定自由代数 ℂ⟨𝐱⟩中的双边理想 𝐽 及单项式序，若子集 𝐵 ⊂ 𝐽 的首
项集合 LT(𝐵)能够生成理想 𝐽 的首项集合 LT(𝐽)，则称子集 𝐵 为 𝐽 的 Gröbner
基。

我们有以下的事实：

• 给定理想 𝐽 的 Gröbner基 GB，非交换多项式满足

𝑓 ∈ 𝐽 ⟺ 𝑓 →GB 0.

其中→GB表示用 Gröbner基 GB约化该多项式。
• 在非交换情形下，有限生成理想的 Gröbner基可能包含无穷多个元素。
Helton 等人开发的 NCAlgebra 包 (Mathematica 环境下) 可用于计算非交换

Gröbner基。
根据推论 4.2.1，我们可以通过非交换 Gröbner基与半定规划证明正则镜像

游戏 𝒢不存在完美交换算子策略。具体步骤如下：
(1) 令 ℂ⟨𝑒⟩ 为由生成元集 {𝑒𝑥

𝑎 ∣ 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑎 ∈ 𝐴} 生成的自由代数，Π 为从
ℂ⟨𝑒⟩到 𝒰 (1)的典范投影。则 Π−1(𝒥 (mir1))是 ℂ⟨𝑒⟩中由

{𝑒𝑥
𝑎𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 ∣ 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0}

∪
{

(𝑒𝑥
𝑎)2 − 𝑒𝑥

𝑎 , 𝑒𝑥
𝑎1𝑒𝑥

𝑎2 , ∑
𝑎∈𝐴

𝑒𝑥
𝑎 − 1

}
(4-40)

生成的双边理想。因此 Π−1(𝒥 (mir1)) + Π−1(𝒥 (mir1))∗为由

{𝑒𝑥
𝑎𝑞𝜂(𝑦)

𝑦,𝑏 , 𝑞𝜂(𝑦)
𝑦,𝑏 𝑒𝑥

𝑎 ∣ 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0}

∪
{

(𝑒𝑥
𝑎)2 − 𝑒𝑥

𝑎 , 𝑒𝑥
𝑎1𝑒𝑥

𝑎2 , ∑
𝑎∈𝐴

𝑒𝑥
𝑎 − 1

}
(4-41)

生成的双边理想。
(2) 计算 Π−1(𝒥 (mir1)) + Π−1(𝒥 (mir1))∗的非交换 Gröbner基 GB。
(i) 若 1 ∈ GB，则有

−1 ∈ SOSℂ⟨𝑒⟩ +Π−1(𝒥 (mir1)) + Π−1(𝒥 (mir1))∗, (4-42)

从而可得
−1 ∈ SOS𝒰 (1) +𝒥 (mir1) + 𝒥 (mir1)∗, (4-43)

即该游戏不存在完美策略。
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(ii) 否则，检验是否存在多项式 𝑠𝑗 ∈ 𝒰 (1)使得

1 +
𝑘

∑
𝑗=1

𝑠∗
𝑗 𝑠𝑗 ∈ Π−1(𝒥 (mir1)) + Π−1(𝒥 (mir1))∗.

令𝑊𝑑 为 ℂ⟨𝑒⟩中总次数不超过 𝑑 的单项式构成的列向量。使用半定规划求
解器判断是否存在半正定矩阵 𝐺满足

1 + 𝑊 ∗
𝑑 𝐺𝑊𝑑 →GB 0 (4-44)

• 若 (4-44)存在解 𝐺，则镜像游戏无完美策略；
• 否则，令 𝑑 ∶= 𝑑 + 1并重复本步骤。

Start

Regular Mirror Game 𝐺

Compute 𝒥 (mir1)

Compute Π−1(𝒥 (mir1)) + 𝛱−1(𝒥 (mir1))∗

Compute the Gröbner Basis GB of Π−1(𝒥 (mir1)) + 𝛱−1(𝒥 (mir1))∗

1 ∈ GB?

no perfect strategy

𝑑 = 1

𝑊𝑑 =monomial with total degree⩽ 𝑑

SDP: check if ∃ 𝐺 ⪰ 0, 1 + 𝑊 ∗
𝑑 𝐺𝑊𝑑 →𝐺𝐵 0

𝑑 = 𝑑 + 1

Yes

Yes

No

No

注 4.3.1. 因为两个及以上变量生成的自由代数是非诺特的，计算非交换 Gröbner
基的 Buchberger算法可能不终止[57,58]，因此本过程可能无法在有限步内结束。
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而对于半正定规划的部分，若在某个次数 𝑑终止，则可验证镜像游戏无完美
交换算子策略；否则无法判定其存在性。事实上，根据[41]定理 5.1，模仿游戏 𝒢
存在完美交换算子策略当且仅当其 𝐶∗-代数 𝐶∗(𝒢)上存在迹态。而由[59]注 2.21，
𝐶∗(𝒢)是自由超图 𝐶∗-代数，不存在有限步内终止的算法判定自由超图 𝐶∗-代数
是否存在迹态 ([59] 定理 3.6)。因此，不存在有限步终止的算法可判定镜像游戏
(作为模仿游戏子类)的完美交换策略存在性。

例 4.3.1. 继续考虑例4.1.1中的非局域游戏。令 ℂ⟨𝑒⟩为由 {𝑒𝑖
𝑗 ∣ (𝑖, 𝑗) ∈ {0, 1}2}生

成的自由代数，𝒰 (1)为泛游戏代数𝒰 中由相同生成元构成的子代数。考虑自然
投影 Π ∶ ℂ⟨𝑒⟩ → 𝒰 (1)。
注意到 𝒥 (mir1)是对 ∗运算封闭的，故有

𝒥 (mir1) + 𝒥 (mir1)∗ = 𝒥 (mir1),

且
Π−1(𝒥 (mir1))

= {𝑒0
0, 𝑒0

1, 𝑒0
0 + 𝑒0

1 − 1, 𝑒1
0 + 𝑒1

1 − 1,
𝑒0

0𝑒0
1, 𝑒0

1𝑒(10
0, 𝑒1

0𝑒1
1, 𝑒1

1𝑒1
0,

(𝑒0
0)2 − 𝑒0

0, (𝑒0
1)2 − 𝑒0

1,
(𝑒1

0)2 − 𝑒1
0, (𝑒1

1)2 − 𝑒1
1}

为 ℂ⟨𝑒⟩中的双边理想。显然

−1 ∈ SOS𝒰 (1) +𝒥 (mir1) ⟺ −1 ∈ SOSℂ⟨𝑒⟩ +Π−1(𝒥 (mir1))

使用 NCAlgebra软件（见 https://github.com/NCAlgebra/）可计算得 Π−1(𝒥 (mir1))
的 Gröbner基包含 1，即

−1 ∈ Π−1(𝒥 (mir1))

故此游戏无完美交换算子策略。

总结本章的内容，我们证明了：对于同步游戏的推广镜像游戏，在正则条件
下，其有完美交换算子策略等价于 −1不能写成𝒰 (1)上的 Hermitian平方和与换
位子以及双边理想 𝒥 (mir1) + 𝒥 (mir1)∗的和的形式，而这个条件是纯代数的，因
此基于非交换 Gröbner基和半正定规划，我们给出了判定一个正则镜像游戏没有
完美交换算子策略的算法。
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第 5章 模仿游戏的完美策略

本章我们讨论镜像游戏的推广：模仿游戏。

5.1 背景介绍与预备知识

定义 5.1.1. 非局域游戏 𝒢 = (𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵, 𝜆)称为模仿游戏 (imitation game)，若其
满足以下两个条件：

(a) 对任意 𝑥 ∈ 𝑋 及不同的元素 𝑎, 𝑎′ ∈ 𝐴，存在 𝑦 ∈ 𝑌 使得

∑
𝑏∈𝐵

𝜆(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦)𝜆 (𝑎′, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = 0,

(b) 对任意 𝑦 ∈ 𝑌 及相异元素 𝑏, 𝑏′ ∈ 𝐵，存在 𝑥 ∈ 𝑋 使得

∑
𝑎∈𝐴

𝜆(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦)𝜆 (𝑎, 𝑏′ ∣ 𝑥, 𝑦) = 0.

按照以上定义，镜像游戏显然是模仿游戏。定义5.1.1中的条件(a)和(b)表明，
对 𝒢的一个完美策略来说，Alice和 Bob的回答是互相被对方的回答确定的。与
镜像游戏不同的是，镜像游戏中需要保持互相确定的问题对 (𝑥, 𝑦)与Alice和Bob
的回答无关，而模仿游戏中保持互相确定的问题对 (𝑥, 𝑦)中，由 Alice收到的问
题 𝑥与 Alice对该问题的回答才能确定 Bob的回答 𝑦，Bob这一边同理。
对于一般的非局域游戏，也可以通过泛 𝐶∗-代数上的不同的迹态条件来给出

相应类型的关联矩阵，结论如下：

命题 5.1.1. [15]设 𝑝 = (𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦))𝑋×𝑌 ×𝐴×𝐵 ∈ 𝒞𝑛𝑠(𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵)，则：
(1) 𝑝 ∈ 𝒞𝑞(𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵)当且仅当存在定义在𝒜(𝑋, 𝐴) ⊗min 𝒜(𝑌 , 𝐵)上的有限

维的态 𝜏(即其 GNS构造得到的是一个有限维空间)，使得

𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = 𝜏(𝑒𝑥
𝑎 ⊗ 𝑓 𝑦

𝑏 ).

(2) 𝑝 ∈ 𝒞𝑞𝑎(𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵)当且仅当存在定义在 𝒜(𝑋, 𝐴) ⊗min 𝒜(𝑌 , 𝐵)上的态
𝜏，使得

𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = 𝜏(𝑒𝑥
𝑎 ⊗ 𝑓 𝑦

𝑏 ).

(3) 𝑝 ∈ 𝒞𝑞𝑐(𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵)当且仅当存在定义在 𝒜(𝑋, 𝐴) ⊗max 𝒜(𝑌 , 𝐵)上的态
𝜏，使得

𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = 𝜏(𝑒𝑥
𝑎 ⊗ 𝑓 𝑦

𝑏 ).

证明参见 Fritz 的工作 [15] Proposition 3.4 或 Paulsen 与 Todorov 的工作 [18]

Theorem 2.10。需要注意的是，Fritz的命题 [15] Proposition 3.4是用 POVM表述
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的，但我们可以通过 Naimark扩张定理 (定理2.2.1)或利用 [37]定理 5.3将命题转
化成用 PVM表述，即本章中的形式。
对非局域游戏 𝒢 而言，我们把所有完美无通讯策略对应的关联矩阵记作

𝒞𝑛𝑠(𝒢)，其中完美交换算子策略对应的关联矩阵的集合记作 𝒞𝑞𝑐(𝒢)，所有完美的
逼近量子关联矩阵 (即 𝑝 ∈ 𝒞𝑞𝑎 且 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0 ⟹ 𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = 0的关联矩
阵)的集合记作 𝒞𝑞𝑎(𝒢)，类似地我们也可以定义 𝒞𝑞(𝒢), 𝒞𝑞𝑠(𝒢)。

为了突出代数生成元的指标集，本章中我们将泛游戏代数的两个子代数
𝒰 (1) (见定义2.3.1的下方)记为 ℂ⟨𝑋, 𝐴⟩，𝒰 (2)记为 ℂ⟨𝑌 , 𝐵⟩。
对于模仿游戏，文献 [41]中已经得到了以下的结论：

命题 5.1.2. [41]设模仿游戏𝒢的泛游戏代数为𝒰 = ℂ⟨{𝑒𝑎
𝑥}𝑥∈𝑋,𝑎∈𝐴∪{𝑓 𝑦

𝑏 }𝑦∈𝑌 ,𝑏∈𝐵⟩/ℑ
(见定义1.1.13)。定义 𝐶∗(𝒢) = 𝐶∗(𝒰 )/ℐ(𝒩 )，其中 𝐶∗(𝒰 )为 𝒰 生成的泛 𝐶∗ 代
数，ℐ(𝒩 )是无效决定集生成的双边理想，则

(1) 关联矩阵 𝑝 ∈ 𝒞𝑞𝑐(𝒢) (即它是 𝒢的完美交换算子策略)当且仅当 𝐶∗(𝒢) ≠
0且存在迹态 𝜏 ∶ 𝐶∗(𝒢) → ℂ使得

𝜏(𝑒𝑥
𝑎𝑓 𝑦

𝑏 ) = 𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦), ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵;

(2) 𝒞𝑞(𝒢) = 𝒞𝑞𝑠(𝒢)。

然而，这个命题没有对 𝒞𝑞𝑎(𝒢)进行讨论，这就是我们本章的主要任务。
对于镜像游戏的情形，文献 [41]给出了如下结果：

命题 5.1.3. [41]设 𝒢为镜像游戏，且关联矩阵 𝑝 = (𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦))𝑋×𝑌 ×𝐴×𝐵 ∈ 𝒞𝑛𝑠(𝒢)，
则下列陈述等价：

(1) 𝑝 ∈ 𝒞𝑞𝑎(𝒢)；
(2) 存在 amenable 的迹态 𝜏 ∶ 𝒜(𝑋, 𝐴) → ℂ 及保持单位元的 ∗-同态 𝜌 ∶

𝒜(𝑌 , 𝐵) → 𝒜(𝑋, 𝐴)，满足 𝜌(𝒮𝑌 ,𝐵) ⊆ 𝒮𝑋,𝐴
1，使得

𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = 𝜏(𝑒𝑥
𝑎𝜌(𝑓 𝑦

𝑏 )), 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵,

其中 𝒮𝑋,𝐴 = span{𝑒𝑥
𝑎 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑎 ∈ 𝐴}，𝒮𝑌 ,𝐵 = span{𝑓 𝑦

𝑏 ∶ 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑏 ∈ 𝐵}。

该刻画利用了由一个玩家的指标确定的代数𝒜(𝑋, 𝐴)上的 amenable的迹态。
我们旨在将命题 5.1.3推广至模仿游戏情形，即利用由一个玩家的投影生成的更
小的代数来刻画完美量子逼近策略。定理 5.2.3 将引入的 von Neumann 代数 𝒰
即起此作用。定理 5.2.2为模仿游戏 𝒢提供了 𝑝 ∈ 𝒞𝑞𝑎(𝒢)的充分条件。不同于文
献 [30] 定理 3.2的结果，我们仅在 |𝑋| = |𝐴| = 2的情形下证明了定理 5.2.2的逆
命题成立。该定理是否可推广至一般情形仍然是开放问题，值得进一步探究。

1原文 [41] 中 𝒮𝑋,𝐴 与 𝒮𝑌 ,𝐵 的顺序有误，此处给出正确形式。
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5.2 模仿游戏的完美量子逼近策略

首先我们给出一个命题5.1.1的加强版本，它是命题5.1.2在完美量子逼近策
略的情形下的对应。

定理 5.2.1. 设 𝒢 = (𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵, 𝜆)为模仿游戏，且无通讯关联矩阵 𝑝 ∈ 𝒞𝑛𝑠(𝒢)为
完美的关联矩阵 (见定义1.1.4)。则以下条件等价：

(1) 𝑝 ∈ 𝒞𝑞𝑎(𝒢)；
(2) 存在𝒜(𝑋, 𝐴) ⊗min 𝒜(𝑌 , 𝐵)上的态 𝜏 满足

𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) = 𝜏(𝑒𝑥
𝑎 ⊗ 𝑓 𝑦

𝑏 ),

且限制态 𝜏|𝒜(𝑋,𝐴)⊗1与 𝜏|1⊗𝒜(𝑌 ,𝐵)均为迹态。

证明. (2)⇒(1)可直接由命题 5.1.1推得。现证 (1)⇒(2)。
因 𝑝 ∈ 𝒞𝑞𝑎(𝒢)，据 (1-9)知对任意 𝜀 > 0，存在有限维Hilbert空间ℋ1(𝜀), ℋ2(𝜀)、

单位向量 𝜓𝜀、PVM族 {𝑃 𝑥
𝑎 (𝜀) ∶ 𝑎 ∈ 𝐴} ⊂ ℬ(ℋ1(𝜀)) (对每个 𝑥 ∈ 𝑋)以及 {𝑄𝑦

𝑏(𝜀) ∶
𝑏 ∈ 𝐵} ⊂ ℬ(ℋ2(𝜀)) (对每个 𝑦 ∈ 𝑌 )，使得

|𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦) − ⟨𝜓𝜀|𝑃 𝑥
𝑎 (𝜀) ⊗ 𝑄𝑦

𝑏(𝜀)|𝜓𝜀⟩| < 𝜀.

而由完美策略的定义，𝑝 = (𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦)) ∈ 𝒞𝑞𝑎(𝒢) 当且仅当对每个 𝜀 > 0 和
𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 0，我们有

⟨𝜓𝜀|𝑃 𝑥
𝑎 (𝜀) ⊗ 𝑄𝑦

𝑏(𝜀)|𝜓𝜀⟩ < 𝜀. (5-1)

对任意 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 及 𝑏 ∈ 𝐵，定义
𝑥Π𝑦

𝑏(𝜀) = ∑
𝑎∈𝐴,𝜆(𝑥,𝑦,𝑎,𝑏)=1

𝑃 𝑥
𝑎 (𝜀),

则 𝑥Π𝑦
𝑏(𝜀)为 ℬ(ℋ1(𝜀))中的投影。于是由式 (5-1)可得

⟨𝜓𝜀|(1 − 𝑥Π𝑦
𝑏(𝜀)) ⊗ 𝑄𝑦

𝑏(𝜀)|𝜓𝜀⟩
= ∑

𝑎∈𝐴,𝜆(𝑥,𝑦,𝑎,𝑏)=0
⟨𝜓𝜀|𝑃 𝑥

𝑎 (𝜀) ⊗ 𝑄𝑦
𝑏(𝜀)|𝜓𝜀⟩

= ∑
𝑎∈𝐴,𝜆(𝑥,𝑦,𝑎,𝑏)=0

𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦)

< |𝐴|𝜀.

因 (1 − 𝑥Π𝑦
𝑏(𝜀)) ⊗ 𝑄𝑦

𝑏(𝜀)为幂等元，故

‖(1 − 𝑥Π𝑦
𝑏(𝜀)) ⊗ 𝑄𝑦

𝑏(𝜀)|𝜓𝜀⟩‖ = ⟨𝜓𝜀|(1 − 𝑥Π𝑦
𝑏(𝜀)) ⊗ 𝑄𝑦

𝑏(𝜀)|𝜓𝜀⟩
1
2 < 𝑀1𝜀

1
2 .

由模仿游戏的定义，对 𝑏 ≠ 𝑏′及 𝑦 ∈ 𝑌，存在 𝑥 ∈ 𝑋 使得

∑
𝑎∈𝐴

𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏)𝜆 (𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏′) = 0.
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对如此选取的 𝑥, 𝑦, 𝑏, 𝑏′，有

⟨𝜓𝜀 |𝑥Π𝑦
𝑏(𝜀) ⊗ 𝑄𝑦

𝑏′(𝜀)| 𝜓𝜀⟩
= ∑

𝑎∈𝐴,𝜆(𝑥,𝑦,𝑎,𝑏)=1
⟨𝜓𝜀 |𝑃 𝑥

𝑎 (𝜀)𝑄𝑦
𝑏′(𝜀)| 𝜓𝜀⟩

= ∑
𝑎∈𝐴,𝜆(𝑥,𝑦,𝑎,𝑏)=1

𝑝(𝑎, 𝑏′ ∣ 𝑥, 𝑦).

由模仿游戏的条件，当 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 1时 𝑝(𝑎, 𝑏′ ∣ 𝑥, 𝑦) < 𝜀，故

⟨𝜓𝜀 |𝑥Π𝑦
𝑏(𝜀) ⊗ 𝑄𝑦

𝑏′(𝜀)| 𝜓𝜀⟩ < |𝐴|𝜀,

即
‖𝑥Π𝑦

𝑏(𝜀) ⊗ 𝑄𝑦
𝑏′(𝜀)|𝜓𝜀⟩‖ < 𝑀2𝜀

1
2 .

定义
Π𝑦

𝑏(𝜀) = ⋀
𝑥∈𝑋

𝑥Π𝑦
𝑏(𝜀),

上式中投影算子的交定义为全空间 ℋ 到所有 𝑥Π𝑦
𝑏(𝜀)的像空间的交的投影。由投

影的 De Morgan律得
1 − Π𝑦

𝑏(𝜀) = ⋁
𝑥∈𝑋

(1 − 𝑥Π𝑦
𝑏(𝜀)).

从而有

‖(1 − Π𝑦
𝑏(𝜀)) ⊗ 𝑄𝑦

𝑏(𝜀)|𝜓𝜀⟩‖

=
‖

( ⋁
𝑥∈𝑋

(1 − 𝑥Π𝑦
𝑏(𝜀))) ⊗ 𝑄𝑦

𝑏(𝜀)|𝜓𝜀⟩
‖

⩽ ∑
𝑥∈𝑋

‖(1 − 𝑥Π𝑦
𝑏(𝜀)) ⊗ 𝑄𝑦

𝑏(𝜀)|𝜓𝜀⟩‖

<𝑀3𝜀
1
2 .

对 𝑏′ ≠ 𝑏 ∈ 𝐵，亦有

‖Π𝑦
𝑏(𝜀) ⊗ 𝑄𝑦

𝑏′(𝜀)|𝜓𝜀⟩‖ ⩽ ‖𝑥Π𝑦
𝑏(𝜀) ⊗ 𝑄𝑦

𝑏′(𝜀)|𝜓𝜀⟩‖ < 𝑀4𝜀
1
2 .

现在我们可以证明以下的不等式：

‖(1 ⊗ 𝑄𝑦
𝑏 (𝜀) − Π𝑦

𝑏 (𝜀) ⊗ 1)|𝜓𝜀⟩‖

=
‖(1 ⊗ 𝑄𝑦

𝑏 (𝜀) − Π𝑦
𝑏 (𝜀) ⊗ ∑

𝑏′∈𝐵
𝑄𝑦

𝑏′(𝜀))|𝜓𝜀⟩
‖

⩽ ‖(1 − Π𝑦
𝑏(𝜀)) ⊗ 𝑄𝑦

𝑏(𝜀)|𝜓𝜀⟩‖ + ∑
𝑏′≠𝑏

‖Π𝑦
𝑏(𝜀) ⊗ 𝑄𝑦

𝑏′(𝜀)|𝜓𝜀⟩‖

<𝑀5𝜀
1
2 ,
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因此，对任意 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑌 及 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐵，有

|⟨𝜓𝜀|((1 ⊗ 𝑄𝑦1
𝑏1

(𝜀))(1 ⊗ 𝑄𝑦2
𝑏2

(𝜀)) − (1 ⊗ 𝑄𝑦1
𝑏1

(𝜀))(Π𝑦2
𝑏2

(𝜀) ⊗ 1))|𝜓𝜀⟩|
= |⟨(1 ⊗ 𝑄𝑦1

𝑏1
(𝜀))𝜓𝜀 ∣ (1 ⊗ 𝑄𝑦2

𝑏2
(𝜀) − Π𝑦2

𝑏2
(𝜀) ⊗ 1)𝜓𝜀⟩|

⩽ ‖(1 ⊗ 𝑄𝑦1
𝑏1

(𝜀))|𝜓𝜀⟩‖ ⋅ ‖(1 ⊗ 𝑄𝑦2
𝑏2

(𝜀) − Π𝑦2
𝑏2

(𝜀) ⊗ 1)|𝜓𝜀⟩‖
<𝑀6𝜀

1
2 ,

由张量积的定义，下面的交换性是显然的：

⟨𝜓𝜀|(1 ⊗ 𝑄𝑦1
𝑏1

(𝜀))(Π𝑦2
𝑏2

(𝜀) ⊗ 1)|𝜓𝜀⟩ = ⟨𝜓𝜀|(Π𝑦2
𝑏2

(𝜀) ⊗ 1)(1 ⊗ 𝑄𝑦1
𝑏1

(𝜀))|𝜓𝜀⟩,

类似可得

|⟨𝜓𝜀|((Π𝑦2
𝑏2

(𝜀) ⊗ 1)(1 ⊗ 𝑄𝑦1
𝑏1

(𝜀)) − (1 ⊗ 𝑄𝑦2
𝑏2

(𝜀))(1 ⊗ 𝑄𝑦1
𝑏1

(𝜀)))|𝜓𝜀⟩| < 𝑀7𝜀
1
2 .

综上得关键估计式

|⟨𝜓𝜀|((1 ⊗ 𝑄𝑦1
𝑏1

(𝜀))(1 ⊗ 𝑄𝑦2
𝑏2

(𝜀)) − (1 ⊗ 𝑄𝑦2
𝑏2

(𝜀))(1 ⊗ 𝑄𝑦1
𝑏1

(𝜀)))|𝜓𝜀⟩| < 𝑀8𝜀
1
2 . (5-2)

现构造所需态 𝜏。选取 {𝑃 𝑥
𝑎 (𝜀) ∶ 𝑎 ∈ 𝐴}与 {𝑄𝑦

𝑏(𝜀) ∶ 𝑏 ∈ 𝐵}后，可得 ∗-同态

𝜋𝜀,𝐴 ∶ 𝒜(𝑋, 𝐴) → ℬ(ℋ1(𝜀))
𝑒𝑥

𝑎 ↦ 𝑃 𝑥
𝑎 (𝜀),

及

𝜋𝜀,𝐵 ∶ 𝒜(𝑌 , 𝐵) → ℬ(ℋ2(𝜀))
𝑓 𝑦

𝑏 ↦ 𝑄𝑦
𝑏(𝜀).

根据Brown与Ozawa的专著 [46]推论 3.5.5，𝜋𝜀,𝐴⊗min𝜋𝜀,𝐵 ∶ 𝒜(𝑋, 𝐴)⊗min𝒜(𝑌 , 𝐵) →
ℬ(ℋ1(𝜀) ⊗ ℋ2(𝜀))为有界 ∗-同态，故对任意 𝜀 > 0，

𝜏𝜀 ∶ 𝒜(𝑋, 𝐴) ⊗min 𝒜(𝑌 , 𝐵) → ℂ
𝑒𝑥

𝑎 ⊗ 𝑓 𝑦
𝑏 ↦ ⟨𝜓𝜀|𝑃 𝑥

𝑎 (𝜀) ⊗ |𝜓𝜀⟩

为 𝒜(𝑋, 𝐴) ⊗min 𝒜(𝑌 , 𝐵) 上的态。取 𝜀 = {1
𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ}，得到态序列 {𝜏 1

𝑛
}。由

Banach-Alaoglu定理知存在弱 ∗-聚点 𝜏。结合估计式

|𝜏𝜀((1 ⊗ 𝑓 𝑦1
𝑏1

)(1 ⊗ 𝑓 𝑦2
𝑏2

) − (1 ⊗ 𝑓 𝑦2
𝑏2

)(1 ⊗ 𝑓 𝑦1
𝑏1

))| < 𝑀8𝜀
1
2 ,

由 𝜀的任意性得

𝜏((1 ⊗ 𝑓 𝑦1
𝑏1

)(1 ⊗ 𝑓 𝑦2
𝑏2

) − (1 ⊗ 𝑓 𝑦2
𝑏2

)(1 ⊗ 𝑓 𝑦1
𝑏1

)) = 0,

通过归纳可证 𝜏|1⊗𝒜(𝑌 ,𝐵)为迹态。同理可证 𝜏|𝒜(𝑋,𝐴)⊗1的迹性。
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接下来，我们为模仿游戏 𝒢的 𝑝 ∈ 𝒞𝑞𝑎(𝒢)提供一个充分条件。

定理 5.2.2. 设 𝒢 = (𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵, 𝜆)为模仿游戏，且无通讯关联矩阵 𝑝 ∈ 𝒞𝑛𝑠(𝒢)为
完美关联。若存在 von Neumann代数 𝒰、∗-同态 𝜌 ∶ ℂ⟨𝑋, 𝐴⟩ ⊗a𝑙𝑔 ℂ⟨𝑌 , 𝐵⟩ → 𝒰
及 𝒰 上的 amenable的迹态 𝜏 使得

𝜏 ∘ 𝜌(𝑒𝑥
𝑎 ⊗ 𝑓 𝑦

𝑏 ) = 𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦), (5-3)

则 𝑝 ∈ 𝒞𝑞𝑎(𝒢)成立。

证明. 由于 𝜏 在 𝒰 上是 amenable的，根据命题2.1.5 (即 [46]定理 6.2.7)，存在态

𝜎 ∶ 𝒰 ⊗min 𝒰o𝑝 → ℂ

满足
𝜎(𝑎 ⊗ 𝑏o𝑝) = 𝜏(𝑎𝑏).

利用 𝜌可定义以下 ∗-同态：

𝜌1 ∶ ℂ⟨𝑋, 𝐴⟩ → 𝒰
𝑒𝑥1

𝑎1 ⋯ 𝑒𝑥𝑛
𝑎𝑛 ↦ 𝜌(𝑒𝑥1

𝑎1 ⋯ 𝑒𝑥𝑛
𝑎𝑛 ⊗ 1),

与

𝜌2 ∶ ℂ⟨𝑌 , 𝐵⟩ → 𝒰o𝑝

𝑓 𝑦1
𝑏1

⋯ 𝑓 𝑦𝑛
𝑏𝑛

↦ 𝜌(1 ⊗ 𝑓 𝑦𝑛
𝑏𝑛

⋯ 𝑓 𝑦1
𝑏1

)o𝑝.

通过泛性质将 𝜌1 与 𝜌2 连续延拓至 𝒜(𝑋, 𝐴)和 𝒜(𝑌 , 𝐵)，分别记为 𝜃1 与 𝜃2。
再次应用 [46]推论 3.5.5可得：

𝜃 ∶ 𝒜(𝑋, 𝐴) ⊗min 𝒜(𝑌 , 𝐵) → 𝒰 ⊗min 𝒰o𝑝, 𝑎 ⊗ 𝑏 ↦ 𝜃1(𝑎) ⊗ 𝜃2(𝑏)

为有界 ∗-同态。
定义

𝜑 ∶ 𝒜(𝑋, 𝐴) ⊗min 𝒜(𝑌 , 𝐵) → ℂ

为 𝜑 = 𝜎 ∘ 𝜃。由其构造可知 𝜑为态，且满足

𝜑(𝑒𝑥
𝑎⊗𝑓 𝑦

𝑏 ) = 𝜎(𝜃1(𝑒𝑥
𝑎)⊗𝜃2(𝑓 𝑦

𝑏 )) = 𝜏(𝜌(𝑒𝑥
𝑎⊗1)𝜌(1⊗𝑓 𝑦

𝑏 )) = 𝜏∘𝜌(𝑒𝑥
𝑎⊗𝑓 𝑦

𝑏 ) = 𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦).

故 𝑝 ∈ 𝒞𝑞𝑎(𝒢)得证。

定理 5.2.2的形式与文献 [30]定理 3.2相似，但后者为充要条件。我们证明了
当 |𝑋| = |𝐴| = 2且附加一定的内蕴条件时定理 5.2.2的逆命题成立，并推测其在
一般情况下亦成立。
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定理 5.2.3. 设 𝒢 = (𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵, 𝜆)为模仿游戏，满足 |𝑋| = |𝐴| = 2且 𝑝 ∈ 𝒞𝑞𝑎(𝒢)。
根据命题 5.1.1，存在𝒜(𝑋, 𝐴) ⊗min 𝒜(𝑌 , 𝐵)上的态 𝜑使得

𝜑(𝑒𝑥
𝑎 ⊗ 𝑓 𝑦

𝑏 ) = 𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦).

通过 GNS构造可得 Hilbert空间 ℋ、单位向量 |𝜓⟩ ∈ ℋ 及 ∗-表示

𝜋 ∶ 𝒜(𝑋, 𝐴) ⊗min 𝒜(𝑌 , 𝐵) → ℬ(ℋ) (5-4)

满足
𝜑(𝑎) = ⟨𝜓|𝜋(𝑎)|𝜓⟩, ∀𝑎 ∈ 𝒜(𝑋, 𝐴) ⊗min 𝒜(𝑌 , 𝐵).

令
𝔄 ∶= 𝜋(𝒜(𝑋, 𝐴) ⊗ 1), 𝔅 ∶= 𝜋(1 ⊗ 𝒜(𝑌 , 𝐵)). (5-5)

显然 𝔄与 𝔅均为 𝐶∗-代数。假设 𝜋|𝒜(𝑋,𝐴)⊗1 ∶= 𝜋1 和 𝜋|1⊗𝒜(𝑌 ,𝐵) ∶= 𝜋2 是单射，
则存在 von Neumann代数 𝒰、∗-同态 𝜌 ∶ ℂ⟨𝑋, 𝐴⟩ ⊗a𝑙𝑔 ℂ⟨𝑌 , 𝐵⟩ → 𝒰 及 𝒰 上的
amenable的迹态 𝜏 使得

𝜏 ∘ 𝜌(𝑒𝑥
𝑎 ⊗ 𝑓 𝑦

𝑏 ) = 𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦). (5-6)

证明. 由于 𝜑是可分𝐶∗-代数𝒜(𝑋, 𝐴)⊗min 𝒜(𝑌 , 𝐵)上的收缩的线性泛函，Hilbert
空间 ℋ 是可分内积空间

𝒜(𝑋, 𝐴) ⊗min 𝒜(𝑌 , 𝐵)/{𝑥 ∈ 𝒜(𝑋, 𝐴) ⊗min 𝒜(𝑌 , 𝐵) ∶ 𝜑(𝑥∗𝑥) = 0}

的完备化，其内积定义为 ⟨𝑥|𝑦⟩ ∶= 𝜑(𝑦∗𝑥)。特别地，𝒞(𝑋, 𝐴) ⊗a𝑙𝑔 𝒞(𝑌 , 𝐵)在商空
间中的象在 ℋ 中稠密。
令

𝒰 = 𝔄WOT, 𝒱 = 𝔅
WOT

(5-7)

分别为𝔄, 𝔅的弱算子拓扑闭包。此时𝒰, 𝒱 是互为交换的 von Neumann代数。根
据 [45]定理 5.1.2，𝔄的弱算子闭包与强算子闭包一致（均为𝒰），𝒱 也如此同理。

由于 𝜋|𝒜(𝑋,𝐴)⊗1 ∶= 𝜋1 和 𝜋|1⊗𝒜(𝑌 ,𝐵) ∶= 𝜋2 是单射，其逆映射 𝜋−1
1 与 𝜋−1

2 构
成等距表示。根据 [46]推论 3.5.5可得态

𝜙 ∶ 𝔄 ⊗min 𝔅 → ℂ
𝑎 ⊗ 𝑏 ↦ 𝜑(𝜋−1

1 (𝑎) ⊗ 𝜋−1
2 (𝑏)).

定义态

𝜏 ∶ 𝒰 → ℂ,
𝑎 ↦ ⟨𝜓|𝑎|𝜓⟩.

下面证明 𝜏 和 𝒰 即为定理所需。我们将证明过程拆分成以下的断言：

断言 5.2.1. 𝜏 是 𝔄上的迹态。
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证明思路类似 [41]定理 5.1。令

𝑃 𝑥
𝑎 = 𝜋(𝑒𝑥

𝑎 ⊗ 1) ∈ 𝔄 (𝑥 ∈ 𝑋, 𝑎 ∈ 𝐴); 𝑄𝑦
𝑏 = 𝜋(1 ⊗ 𝑓 𝑦

𝑏 ) ∈ 𝔅 (𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑏 ∈ 𝐵). (5-8)

这些 𝑃 𝑥
𝑎 与 𝑄𝑦

𝑏 均为投影算子。对任意 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑏 ∈ 𝐵，定义投影

𝑥Π𝑦
𝑏 = ∑

𝑎∈𝐴
𝜆(𝑥,𝑦,𝑎,𝑏)=1

𝑃 𝑥
𝑎 ∈ 𝔄. (5-9)

由 𝑝的完美性可得：

⟨𝜓 |𝑄𝑦
𝑏| 𝜓⟩ = ∑

𝑎∈𝐴
⟨𝜓 |𝑃 𝑥

𝑎 𝑄𝑦
𝑏| 𝜓⟩ = ∑

𝑎∈𝐴
𝜆(𝑥,𝑦,𝑎,𝑏)=1

⟨𝜓 |𝑃 𝑥
𝑎 𝑄𝑦

𝑏| 𝜓⟩ = ⟨𝜓 |𝑥Π𝑦
𝑏𝑄𝑦

𝑏| 𝜓⟩ ,

由于 (𝐼 −𝑥 Π𝑦
𝑏)𝑄𝑦

𝑏 是幂等元，可得

‖ (𝐼 − 𝑥Π𝑦
𝑏) 𝑄𝑦

𝑏|𝜓⟩‖2 = ⟨𝜓 |(𝐼 −𝑥 Π𝑦
𝑏) 𝑄𝑦

𝑏| 𝜓⟩ = 0,

即
𝑥Π𝑦

𝑏𝑄𝑦
𝑏|𝜓⟩ = 𝑄𝑦

𝑏|𝜓⟩, 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑏 ∈ 𝐵. (5-10)

根据模仿游戏的定义，对 𝑏 ≠ 𝑏′ ∈ 𝐵和 𝑦 ∈ 𝑌，存在 𝑥 ∈ 𝑋 满足

∑
𝑎∈𝐴

𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏)𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏′) = 0,

对此特定选取的 𝑥, 𝑦, 𝑏, 𝑏′，有

⟨𝜓 |𝑥Π𝑦
𝑏𝑄𝑦

𝑏′| 𝜓⟩ = ∑
𝑎∈𝐴

𝜆(𝑥,𝑦,𝑎,𝑏)=1

⟨𝜓 |𝑃 𝑥
𝑎 𝑄𝑦

𝑏′| 𝜓⟩ = 0,

故得
𝑥Π𝑦

𝑏𝑄𝑦
𝑏′|𝜓⟩ = 0. (5-11)

类似于 [41]的处理方式，定义

Π𝑦
𝑏 = ⋀

𝑥∈𝑋

𝑥Π𝑦
𝑏 ∈ 𝒰. (5-12)

由 (5-10), (5-11)及模仿游戏定义可得

Π𝑦
𝑏𝑄𝑦

𝑏|𝜓⟩ = 𝑄𝑦
𝑏|𝜓⟩;

Π𝑦
𝑏𝑄𝑦

𝑏′|𝜓⟩ = 0 (𝑏′ ≠ 𝑏).

因此有

Π𝑦
𝑏|𝜓⟩ = Π𝑦

𝑏 ( ∑
𝑏′∈𝐵

𝑄𝑦
𝑏′)

|𝜓⟩ = Π𝑦
𝑏𝑄𝑦

𝑏|𝜓⟩ = 𝑄𝑦
𝑏|𝜓⟩, ∀𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑏 ∈ 𝐵. (5-13)
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类似地，定义
𝑦Ξ𝑥

𝑎 = ∑
𝑏∈𝐵

𝜆(𝑥,𝑦,𝑎,𝑏)=1

𝑄𝑦
𝑏 ∈ 𝔅, (5-14)

以及
Ξ𝑥

𝑎 = ⋀
𝑦∈𝑌

𝑦Ξ𝑥
𝑎 ∈ 𝒱 , (5-15)

可得
Ξ𝑥

𝑎|𝜓⟩ = 𝑃 𝑥
𝑎 |𝜓⟩, ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑎 ∈ 𝐴. (5-16)

令 𝒦𝒰 (对应地 𝒦𝒱 )表示 {𝐴|𝜓⟩ ∶ 𝐴 ∈ 𝒰} (对应地 {𝐵|𝜓⟩ ∶ 𝐵 ∈ 𝒱 })的闭
包。对任意 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 和 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴，有

𝑃 𝑥1
𝑎1 ⋯ 𝑃 𝑥𝑛

𝑎𝑛 |𝜓⟩ = Ξ𝑥𝑛
𝑎𝑛 ⋯ Ξ𝑥1

𝑎1 |𝜓⟩ ∈ 𝒦𝒱 , (5-17)

由此可得 𝒦𝒰 ⊆ 𝒦𝒱，同理 𝒦𝒱 ⊆ 𝒦𝒰。令 𝒦 ∶= 𝒦𝒰 = 𝒦𝒱，显然 𝒦在投影算子
𝑃 𝑥

𝑎 和 𝑄𝑦
𝑏 作用下不变。因此可将其限制在 𝒦上讨论，不妨设 𝒦 = ℋ。根据 [41]

定理 5.1的证明可知
Π𝑦

𝑏Π𝑦′

𝑏 = 0 且 ∑
𝑏∈𝐵

Π𝑦
𝑏 = 1. (5-18)

基于上述讨论，可得关键等式：

⟨𝜓|𝑃 𝑥1
𝑎1 𝑃 𝑥2

𝑎2 |𝜓⟩ = ⟨𝜓|𝑃 𝑥1
𝑎1 Ξ𝑥2

𝑎2 |𝜓⟩
= ⟨𝜓|Ξ𝑥2

𝑎2 𝑃 𝑥1
𝑎1 |𝜓⟩

= ⟨Ξ𝑥1
𝑎2 𝜓|Ξ𝑥1

𝑎1 |𝜓⟩
= ⟨𝑃 𝑥2

𝑎2 𝜓|𝑃 𝑥1
𝑎1 |𝜓⟩

= ⟨𝜓|𝑃 𝑥2
𝑎2 𝑃 𝑥1

𝑎1 |𝜓⟩,

即
⟨𝜓|𝑃 𝑥1

𝑎1 𝑃 𝑥2
𝑎2 |𝜓⟩ = ⟨𝜓|𝑃 𝑥2

𝑎2 𝑃 𝑥1
𝑎1 |𝜓⟩.

通过归纳法与线性性可证 𝜏 在 𝔄上构成迹态。

断言 5.2.2. 𝜏 为 𝒰 上的迹态。

设 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒰。由于已证ℋ可分，根据 [44]定理 1.2.2的推论，存在序列 {𝑎𝑛} ⊂
𝔄, {𝑏𝑛} ⊂ 𝔄使得 𝑎𝑛 → 𝑎, 𝑏𝑛 → 𝑏在强算子拓扑下收敛。由乘法运算的序列连续
性，可得 𝑎𝑛𝑏𝑛 → 𝑎𝑏在强算子拓扑下收敛 (参见 [60]问题 113)。

特别地，对任意正实数 𝜀 > 0，存在𝑁 ∈ ℕ使得当 𝑛 > 𝑁 时，

|⟨𝜓|(𝑎𝑏 − 𝑎𝑛𝑏𝑛)|𝜓⟩| ⩽ ‖|𝜓⟩‖ ⋅ ‖(𝑎𝑏 − 𝑎𝑛𝑏𝑛)|𝜓⟩‖ < 𝜀, (5-19)

由于已证 𝜏 是 𝔄上的迹态，即

⟨𝜓|(𝑎𝑛𝑏𝑛 − 𝑏𝑛𝑎𝑛)|𝜓⟩ = 0. (5-20)
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类似可证

|⟨𝜓|(𝑏𝑎 − 𝑏𝑛𝑎𝑛)|𝜓⟩| ⩽ ‖|𝜓⟩‖ ⋅ ‖(𝑏𝑎 − 𝑏𝑛𝑎𝑛)|𝜓⟩‖ < 𝜀. (5-21)

联立方程 (5-19), (5-20)与 (5-21)可知，对任意 𝜀 > 0有

|⟨𝜓|(𝑎𝑏 − 𝑏𝑎)|𝜓⟩| ⩽ |⟨𝜓|(𝑎𝑏 − 𝑎𝑛𝑏𝑛)|𝜓⟩|+|⟨𝜓|(𝑎𝑛𝑏𝑛 − 𝑏𝑛𝑎𝑛)|𝜓⟩|+|⟨𝜓|(𝑏𝑎 − 𝑏𝑛𝑎𝑛)|𝜓⟩| < 2𝜀.
(5-22)

因 𝜀可任意小，故推得对任意 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒰 有

⟨𝜓|(𝑎𝑏 − 𝑏𝑎)|𝜓⟩ = 0.

这表明 𝜏 是 𝒰 上的迹态。

断言 5.2.3. 𝜏 是 amenable的迹态。

根据 [46]定理 6.2.7(即命题2.1.5)，我们需要构造有界线性泛函

𝜎 ∶ 𝒰 ⊗min 𝒰o𝑝 → ℂ

满足
𝜎(𝑎 ⊗ 𝑏o𝑝) = 𝜏(𝑎𝑏).

现给出 𝜎的具体构造：定义

Φ ∶ 𝒰 ⊗min 𝒱 → ℂ
𝑎 ⊗ 𝑏 ↦ ⟨𝜓|𝑎𝑏|𝜓⟩,

我们需证 Φ有界 (即连续)。由 [47] 定理 4.4.7，Φ是双正规的。因 |𝑋| = |𝐴| = 2，
𝒜(𝑋, 𝐴)等距同构于群 𝐶∗-代数 ℂ∗(ℤ∗2

2 )。由于 𝜋|𝒜(𝑋,𝐴)⊗1 是等距映射，故 𝔄等
距于 𝒜(𝑋, 𝐴) ≃ ℂ∗(ℤ∗2

2 )。因群 ℤ∗2
2 是 amenable的 [24](其上存在一个左平移不变

的概率测度)，因此𝔄是 exact的，即存在一个忠实表示 𝜋 ∶ 𝒜 → ℬ(ℋ)以及以下
交换图逐点地渐近成立：

𝐴 ℬ(ℋ)

𝑀𝑘𝑛(ℂ)

𝜙𝑛

𝜋

𝜓𝑛

由 [46]定理 9.3.1，𝔄具有如下的性质 C ( [46]定义 9.2.2):对任意的 𝐶∗-代数 𝐵，

𝔄∗∗ ⊗a𝑙𝑔 𝐵∗∗ ↪ (𝔄⊗min)∗∗

在最小张量范数下是连续的，其中𝔄∗∗是𝔄的二次对偶，↪是典则的嵌入映射。
结合 𝔄, 𝔅 在弱算子拓扑下分别在 𝒰, 𝒱 中稠密 (即式 (5-7) 成立)，并且

Φ|𝔄⊗min𝔅 = 𝜙，根据 [46] 引理 9.2.9 可知 Φ 连续 (即关于最小张量积范数有界)。
为方便引用，我们在这里重新叙述此引理如下：
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引理 5.2.1. ([46]引理 9.2.9)设𝑀, 𝑁 为 von Neumann代数，𝐵 ⊂ 𝑀 和 𝐷 ⊂ 𝑁 分
别为其弱稠密的 𝐶∗-子代数。若 Φ ∶ 𝑀 ⊗a𝑙𝑔 𝑁 → ℬ(ℋ)是双正规的保持单位元
的完全正映射，且 𝐵具有性质 C，Φ在 𝐵 ⊗a𝑙𝑔 𝐷上关于最小张量范数连续，则
Φ在𝑀 ⊗a𝑙𝑔 𝑁 上亦然。

现定义 ∗-同态 𝑠 ∶ 𝒰o𝑝 → 𝒱。首先在 𝔄o𝑝上定义：

𝑠((𝑃 𝑥𝑛
𝑎𝑛 ⋯ 𝑃 𝑥1

𝑎1 )o𝑝) = 𝑠 ((𝑃 𝑥1
𝑎1 )o𝑝 • ⋯ • (𝑃 𝑥𝑛

𝑎𝑛 )o𝑝) = Ξ𝑥1
𝑎1 ⋯ Ξ𝑥𝑛

𝑎𝑛 , (5-23)

显然这是 𝔄o𝑝到 𝒱 的 ∗-同态。根据 (5-17)有

𝑠(𝑎o𝑝)|𝜓⟩ = 𝑎|𝜓⟩, ∀𝑎 ∈ 𝔄. (5-24)

将 𝑠延拓至𝒰o𝑝。设 𝑎o𝑝 ∈ 𝒰o𝑝，取强算子拓扑收敛于 𝑎o𝑝的序列 {𝑎o𝑝
𝑛 } ⊂ 𝔄。

对任意 |𝜉⟩ ∈ ℋ，存在 {𝑏𝑡} ⊂ 𝒰 使得

|𝜉⟩ = lim
𝑡→∞

𝑐𝑡|𝜓⟩.

即对 ∀𝜀 > 0，存在𝑁1 ∈ ℕ，当 𝑡 > 𝑁1时

‖|𝜉⟩ − 𝑐𝑡|𝜓⟩‖ < 𝜀. (5-25)

下面证明 {𝑠(𝑎o𝑝
𝑛 )|𝜉⟩}是 Cauchy序列。首先有

‖𝑠(𝑎o𝑝
𝑛 − 𝑎o𝑝

𝑚 )|𝜉⟩‖ ⩽ ‖𝑠(𝑎o𝑝
𝑛 − 𝑎o𝑝

𝑚 )𝑏𝑠|𝜓⟩‖ + ‖𝑠(𝑎o𝑝
𝑛 − 𝑎o𝑝

𝑚 )(|𝜉⟩ − 𝑏𝑠𝜓⟩)‖, (5-26)

由于 {𝑎op
𝑛 }是强收敛的，根据一致有界原理，可知 {‖𝑎op

𝑛 − 𝑎op
𝑚 ‖}存在一致上界。

结合 𝑠在 𝔄上的有界性 (由于 𝑠是 𝔄上的同态，从而使谱收缩)，我们可以推出
𝑠(𝑎op

𝑛 − 𝑎op
𝑚 ) ∈ 𝒱 是有界算子，即

‖𝑠(𝑎op
𝑛 − 𝑎op

𝑚 )‖ ⩽ 𝑀1,

进而可取 𝑡 > 𝑁1使得

‖𝑠(𝑎op
𝑛 − 𝑎op

𝑚 )(|𝜉⟩ − 𝑏𝑠𝜓⟩)‖ < 𝑀1𝜀. (5-27)

对于 ‖𝑠(𝑎o𝑝
𝑛 − 𝑎o𝑝

𝑚 )𝑏𝑠|𝜓⟩‖，有

‖𝑠(𝑎o𝑝
𝑛 − 𝑎o𝑝

𝑚 )𝑏𝑠|𝜓⟩‖2

= ‖𝑏𝑠(𝑎𝑛 − 𝑎𝑚)|𝜓⟩‖2

= ⟨𝜓|(𝑎𝑛 − 𝑎𝑚)∗𝑏∗
𝑠𝑏𝑠(𝑎𝑛 − 𝑎𝑚)|𝜓⟩

= ⟨𝜓|𝑏∗
𝑠𝑏𝑠(𝑎𝑛 − 𝑎𝑚)(𝑎𝑛 − 𝑎𝑚)∗|𝜓⟩ (5-28)

⩽ ⟨𝜓|𝑏∗
𝑠𝑏𝑠|𝜓⟩

1
2 ⟨𝜓|(𝑎𝑛 − 𝑎𝑚)(𝑎𝑛 − 𝑎𝑚)∗|𝜓⟩

1
2

= ⟨𝜓|𝑏∗
𝑠𝑏𝑠|𝜓⟩

1
2 ⟨𝜓|(𝑎𝑛 − 𝑎𝑚)∗(𝑎𝑛 − 𝑎𝑚)|𝜓⟩

1
2 , (5-29)
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其中 (5-28)与 (5-29)利用了 𝜏(⋅) = ⟨𝜓| ⋅ |𝜓⟩的迹性。
当 𝑠 → ∞时，

⟨𝜓|𝑏∗
𝑠𝑏𝑠|𝜓⟩

1
2 = ‖𝑏𝑠|𝜓⟩‖ → ‖|𝜉⟩‖.

取充分大 𝑠使
⟨𝜓|𝑏∗

𝑠𝑏𝑠|𝜓⟩
1
2 < 2‖|𝜉⟩‖.

由于
⟨𝜓|(𝑎𝑛 − 𝑎𝑚)∗(𝑎𝑛 − 𝑎𝑚)|𝜓⟩

1
2 = ‖(𝑎𝑛 − 𝑎𝑚)|𝜓⟩‖,

且 {𝑎op
𝑛 }在强算子拓扑下收敛于 𝑎op，同时𝒰 op与𝒰 的元素及拓扑结构一致，可

知 {𝑎𝑛|𝜓⟩}是 Cauchy序列。即对 ∀𝜀 > 0，存在𝑁2 ∈ ℕ使得当 ∀𝑛, 𝑚 > 𝑁2时，

⟨𝜓|(𝑎𝑛 − 𝑎𝑚)∗(𝑎𝑛 − 𝑎𝑚)|𝜓⟩
1
2 < 𝜀.

不失一般性，可设 𝜀 < 1。于是存在𝑀2 = √2‖|𝜉⟩‖ > 0使得

‖𝑠(𝑎op
𝑛 − 𝑎op

𝑚 )𝑏𝑠|𝜓⟩‖ < 𝑀2𝜀, (5-30)

结合 (5-26), (5-27)与 (5-30)，{𝑠(𝑎o𝑝
𝑛 )|𝜉⟩}确为 Cauchy序列。记 𝑠(𝑎o𝑝)|𝜉⟩为其极

限。不难验证此延拓是良定义的。

下面证明 𝑠是 ∗-同态。设 𝑎o𝑝, 𝑏o𝑝 ∈ 𝒰o𝑝，对应序列 {𝑎o𝑝
𝑛 }, {𝑏o𝑝

𝑛 } ⊂ 𝔄o𝑝分别强
收敛于它们。由乘法运算的序列连续性，𝑎o𝑝

𝑛 • 𝑏o𝑝
𝑛 = (𝑏𝑛𝑎𝑛)𝑜𝑝强收敛于 𝑎o𝑝 • 𝑏o𝑝 =

(𝑏𝑎)o𝑝。对任意 |𝜉⟩ ∈ ℋ，有

𝑠(𝑎o𝑝 • 𝑏o𝑝)|𝜉⟩ = lim
𝑛→∞

𝑠(𝑎o𝑝
𝑛 • 𝑏o𝑝

𝑛 )|𝜉⟩ (5-31)

= lim
𝑛→∞

𝑠(𝑎o𝑝
𝑛 )𝑠(𝑏o𝑝

𝑛 )|𝜉⟩ (5-32)

= lim
𝑛→∞

𝑠(𝑎o𝑝
𝑛 )𝑠(𝑏o𝑝)|𝜉⟩

= 𝑠(𝑎o𝑝)𝑠(𝑏o𝑝)|𝜉⟩,

其中式 (5-31)根据 𝑠的定义获得，式 (5-32)成立是因为 𝑠是 𝔄上的 ∗-同态。因
此 𝑠是从 𝒰 op到 𝒱 的 ∗-同态，其有界性由 [44]定理 1.3.2保证。此外，根据 𝑠的
连续性 (即有界性)，可知式 (5-24)对所有 𝑎op ∈ 𝒰 op成立。

定义 𝜎 ∶ 𝒰 ⊗min 𝒰o𝑝 → ℂ为

𝜎 = Φ ∘ (id ⊗ 𝑠), (5-33)

其有界性已证。对任意 𝑎 ∈ 𝒰 和 𝑏 ∈ 𝒰o𝑝，有

𝜎(𝑎 ⊗ 𝑏o𝑝) = Φ(𝑎 ⊗ 𝑠(𝑏o𝑝)) = ⟨𝜓|𝑎 ⋅ 𝑠(𝑏o𝑝)|𝜓⟩ = ⟨𝜓|𝑎 ⋅ 𝑏|𝜓⟩ = 𝜏(𝑎𝑏). (5-34)

故 𝜏 是 amenable的迹态。
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最后，令

𝜌 ∶ ℂ⟨𝑋, 𝐴⟩ ⊗a𝑙𝑔 ℂ⟨𝑌 , 𝐵⟩ → 𝒰
𝑒𝑥

𝑎 ⊗ 𝑓 𝑦
𝑏 ↦ 𝑃 𝑥

𝑎 ⋅ Π𝑦
𝑏.

由 (5-18)知 𝜌良定义。直接计算得

𝜏 ∘ 𝜌(𝑒𝑥
𝑎 ⊗ 𝑓 𝑦

𝑏 ) = ⟨𝜓|𝑃 𝑥
𝑎 Π𝑦

𝑏|𝜓⟩ = ⟨𝜓|𝑃 𝑥
𝑎 𝑄𝑦

𝑏|𝜓⟩
=⟨𝜓|𝜋(𝑒𝑥

𝑎 ⊗ 𝑓 𝑦
𝑏 )|𝜓⟩ = 𝜑(𝑒𝑥

𝑎 ⊗ 𝑓 𝑦
𝑏 ) = 𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦).

(5-35)

定理得证。

注 5.2.1. 定理 5.2.3 中使用的 von Neumann 代数 𝒰 = 𝜋(𝒜(𝑋, 𝐴) ⊗ 1)WOT
(其中

∗-同态 𝜋 如 (5-4) 所定义) 与命题 5.1.3 中的小代数 𝒜(𝑋, 𝐴) 起着相同作用。此
处选择 von Neumann代数而非 𝐶∗-代数，是因为 (5-12)中定义的 Π𝑦

𝑏 是 𝐶∗-代数
𝔄 = 𝜋(𝒜(𝑋, 𝐴) ⊗ 1)中投影元的交，此类投影元未必属于 𝔄本身。

5.3 开放问题与讨论

在定理 5.2.2与 5.2.3中，我们尝试推广 [41]的结果，利用 amenable的迹态刻
画模仿游戏的完美量子逼近策略。我们推测定理 5.2.2的逆命题在一般情况下亦
成立。

猜想 5.3.1. 设 𝒢 = (𝑋, 𝑌 , 𝐴, 𝐵, 𝜆)为模仿游戏，𝑝 ∈ 𝒞𝑛𝑠(𝒢)为完美的无通讯关联矩
阵。下列陈述等价：

(i) 𝑝 ∈ 𝒞𝑞𝑎(𝒢)；
(ii) 存在 von Neumann代数 𝒰 及其上 amenable的迹态 𝜏，以及从泛游戏代

数 ℂ⟨𝑋, 𝐴⟩ ⊗a𝑙𝑔 ℂ⟨𝑌 , 𝐵⟩到 𝒰 的 ∗-同态 𝜌，满足

𝜏 ∘ 𝜌(𝑒𝑥
𝑎 ⊗ 𝑓 𝑦

𝑏 ) = 𝑝(𝑎, 𝑏 ∣ 𝑥, 𝑦).

定理 5.2.2已证 (ii)⇒(i)方向。对于 (i)⇒(ii)，我们认为 von Neumann代数 𝒰
应构造为 𝜋(𝒜(𝑋, 𝐴) ⊗ 1)在弱算子拓扑下的闭包。为证明 𝜏的 amenable性质，需
验证映射 𝒰 ⊗min 𝒰o𝑝 → ℂ, 𝑎 ⊗ 𝑏 ↦ 𝜏(𝑎𝑏)关于最小张量范数连续。为此，我们
尝试通过如下路径证明以上映射的连续性：

𝒰 ⊗min 𝒰𝑜𝑝 id⊗𝑠−−−→ 𝒰 ⊗min 𝒱 𝛼−→ ℬ(ℋ)
𝑎⊗𝑏↦⟨𝜓|𝑎⋅𝑏|𝜓⟩
−−−−−−−−−−−→ ℂ,

其中 ℋ 来自 𝜑的 GNS构造。
在定理 5.2.3的证明中，我们已获得 𝑠的连续性。但映射

𝛼 ∶ 𝒰 ⊗min 𝒱 → ℬ(ℋ), 𝑎 ⊗ 𝑏 ↦ 𝑎 ⋅ 𝑏

可能不满足关于最小张量范数的连续性。我们注意到如下反例存在：
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例 5.3.1. ([46] 练习 3.6.3)设 Γ为离散群，𝜆 × 𝜌 ∶ 𝐶∗
𝜆 (Γ) ⊙ 𝐶∗

𝜌 (Γ) → 𝔹 (ℓ2(Γ))为
左、右正则表示的乘积映射。则 Γ是 amenable的当且仅当 𝜆 × 𝜌关于最小张量范
数连续。

若取 Γ = 𝐹2为二个元素生成的自由群，因 𝐹2不是 amenable的群，故 𝜆 × 𝜌
关于最小张量范数不连续。然而，此反例并不直接否定猜想 5.3.1，因𝒰 与 𝒱 具
有更丰富的结构。引理5.2.1是保证最小范数下的连续性的充分条件，但一般情
形下 𝛼的连续性未知。因此，我们无法判定猜想 5.3.1对一般模仿游戏是否成立，
或是否需要附加其他条件。此外，定理 5.2.1独立于命题 5.3.1，其虽较命题 5.1.1
更精细，但对猜想 5.3.1的证明作用尚不明确。
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第 6章 总结与展望

本文系统研究了几类量子非局域游戏的完美策略的刻画，取得了以下成果：

对于两回答游戏，我们通过分析可分 Hilbert空间上交换算子策略的表示结
构，证明了无限维情形下两回答游戏有完美交换算子策略当且仅当其有完美经
典策略。这一结果将有限维的结论拓展至无穷维情形，并以此给出了一个特殊形
式的非交换代数上的零点定理。

针对正则镜像游戏，我们提出基于泛游戏代数的约简方法，将完美交换算
子策略的存在性问题转化为非交换代数上的理想成员判定问题。利用非交换
Gröbner 基与半正定规划的工具给出了判定算法，实现了对该类游戏无完美策
略的判定。

在模仿游戏的研究中，我们首先证明了其存在完美量子逼近策略等价于最
小张量积上存在一个对应的双迹态。特别地，在附加一定条件的二元问题集情形
下，我们证明了完美量子逼近策略与 amenable迹态存在的等价性，为一些特殊
的模仿游戏的完美量子逼近策略提供了刻画条件。

我们未来研究的方向包括：

(1) 按照是否有不同形式的完美策略，对量子非局域游戏进行分类或给出
更简单易行的刻画条件；

(2) 探讨游戏的“同步性质”对泛游戏代数的简化作用，给出更一般的框架；
(3) 利用自检测的相关结果研究非局域游戏的最优策略的唯一性；
(4) 利用非局域游戏的工具构造 Connes嵌入猜想的显式反例。
量子非局域游戏的策略分类问题始终与算子代数、非交换代数几何等前沿

理论深度交织。随着MIP∗=RE [21]等突破性成果的出现，这一领域正展现出连接
基础数学与量子理论的独特潜力。本文工作为相关交叉研究提供了新的理论工
具，也为未来探索量子优越性的代数本质奠定了基础。
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