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Abstract

This thesis includes two parts of work: numerical sparse interpolation and
computing simple multiple zeros of polynomial systems. For a univariate polynomial,
both Lagrange interpolation and Newton interpolation need as many samples as the
degree of the polynomial. Since Prony’s work in 1795, sparse interpolation bas been
widely studied. If the sparsity is known, Prony’s method needs as many samples as
the sparsity, therefore it simplifies the computation. However, Prony’s method has
its own difficulties on deciding the sparsity and handling the bad conditioning of the
Hankel system.

Generally speaking, Prony’s method solves the Hankel system to determine the
terms, then solves the Vandermonde system to compute the coefficients. However,
both Hankel matrix and Vandermonde matrix could have exponentially large con-
dition numbers. At STOC 2015, Ankur Moitra gave an in-depth analysis of how
oversampling improves the conditioning of the Vandermonde systems arising from
sparse interpolation and signal recovery from numeric data.

Based on Moitra’s results, we prove that oversampling can also cause the phase
transition for the singular values of Hankel matrices. Moreover, we show that the
singular values of the Vandermonde matrix can be bounded from those of the Hankel
matrix. Therefore by testing the phase transition of the singular values of the Hankel
matrix, we can get well-conditioned Hankel and Vandermonde systems.

The early termination strategy has been used to determine the sparsity since
Kaltofen and Lee’s work in 2003. They proved that the determinant of the shifted
Hankel matrix is a non-zero polynomial, whose leading coefficient won’t be zero until
the sparsity is reached. It has been kept open that whether the unshifted Hankel
matrix has such early termination theorem, as the leading coefficient of the unshifted
Hankel matrix could be zero. Moreover, it is difficult to decide the singularity of the
Hankel matrix due to its large condition number.

We define a partial oder on monomials, under which we prove the leading
coefficient and ‘sub-leading’ coefficient won’t be zero simultaneously, therefore prove
the early termination theorem for un-shifted Hankel matrix. Additionally, combining
with the phase transition of the singular values of Hankel matrices, we provide an
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algorithm to decide the sparsity more accurately.

For an isolated simple root of a polynomial, Smale’s α-theory ensures that when
an approximate root is close enough to the accurate root, the Newton iteration has
quadratic convergence.

For simple multiple roots, Li and Zhi gave a modified Newton iteration by
computing a basis for the local dual space of the approximate root. They gave a
non-quantified proof for the quadratic convergence of the algorithm. However, it’s
difficult to give the convergence radius.

For simple double zero and simple triple zero whose Jacobian matrix is of nor-
malized form, we define modified Newton iteration and prove its quantified quadratic
convergence when the starting point is close to the exact simple multiple zero. For
a simple multiple zero of an arbitrary multiplicity whose Jacobian matrix may not
have a normalized form, we perform unitary transformations and modified Newton
iterations, and prove its non-quantified quadratic convergence. If the multiplicity is
three, we prove its quantified quadratic convergence.

Combining with our theorem on computing the separation bound for roots of
polynomial systems, we can also certify the existence of a simple multiple zero of a
polynomial system.

Keywords: Hankel matrix, early termination, simple multiple zeros
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1.1

1.1.1

Prony 1795 年 作 , 研究 科学研究

应用. 单 数 : K
, f ∈ K[x], 中:

f(x) =
t∑

i=1

cix
ei , ci ̸= 0.

t f . (x, f(x)) t, ci, ei.

t , ω p 单位 , Prony 数

f(ω0), . . ., f(ω2t−1) Hankel 系统:
a0 · · · at−1

a1 · · · at
...

...
...

at−1 · · · a2t−2

 .


λ0

λ1

...

λt−1

 = −


at

at+1

...

a2t−1

 ,

中 a(i) = f(ωi), 系数 Ht. λi ei:

zt − λt−1z
t−1 − · · · − λ0 = (z − ωe1)(z − ωe2) · · · (z − ωet).

Vandermode 系统 ci:
1 · · · 1

ωe1 · · · ωet

...
...

...

ωe1(t−1) · · · ωet(t−1)

 .


c1

c2
...

ct

 = −


a0

a0+1

...

at−1

 ,

中系数 Vt.

系统 者 , Prony 中 Hankel
Vandermonde 数 指数 [1, 2]. 中,
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Prony 数 . , 数 系

统 数 . Moitra [3, 理 2.3, 3.1] 中 指 数

Vandermonde 数 , 位

系统 ∆, m > 1 + 1
∆

,

m− 1 +
1

∆
≥ σ2

1 ≥ σ2
2 ≥ · · · ≥ σ2

t ≥ m− 1− 1

∆
,

中 Vm m Vandermonde , σi i , ∆ 中 .

, 中 Hankel . Moitra
[3, 1] 中, 作 . 中指 , Hankel

Vandermonde , m ≥ t,
t . .
, [4] 中 理 t :

Ĥm m 位 Hankel ,

Ĥm =


a1 a2 . . . am

a2 a3 . .
.

am+1

...
... . .

. ...

am am+1 . . . a2m−1

 ,

m ≤ t , Ĥm ,
. m = t+ 1 Ĥm . det(Ĥm)

t.

理 : det(Ĥm) 系数 : 2c1 · · · cm ̸= 0,
位 Hankel , det(Hm) 系数 : c1 · · · cm−1

(∑t
τ=m cτ

)
,

. 位 Hankel 类 理 2003 年

. , Hankel 数,
数 中 , t

.

1.1.2

系统 f = {f1, . . . , fn} 理 If , 中 fi ∈ C[X1, . . . , Xn],
f µ 指 x ∈ Cn:

1. f(x) = 0,
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2. r > 0 B(x, r) B(x, r) ∩ f−1(0) = {x},

3. µ = dim(C[X]/Qf,x),

中

B(x, r) := {y ∈ Cn : ∥y − x∥ < r},

Qf,x If 支, 理

mx = (X1 − x1, . . . , Xn − xn).

[5] 中, Rouché 理 [6], (3)

(3a) , f 数 g, B(x, r) 中 m 单 .

Smale α 理 γ 理 ( [7], [8–14]):

Df(x) f x Jacobian . f(x) = 0 Df(x) ,
x f 单 . :

Nf (x) = x−Df(x)−1f(x). (1.1)

Shub Smale [12]

γ(f, x) = sup
k≥2

∥∥∥∥Df(x)−1 · D
kf(x)

k!

∥∥∥∥ 1
k−1

, (1.2)

中 Dkf f k , , f

k 导数, ∥ · ∥ 数.

[7, 理 1] ,

∥z − x∥ ≤ 3−
√
7

2γ(f, x)
, (1.3)

z Newton , 单 x.

[7, 理 2], 系统 f z

α(f, z) ≤ 13− 3
√
17

4
≈ 0.157671, (1.4)

中 α(f, z) = β(f, z)γ(f, z)

β(f, z) = ∥z −Nf (z)∥ = ∥Df(z)−1f(z)∥,
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z , f 单 ξ,

∥z − ξ∥ ≤ 2β(f, z).

α 理 γ 理 用 系统 单 理 ,
. , 系统 ?

单 (Jacobian 1) , [15]
, Newton , .

, .
, 单 ,

.

1.2 论文

1.2.1

中, [3] 中 Vandermonde 位 ,
Hankel 位 ,

. m ≥ 1 + 1
∆
≥ t Hankel t ,

m , Hm t 1. , m ≥ t ,
Vandermonde 系统 数 应 Hankel 数 . ,

Hankel 数 系统. ,
ω 数.

中, 理 ([4, 理 4]) 位 Hankel
, [4] 中 . 位

理, , ζ Hankel
Hm, Hm+1, . . . , Hm+ζ−1 t 1 − ϵ

ϵ. 数 , , 别 , 3.1 中
中 ζ .

1.2.2

单 单 , Jacobian (4.12)
, γ 理 . , ξ f

单 , z , 理 5.1 中 ,

∥z − ξ∥ < 0.0318

γ2(f, ξ)2
,
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k 1 中 , :

∥∥Nk
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

ξ f 单 , z , 理 5.2 中 ,

∥z − ξ∥ < 0.0154

γ3(f, ξ)3
,

k 2 中 , :

∥∥Nk
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

系统 单 Jacobian (4.12),
系统, 系统 单 z

Jacobian :

Df(z) =

 0 Σn−1

σn 0

 , (1.5)

中 σn Σn−1 . , 用

n− 1 , 系统 (
) 系统 (1.5). 作 [15,

1] , . 理 5.3 ,

γ̂µ(f, z)∥z − ξ∥ < 1

2
,

3 Nf (z) :

∥Nf (z)− ξ∥ = O(∥z − ξ∥2).

理 5.4 中 , ξ f 单 , z,

∥z − ξ∥ < 0.0098

γ3(f, ξ)3
,

, k 3 中 , :

∥∥Nk
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

理 5.4 , 3 数 单

.
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, g(X) = f(X) − f(x) −
∑

1≤k≤µ−1 Hk(X − x)k, γµ = γµ(g, x). [16,
理 8] 指 ,

∥f(x)∥+
∑

1≤k≤µ−1

∥Hk∥
(

d

4γµ
µ

)k

<
dµ+1

2 (4γµ
µ)

µ ∥A−1∥
, (1.6)

f x d
4γµ

µ
中 µ ( 数), 中 d 1

数, Hk A f x . 系统 单

: ξ 系统 f 单 µ , x0 , f x0

3 中 x. x (1.6), d
4γµ

µ
< 1

2γµ

理 5.3 , f x d
4γµ

µ
µ , x

3 ξ.



Prony 数 中 ,
Hankel 位 , m

, Hm t 1. Hm 单

.

2.1

Prony . K , f ∈ K[x], 中:

f =
t∑

i=1

cix
ei , ci ̸= 0.

p deg(f) 数. ai = f(ωi), 中 ω p 单位

. Hm a0, . . . , a2m−2 Hankel , :

Hm =


a0 · · · am−1

a1 · · · am
...

...
...

am−1 · · · a2m−2

 . (2.1)

Hm :
Hm = Vm ·D · V T

m , (2.2)

中 Vm m× t Vandermonde , :

Vm =


1 · · · 1

ωe1 · · · ωet

...
...

...

ωe1(m−1) · · · ωet(m−1).

 (2.3)

D t× t , :

D =


c1

. . .

ct

 . (2.4)

V T
m Vandermonde Vm .
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, 理 f ,
, 2 ≤ j ≤ t , Ht j × j .

j > t , Hj . : j , Hj

j = t + 1. Hankel : [17] 研究
Hankel Ht 数 用 [2] 中 用

Hankel Ht, Hankel Ht+1 数

.

用 Hankel 数 ([18]). 用

: [3, 19–21]. 别 , [3]
中, Ankur Moitra m > 1/∆+ 1 Vandermonde 数

, 中 ∆ f 中 .

用 Hankel 位

理 f .

2.2

[3] 中 理 2.3, m > 1
∆
+ 1 Hm t

, f : Hankel
—— 1 − ϵ ϵ . 中 K

指 数 .

2.1 ( [20]). 记 B 表示与区间 [0, 1] 上的点一一对应的单位圆周, 对点集
B ⊂ B , 其最小隔离界定义为 B 中任意两点的最小距离:

∆(B) = inf
(b,b′)∈B:b ̸=b′

|b− b′|, (2.5)

其中 |b− b′| 表示圆上距离, 即 b 和 b′ 间的劣弧长度除以 2π.

ω = e2πij/p, 0 ≤ j < p, (2.6)

中 数 j .

∆ = ∆(ωe1 , . . . , ωet).

1 +
1

∆
> t.

理 [3].



数 9

2.1. 记 σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σt 为 Vm 的奇异值, 如果 m > 1 + 1
∆

, 那么

m− 1 +
1

∆
≥ σ2

1 ≥ σ2
2 ≥ · · · ≥ σ2

t ≥ m− 1− 1

∆
. (2.7)

Vm 的条件数 κ 满足:
κ2 ≤ m+ 1/∆− 1

m− 1/∆− 1
. (2.8)

m > 1 + 1
∆

, (2.7) (2.8) 中 用 σt(Hm)

σ1(Hm). 用 Vm t σt(Vm) σt(Hm). Hm

: Hm = Vm ·D
1
2 ·D 1

2 · V T
m , : Wm = Vm ·D

1
2 ∈ Cm×t.

:

2.1. σt(Hm) > σ2
t (Wm).

. Wm = U · Σ · V Wm , 中 U ∈ Cm×m, Σ ∈ Cm×t,
V ∈ Ct×t, W †

m Wm Moore-Penrose ( [22] ),
W †

m = V H · Σ† · UH , 中 V H UH V U Hermitian , Σ†

Σ 中 . [23] 中 :

H†
m = (Wm ·WT

m)
† = (WT

m)
† ·W †

m, (2.9)

:
σ1(H

†
m) 6 σ1((W

T
m)

†) · σ1(W
†
m) = σ2

1(W
†
m). (2.10)

:
σ1(H

†
m) =

1

σt(Hm)
, σ1(W

†
m) =

1

σt(Wm)
, (2.11)

.

2.1. 对 m > t, 有如下结论:

σt(Hm) ≥ σ2
t (Vm) · min

1≤i≤t
|ci|. (2.12)

. Hm : Hm = Vm ·D
1
2 ·D 1

2 · V T
m , :

Wm = Vm ·D
1
2 ∈ Cm×t.

i ̸= j ωei ̸= ωej , m ≥ t, Vm ∈ Cm×t . ,
ci ̸= 0, D ∈ Ct×t .

rank(Hm) = rank(D) = rank(Wm) = rank(Vm) = t.
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Wm t . ,

σt(Wm) = min
rank(A)<t

∥Wm − A∥2. (2.13)

A0 (2.13) 中 , A0 ·D− 1
2 t. :

σt(Vm) = min
rank(B)<t

∥Vm −B∥2,

≤ ∥Vm − A0 ·D− 1
2∥2

= ∥(Vm ·D
1
2 − A0) ·D− 1

2∥2

≤ ∥Wm − A0∥2 · ∥D− 1
2∥2

= σt(Wm) · ∥D− 1
2∥2.

1
∥D−1/2∥22

= min1≤i≤t |ci|, 2.1 :

σ2
t (Wm) ≥ σ2

t (Vm) · min
1≤i≤t

|ci|. (2.14)

2.1 理 2.1 .

2.1. 当 Wt 是一个实矩阵的时候, σt(Ht) = σ2
t (Wt), 否则有可能存在以下关

系: σt(Ht) > σ2
t (Wt). 例如, 定义如下两个矩阵:

V2 =

1 1

1 2

 , D =

−1 0

0 2

 , (2.15)

那么

H2 =

1 3

3 7

 , W2 =

i
√
2

i 2
√
2

 , (2.16)

因此

σ2(H2) = 0.243 > σ2
2(W2) = 0.169. (2.17)

2.2. 引理 2.1 只有当 m ≥ t 时成立. 当 m < t 时, 可以构造出条件数很好
的 Vandermonde 矩阵 Vm, 其对应一个奇异的 Hankel 矩阵 Hm = Vm ·D · V T

m , 见
例 3.1.

2.2. 对给定的 f 及 ω, 当 m > 1 + 1
∆
时,

σt(Hm) ≥
(
m− 1− 1

∆

)
· min
1≤i≤t

|ci|, (2.18)

并且
σ1(Hm)

σt(Hm)
≤

m− 1 + 1
∆

m− 1− 1
∆

· max1≤i≤t |ci|
min1≤i≤t |ci|

. (2.19)
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. m > 1 + 1
∆

, 理 2.1,

m− 1 +
1

∆
≥ σ2

1(Vm) ≥ σ2
t (Vm) ≥ m− 1− 1

∆
. (2.20)

m > 1 + 1
∆
≥ t , (2.12) :

σt(Hm) ≥ σ2
t (Vm) · min

1≤i≤t
|ci| ≥

(
m− 1− 1

∆

)
· min
1≤i≤t

|ci|.

, σ1(Hm) Hm 数,

σ1(Hm) ≤ σ1(Vm) · σ1(D) · σ1(V
T
m )

= σ2
1(Vm) · max

1≤i≤t
|ci|

≤
(
m− 1 +

1

∆

)
· max
1≤i≤t

|ci|.

(2.19) .

理 Hankel t 1.

2.3. 如果 m 满足:
m ≥ 1 +

1

∆
+ max

1≤i≤t

1

|ci|
, (2.21)

则 σt(Hm) ≥ 1.

. 理 2.2, m ≥ 1 + 1
∆

,

σt(Hm) ≥
(
m− 1− 1

∆

)
· min
1≤i≤t

|ci|.

, m (2.21),

σt(Hm) ≥ max
1≤i≤t

1

|ci|
· min
1≤i≤t

|ci| = 1.

理 [24, 25].

2.4. 设 σj(A) 为 A 的第 j 个奇异值. 假设 E 为扰动矩阵. 那么对
1 ≤ i ≤ dim(A), 都有:

|σi(A+ E)− σi(A)| ≤ ∥E∥2. (2.22)
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2.3. 在准确情形下, 对 m ≥ t+ 1, 都有

σj(Hm) = 0, t+ 1 ≤ j ≤ m.

因此, 由定理 2.4,

|σj(Hm + E)| ≤ ∥E∥2 , ϵ, t+ 1 ≤ j ≤ m. (2.23)

定理 2.3 中的常数 1 可以用任一常数 τ > 2ϵ 替代, 因此 Hm + E 的奇异值可以

被严格的分成两个部分: 当 j ≤ t 时, σj(Hm + E) ≥ τ − ∥E∥2 > ϵ, 当 j > t 时,
σj(Hm + E) ≤ ϵ.

理 2.3 (2.23) t ,
:

• m: Hankel ;

• ϵ: Hankel ;

• nσ≥1−ϵ: Hm−1 1− ϵ 数;

• nσ≤ϵ: Hm−1 ϵ 数;

• ζ: :nσ≥1−ϵ(Hm+i) = nσ≥1−ϵ(Hm−1),

nσ≤ϵ(Hm+i) = m+ i− nσ≥1−ϵ(Hm−1),
(2.24)

0 ≤ i ≤ ζ − 1 i .

NSD

- f(x): 单 f , x f(x);

- ϵ: Hankel .

- t: f(x) .

1 deg(f) p, 中 p 数.

2 数 j ∈ [1, p− 1], ω ← e2πij/p, nσ≥1−ϵ ← 0, nσ≤ϵ ← 0,
k ← 0, m← 1, H1 ← f(1).
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3 k < ζ

- Hm ;

l1 ← 1− ϵ 数;

l2 ← ϵ 数.

- l1 + l2 = m l1 = nσ≥1−ϵ

k ← k + 1.

,

k ← 0.

- nσ≥1−ϵ ← l1, nσ≤ϵ ← l2, m← m+ 1.

- f(x) ω2m−3 ω2m−2 Hm.

4 k < ζ, 3 , t← nσ≥1−ϵ.

2.5. 假设 Hankel 矩阵的误差可由 ϵ 界定, 上述算法当 m 满足以下条件的时

候终止:
m ≥ 1 +

1

∆
+ max

1≤i≤t

1

|ci|
+ (ζ − 1). (2.25)

算法 NSD 在较高概率下返回 f 的稀疏度 t.

. 理 2.3, m :

m ≥ 1 +
1

∆
+ max

1≤i≤t

1

|ci|
,

σt(Hm) 1. 理 2.4,

|σt(Hm + E)| ≥ |σt(Hm)| − ∥E∥2 ≥ 1− ϵ.

m ≥ t+ 1 ,
σj(Hm) = 0, t+ 1 ≤ j ≤ m.

理 2.4 (2.23) , j = t+ 1, . . . ,m,

|σj(Hm + E)| ≤ ∥E∥2 ≤ ϵ.

(2.24) ζ .

NSD f t 3.1 中
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2.4. 由于 (2.25) 中给出的最小样本个数依赖于 min1≤i≤t |ci|, 如果上述最小
值远小于 1, 不等式 (2.19) 提供了一个更好的终止算法的判别准则.

理 Vandermonde Vm t Hankel
Hm t .

2.6. 对 m > t, 有以下估计

σt(Vm) ≥
σt(Hm)

2mmax1≤i≤t |ci|
. (2.26)

. Vm = U · Σ · V Vm , 中 Σ ∈ Cm×t, U ∈ Cm×m,
V ∈ Ct×t.

σt(Vm) = min
rank(B)<t

∥Vm −B∥2,

= ∥Vm − V̄m∥2,

中

V̄m = U · diag(σ1(Vm), . . . , σt−1(Vm), 0) · V.

:
σt(Hm) = min

rank(A)<t
∥VmDV T

m − A∥2

≤ ∥VmDV T
m − V̄mDV̄ T

m∥2
= ∥VmDV T

m − VmDV̄ T
m + VmDV̄ T

m − V̄mDV̄ T
m∥

≤ ∥VmD(V T
m − V̄ T

m )∥2 + ∥(Vm − V̄m)DV̄ T
m∥2

≤ σt(Vm)∥Vm∥2∥D∥2 + σt(Vm)∥V̄m∥2∥D∥2
≤ 2σt(Vm)∥Vm∥2∥D∥2
≤ 2m max

1≤i≤t
|ci|σt(Vm).

(2.25) 中 数 ∆. [2] 中
, . 理 [2, 理 4.3] .

2.7. 假设 p 为素数并且 p > deg(f). ω = e2πij/p, 其中 j 在 0 < j < p 中均匀

随机选取, 则在至少 1− 1
2k
的概率下, 下式成立:

∆ >
1

2kt2
, ∀k ∈ Z>0. (2.27)
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. [2, 理 4.3]中 . u < v , eu > ev, 2.1,

∆ =
1

p
· min
1≤u<v≤t

min{δu,v, p− δu,v}, (2.28)

中

δu,v = eu · j − ev · j mod p.

(eu − ev) mod p
(
t
2

)
≤ t2

2
. k ∈ Z>0,

l =
p

2kt2
, (2.29)

c ∈ {1, . . . , ⌊l⌋} ∪ {p− ⌊l⌋+ 1, . . . , p},
中 数 ⌊l⌋ ≤ l 数, j ∈ Zp

δu,v = c.

, p deg(f) 数, [eu − ev] Zp 中 ,
j = (eu − ev)

−1 · c mod p,

eu ev, 2 · ⌊l⌋ j

min{δu,v, p− δu,v} ≤ l. (2.30)

(2.30) δu,v , j (t2/2) · 2 · ⌊l⌋ , (2.28)

(2.29), ∆ ≤ ⌊l⌋
p
≤ l

p
≤ 1

2kt2
:

≤ t2

2
· 2 · ⌊l⌋ · 1

p
≤ t2

2
· 2l · 1

p
=

1

2k
,

2.1. 假设 f = 2x109 − 5x59 + x58 + 2x47 + 3x35, 取 ζ = 5.

1. 令 ω = e2πi/119, 假设 Hm 的误差可由 ϵ = 0.05 限制. f 在 ω 点的最小隔离界为:

∆(ω109, . . . , ω35) =
1

119
.

当 m 增长到大于 16 时, 总会出现以下现象: Hm 有 5 个奇异值严格大于 1, 而
其他的奇异值严格小于 0.05. 因此算法将在 21 = 16 + 5 步之后终止并且返回

t = 5.

进一步有 σ1(H4)
σ4(H4)

≈ 48.7, σ1(H5)
σ5(H5)

≈ 4387. 因此, 如果我们用 Hm 条件数的骤然增

加去判断 f 的稀疏度, 那我们会返回一个错误的结论: t = 4.

同样我们注意理论上最差的情况, 我们可以通过 1
∆
+ 1 = 120 个样本便可检测

到稀疏度并得到一个良态的 Vandermonde 矩阵, 但是实际上算法 NSD 可以更
早地终止, 例如 V16 的条件数是 8.6.
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2. 如果对 ω 进行一个随机的旋转, 例如令 ω = e2πi·9/119. 最小分离距离将会增大:

∆(ω109, . . . , ω35) ≈ 1/13.

这样, 算法将会提前 8 步终止, 即当 m = 8 时条件 (2.24) 满足.

2.1: 2.1 中



3.1 , 中 NSD m t

. NSD , [4] 中 ,
理 位 Hankel , ,

NSD t .

3.1 位

, , [4]
t . [4] 中

, , 2t+1 , 2t+1

数. [4] 中 Kaltofen
Lee Ben-Or Tiwari [26] 中 Prony .
系数 K .

f(x1, . . . , xn) =
t∑

j=1

cj x
ej,1
1 · · · xej,n

n , cj ∈ K, cj ̸= 0 (3.1)

K[x1, . . . , xn] 中 t ,

αi = f(xi
1, . . . , x

i
n) ∈ K[x1, . . . , xn], i = 1, 2, 3, . . .

α0 = c1 + · · ·+ ct

 . (3.2)

Hm(h1, . . . , h2m−1) =



h1 h2 . . . hm

h2 h3 . .
.

hm+1

h3 h4 . .
.

hm+2

...
... . .

. ...

hm hm+1 . . . h2m−1


(3.3)

h1, . . ., h2m−1 m 位 Hankel . [4] 中 理 4 :

∀m, 1 ≤ m ≤ t : det(Hm(α1, . . . , α2m−1)) ̸= 0.

m′ ≥ t + 1, det(Hm′(α1, . . . , α2m′−1)) = 0. DeMillo-Lipton/
Schwartz/Zippel 理, 中 ωj ∈ S ⊆ K S 中
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,

1−
(
t3 +

3

2
t2 +

1

2
t
)

deg(f) 1

3 |S|
(3.4)

(|S| S中 数) , detHm(a1, . . . , a2m−1) ̸= 0 ai = αi(ω1, . . . , ωn)

1 ≤ m ≤ t ([4, 理 5]). , , m ,
Hankel (t + 1) × (t + 1), t.
{det(Hm(a1, ..., a2m−1)}1≤m≤t+1 a1,a2, a3, . . ., 用 Berlekam-

p/Massey ([27, 28]) . 中 O(t2) 数

用 . NSD : Hankel Hm+ζ

, 1 − ϵ, ϵ 中

.

, 单 数 (NSD) Ben-Or Tiwari
, (ω0

1, . . ., ω0
n) = (1, 1, . . . , 1) ,

, H1(α0) = c1 + · · · + ct 0. 系数 K 2,
c1 = · · · = ct = 1 , 0 ≤ m ≤ t − 1 t − m 数 m,
det(Hm(α0, . . . , α2m−2)) = 0 ( 3.2). , 系数 2

, m ≥ 2 Hm , [4] 中 α1 位

.

[4] 理 4 中 ( (3.16)), 系数

K,

∀m, 1≤m≤t− 1:


det(Hm(α0, ..., α2m−2))̸=0

者

det(Hm+1(α0, ..., α2m))̸=0.

 (3.5)

, ζ = 2 Hankel ,
, .

3.2 位

2 系数 K, [4] 中 理 4, [4] 2 中
.

3.1. 设系数域 K 的特征不等于 2. 令 αi 如 (3.2) 中定义, Hm 如 (3.3) 中定
义. 那么

det(H1(α0)) = c1 + · · ·+ ct,

det(Hm(α0, . . . , α2m−2)) ̸= 0 , 对任意 2 ≤ m ≤ t.

 (3.6)
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证明. [4] 中 (9) 中 det(Hm(α0, . . ., α2m−2)) ( (2.2)),
. J = {1, 2, . . . , t},

F (y1, . . . , yt) =
∑

{j1,...,jm}⊆J

cj1 · · · cjm
∏

1≤v<u≤m

(yju − yjv)
2 ∈ K[y1, . . . , yt], (3.7)

βj = x
ej,1
1 · · · x

ej,n
n (3.1) 中 j . :

det(Hm(α0, . . . , α2m−2)) = F (β1, . . . , βt). (3.8)

(3.7) 中
(
t
m

)
, (3.7) 中

(
m
2

)
.

K[x1, . . ., xn] F (β1, . . . , βt) 中 单 , K[y1, . . . , yt] F (y1, . . . , yt)

中 单 , , 别 ≽x ≽y. ≻x ≻y
, . , .

F ̸= 0, (3.7) 中 F y1, . . . , yt 数

2
(
m
2

)
= m(m− 1). (3.1) 中 f βj :

β1 ≻x β2 ≻x . . . ≻x βt, (3.9)

yj :

y1 ≻y y2 ≻y · · · ≻y yt. (3.10)

(3.7) 中,
∏

1≤v<u≤m(yju − yjv)
2 中 单 中, 单 ≽y

:
M1 = y2m−2

1 y2m−4
2 · · · y4m−2y

2
m−1 ∈ K[y1, . . . , yt], (3.11)

中 . K[y1, . . . , yt] 中 数 D

, ⊒y:

3.1. 假设 M ∈ K[y1, . . . , yt] 的全次数为 D = m(m− 1). 将 M 中的所有变量

按照 (3.10) 中规定的序从大到小排列, 形成一个列表 (高次变量重复记录), 记为:
vlist(M), 即:

vlist(M) , [yj1 , . . . , yj1︸ ︷︷ ︸
e1 个

, . . . , yjk , . . . , yjk︸ ︷︷ ︸
ek 个

],

其中M=ye1j1 ···y
ek
jk
, e1≥1, ..., ek≥1, j1<j2< · · ·<jk.

记 vlist(M)[ℓ] 表示列表 vlist(M) 中的第 l 个元素, 即 vlist(M)[ℓ] 表示变量 yη,
j1 ≤ η ≤ jk. 假设 M ′ 为 K[y1, . . . , yt] 中另一个全次数为 D 的单项, 定义如下序:

M ⊒y M ′
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⇐⇒ ∀ℓ, 1≤ℓ≤D : η≤η′ 对

 yη=vlist(M)[ℓ],

yη′=vlist(M ′)[ℓ]


⇐⇒ ∀ℓ, 1≤ℓ≤D : vlist(M)[ℓ] ≽y vlist(M ′)[ℓ]. (3.12)

记 M Ay M ′ ⇐⇒M ⊒y M ′ 并且 M ̸= M ′, 表示在 (3.12) 中至少存在一个指标 l,
使得 vlist(M)[ℓ] ≻y vlist(M ′)[ℓ]. 定义

M ̸⊒y M ′

⇐⇒ ∃ℓ, 1≤ℓ≤D : vlist(M ′)[ℓ] ≻y vlist(M)[ℓ]. (3.13)

Ay ( ) : M = y41y
2
3, M ′ = y21y

4
2 ̸= M ,

M ̸Ay M ′, M ′ ̸Ay M . :

M Ay M ′ =⇒M(β1, . . . , βt) ≻x M ′(β1, . . . βt). (3.14)

, ≽x , K[x1, . . . , xn] 中 β, β′, γ, γ′, β ≽x β′,
γ ≽x γ′, βγ ≽x β′γ′; β ≻x β′ γ ≻x γ′, βγ ≻x β′γ′.
(3.9), (3.10), (3.12) : β1, . . . , βt 别 M M ′ 中, (3.14)

, M ∈ K[y1, . . . , yt] (3.11) 中
∏

1≤v<u≤m(yju − yjv)
2

, (3.11) 中 M1, :

M1 ⊒y M. (3.15)

, µ = 1, 2, . . . ,m − 1, yµ vlist(M) 中 位

指 ℓ
[max]
µ : ℓ

[max]
µ = 2(m − 1) + 2(m − 2) + · · · + 2(m − µ), M 中

y1, . . . , yµ ℓ
[max]
µ , M 中 2

(
m−µ
2

)
= (m−µ)(m−µ−1)

ju > µ jv > µ (yju − yjv), M 中 数

(m − µ)(m − µ − 1), y1, . . . , yµ 数应

m(m−1)− (m−µ)(m−µ−1) = ℓ
[max]
µ . µ vlist(M1)中 ,

. 别 , yµ vlist(M1) 中 位 ℓ
[max]
µ−1 + 1 . M1 ̸⊒y M ,

ℓ, 1 ≤ ℓ ≤ D, vlist(M)[ℓ] ≻y vlist(M1)[ℓ] ( (3.12)),
µ′ ≤ µ− 1, yµ′ = vlist(M)[ℓ], yµ = vlist(M1)[ℓ]. vlist(M1) 中 yµ,
ℓ > ℓ

[max]
µ−1 . yµ′ vlist(M) 中 位 ℓ

[max]
µ−1 , µ′ ≤ µ− 1

, (3.15) .

(3.14) (3.15) , M ̸= M1,

M1(β1, . . . , βt) ≻x M(β1, . . . , βt),
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[4, 29] 中 , , 中

应用 . , {j1, . . . , jm} = {1, . . . ,m − 1, τ},
τ = m,m+1, . . . , t, (3.11) 中 M1 (3.7) 中

∏
1≤v<u≤m(yju − yjv)

2

中 , 用 x
ej,1
1 · · · x

ej,n
n βj , :

F (β1, . . . , βt) = c1 · · · cm−1

( t∑
τ=m

cτ

)
M1(β1, . . . , βt) + x1, . . . , xn .

(3.8) cj ̸= 0 :

( t∑
τ=m

cτ

)
̸= 0 =⇒ det(Hm(α0, . . . , α2m−2)) ̸= 0 (3.16)

( [29, 4.2]). ,
∑t

τ=m cτ
∑t

τ=m+1 cτ ,
cm = 0, (3.5) .

(
∑t

τ=m cτ ) = 0, 2 ≤ m ≤ t, (3.7) 中 ≻y
,

M2 = y2m−2
1 y2m−4

2 · · · y4m−2ym−1ym ∈ K[y1, . . . , yt]. (3.17)

y1, . . . , ym, 中 中,
∏

1≤v<u≤m(yju−
yjv)

2, 中 {j1, . . ., jm} = {1, . . . ,m}, 系数 2. M2 (3.7) 中 系数

−2c1 · · · cm. (
∑t

τ=m cτ ) = 0 , M2(β1, . . . , βt) ∈ K[x1, . . . , xn] (3.8)
中 系数 −2c1 · · · cm.

(3.14), (3.7) 中 M2 Ay M M ∈ K[y1, . . . , yt]

M2(β1, . . . , βt) ≻x M(β1, . . . , βt),

(3.8) 中 M2(β1, . . . , βt) 系数 .
M2 ̸⊒y M ( M1). (3.7) 中 M2 ̸⊒y M M ,

(3.15), ℓ, 1 ≤ ℓ ≤ D − 1,

vlist(M2)[ℓ] = vlist(M1)[ℓ] ≽y vlist(M)[ℓ].

, M2 ̸⊒y M vlist(M)[D] = ym−1, D > ℓ
[max]
m−2 ≥ ℓ

[max]
µ , µ ≤ m−2,

yµ 位 D , (3.13), :

vlist(M)[D] ≻y vlist(M2)[D] = ym.

, , M2 ̸⊒y M 单 M , (3.7) 中 系数

0. 中 vlist(M)[D] = ym−1. , M
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∏
1≤v<u≤m(yju − yjv)

2 中, 中 {j1, . . . , jm} = {1, . . . ,m − 1, τ}, m ≤ τ ≤ t.
, {j1, . . . , jm} 中 τ τ ′ m ≤ τ ≤ t, τ < τ ′ ≤ t.∏
1≤v<u≤m(yju − yjv)

2 中 (yτ − yτ ′)
2, 中, M 中

y1, . . . , ym−1 数 m(m− 1), ym−1 vlist(M) 中

D 位 . τ , m ≤ τ ≤ t M2 ̸⊒y M 单

M :
∏

1≤v<u≤m(yju − yjv)
2, {j1, . . . , jm} = {1, . . . ,m− 1, τ} 中 (

, M (3.7) ), M m ≤ τ ≤ t

中, M 系数, aM ( yτ = 0 ), (
∑t

τ=m cτ ) = 0

, M (3.7) 中 系数 :

aMc1 · · · cm−1

(
t∑

τ=m

cτ

)
= 0.

(3.8) 中 M2(β1, . . . , βt) 系数 (3.7) 中 M2 ( 系

数 0). , 系数 −2c1 · · · cm, 系数 2 cj ̸= 0 ,
系数 0. , m, t 2 ≤ m ≤ t,

(
t∑

τ=m

cτ ) = 0 =⇒ det(Hm(α0, . . . , α2m−2)) ̸= 0,

(3.16), 理 3.1 . �

系数 2 , 理 3.1 (3.4) 中
理 , 2t+ 1 , 理 :

1− (t3 − t+ 3) deg(f) 1

3|S|
. (3.18)

(3.18) 中 : a1 = f(ω1, . . . , ωn) 0,
, f (t = 0); , a0 = f(1, . . . , 1)

a2 = f(ω2
1, . . . , ω

2
n), det(H2(a0, a1, a2)) = 0 .

, , det(H1(a1)) = 0

.

3.1. 如果 (3.1) 中的一些指数 ej,ν 为负整数, 定理 3.1 依然成立, 此时
f ∈ K[x1, x

−1
1 , . . . , xn, x

−1
n ] 为关于 x1, . . . , xn 的 Laurent 多项式. 若 0 ̸∈ S, 概率分

析 (3.18) 依然有效, 只需令

deg(f) = max
1≤j≤t

(
n∑

ν=1

ej,ν)−
∑

1≤ν≤n

min
1≤j≤t

(ej,ν).



理 23

3.2. 如果系数域 K 的特征等于 2, c1 = · · · = ct = 1 并且 t−m 为奇数, 那么∏
1≤v<u≤m

(βjv − βju)
2 =

∏
1≤v<u≤m

(β2
jv − β2

ju). (3.19)

事实上,它可以看做由 β2
j1
, . . . , β2

jm 生成的 Vandermonde矩阵 V 的行列式. 那么展
开式 (3.19) 中的每一项都由 V 中每列各取一个元素并相乘得到. 因此由 (3.7) 和
(3.8), det(Hm(α0, . . . , α2m−2)) 中的每项有如下形式: M = β2m−2

j1
· β2m−4

j2
· · · β2

jm−1
.

令 S = {1, . . . , t} \ {j1, . . . , jm−1}, 由于 S 中含有偶数个元素, M 的系数为

cj1 · · · cjm−1 ·
∑

jm∈S cjm = 0. 因此, det(Hm(α0, . . . , α2m−2)) = 0.

3.3

3.1. [1] f =
∑t

j=1 cjx
ej , 中 t = 61, cj = 1, j = 1, . . . , t,

ej =


2(j − 1) j = 1, . . . , 41,

63 + 2(j − 42) j = 42, . . . , 51,

1 + 2(j − 52) j = 52, . . . , 61.

3.1 f 中 ω = e2πi/82 .
:

1. m 23 , Hankel 10−11. [1] 中用
Hankel 数 指数 .

2. m 37 41 中, Hm 22 1,
10−10. ζ ≤ 5, ϵ = 10−10, (2.24),

NSD 位 t = 22. , m

m = 42, Hankel H42 23 1 ,
(2.24).

3. 中, :

∆(ωe1 , . . . , ωet) =
1

82
.

m ≥ 76, Hm 61 1,
10−13. ζ > 5 者 ϵ = 10−13, NSD

t = 61.
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4. , 1 ≤ m ≤ 41 , Vandermonde Vm , 数

1.41 . m 61, Vm 数 1.9× 109. m 62 81,
Vm 数 1.976.

3.1: 3.1 中 .



, 单 .
数 , . 单 , [15, 30, 31] 中

. Jacobian ,
, .

4.1

dα
x : C[X]→ C :

dα
x (g) =

1

α1! · · ·αn!
· ∂|α|g

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n

(x), ∀g ∈ C[X], (4.1)

中 x ∈ Cn, α = [α1, . . . , αn] ∈ Nn.

dα
x

(
(X − x)β

)
=

 1, α = β,

0, .
(4.2)

If 系统 f = {f1, . . . , fn} 理 , 中 fi ∈ C[X1, . . . , Xn].
If x Dx = spanC{dα

x}
Df,x,

Df,x = {Λ ∈ Dx | Λ(g) = 0, ∀g ∈ If}. (4.3)

中 x 中 , dα
x dα1

1 · · · dαn
n .

D(k)
f,x Df,x 中 数 k ,

1. κ = dim
(
D(1)

f,x \ D
(0)
f,x

)
,

2. ρ = min
({

k | dim
(
D(k+1)

f,x \ D(k)
f,x

)
= 0
})

,

3. 数 µ = dim
(
D(ρ)

f,x

)
.

x f , 1 ≤ κ ≤ n ρ < µ <∞.

Φσ : Dx → Dx, :

Φσ(d
α1
1 · · · dαn

n ) =

 dα1
1 · · · dασ−1

σ · · · dαn
n , ασ > 0,

0, .
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Df,x ,
: ( [32–35])

∀Λ ∈ D(k)
f,x, Φσ(Λ) ∈ D(k−1)

f,x , σ = 1, . . . , n. (4.4)

4.2

x f 单 , : f(x) = 0, dim kerDf(x) = 1. [35]
中 作 1 ,

dim(D(k)
f,x \ D

(k−1)
f,x ) = 1, k = 1 . . . , ρ, ρ = µ− 1. (4.5)

If 单 x :

Df,x = spanC{Λ0,Λ1, . . . ,Λµ−1},

中 deg(Λk) = k Λ0 = 1. Λ1 = a1,1d1 + · · · + a1,ndn, ,
a1,1 = 1. Ψσ : Dx → Dx :

Ψσ(d
α1
1 · · · dαn

n ) =

 dασ+1
σ · · · dαn

n , α1 = · · · = ασ−1 = 0,

0, .

k = 2, . . . , µ− 1, :
Φ1(Λk) = a1,1Λk−1 + · · ·+ ak−1,1Λ1 + ak,1Λ0,
...

Φn(Λk) = a1,nΛk−1 + · · ·+ ak−1,nΛ1 + ak,nΛ0.

(4.6)

a1,1 = 1, ak,1 = 0 (k = 2, . . . , n), 系统 (4.6) Λk = ∆k + ak,2d2 + · · · +
ak,ndn, 中

∆k =
n∑

σ=1

Ψσ(a1,σΛk−1 + · · ·+ ak−1,σΛ1), (4.7)

Λk(fi) = 0, i = 1, . . . , n, ak,2, . . . , ak,n:
d2(f1) · · · dn(f1)

...
. . .

...

d2(fn) · · · dn(fn)




ak,2
...

ak,n

 = −


∆k(f1)

...

∆k(fn)

 . (4.8)

[15, 30, 31].

[5] 中 单 .
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4.1. 令 f : Cn → Cn, 其中 fi ∈ C[X] 并假设 f(x) = 0. 那么称 x 是 f 的简

单 µ 重根, 如果

(A) dim kerDf(x) = 1,

(B) ∆k(f) ∈ im Df(x), k = 2, . . . , µ− 1,

(C) ∆µ(f) /∈ im Df(x).

, µ = 2, kerDf(x) = spanC{v}, 中 ∥v∥ = 1, Λ1(f) =

Df(x) · v = v1d1(f) + · · ·+ vndn(f)

∆2(f) =
n∑

σ=1

Ψσ(vσΛ1)(f)

=
n∑

σ=1

Ψσ(vσ(v1d1 + · · ·+ vndn))(f)

=
∑
i>j

vivjdidj(f) + Σv2i d
2
i (f)

=
1

2
D2f(x)(v, v).

∆2(f) /∈ im Df(x) [5]中 单 : D2f(x)(v, v) /∈
im Df(x).

(A),(B) and (C) 单 x, [5] 中 γ2

:
γµ = γµ(f, x) = max(γ̂µ, γµ,n), (4.9)

中

γ̂µ = γ̂µ(f, x) = max

1, sup
k≥2

∥∥∥∥∥Df̂(x)−1D
kf̂(x)

k!

∥∥∥∥∥
1

k−1

 , (4.10)

γµ,n = γµ,n(f, x) =

(
1, sup

k≥2

∥∥∥∥ 1

∆µ(fn)
· D

kfn(x)

k!

∥∥∥∥ 1
k−1

)
, (4.11)

中 Dkf̂(x), k ≥ 2 f̂ X1, X2, . . . , Xn k x .

4.3

系统, 单

, 系统 Jacobian .
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4.2. 对多项式函数 f : Cn → Cn, 其中 fi ∈ C[X1, . . . , Xn], 称 Df(x) 具有标

准型, 如果:

Df(x) =

 0 Df̂(x)

0 0

 , (4.12)

其中 Df̂(x) 为多项式组 f̂ = {f1, . . . , fn−1} 关于变量 X2, . . . , Xn 的非奇异 Jaco-
bian 矩阵.

Df(x) = U ·

 Σn−1 0

0 0

 · V ∗ 1 Df(x) , 中

U = (u1, . . . , un), V = (v1, . . . , vn) , V ∗ V , Σn−1

. , Df(x) (4.12), ,
g = U∗ · f(W ·X), 中 W = (vn, v1, . . . , vn−1) . x f 单 µ

, W ∗x g 单 µ , g W ∗x Jacobian
:

Dg(W ∗x) = U∗ ·Df(x) ·W

= U∗ · U · Σ · V ∗ ·W

=

 Σn−1 0

0 0

 ·
 0 In−1

1 0


=

 0 Σn−1

0 0

 .

, y f , W ∗y g , x y

:

∥W ∗x−W ∗y∥ = ∥W ∗(x− y)∥ = ∥x− y∥.

x f 单 µ , Df(x) (4.12),

im Df(x) = im

 Df̂(x)

0

 ,

∆k(f) ∈ im Df(x)⇔ ∆k(fn) = 0.

(B)(C) fn :
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(B) ∆k(fn) = 0, k = 2, . . . , µ− 1,

(C) ∆µ(fn) ̸= 0.

用 ak,2, . . . , ak,n 系统 (4.8) :
d2(f1) · · · dn(f1)

...
. . .

...

d2(fn−1) · · · dn(fn−1)




ak,2
...

ak,n

 = −


∆k(f1)

...

∆k(fn−1)

 . (4.13)

Df(x) , y Cn 中 y ̸= x,

w = y − x =


ζ

η2
...

ηn

 , η =


η2
...

ηn

 .

f̂(y) x Taylor :

f̂(y) = Df̂(x)η +
1

2

∂2f̂(x)

∂X2
1

ζ2 +
∂2f̂(x)

∂X1∂X̂
ζη +

1

2

∂2f̂(x)

∂X̂2
η2 +

∑
k≥3

Dkf̂(x)(y − x)k

k!
.

fn(y) x Taylor :

fn(y) =
1

2

∂2fn(x)

∂X2
1

ζ2 +
∂2fn(x)

∂X1∂X̂
ζη +

1

2

∂2fn(x)

∂X̂2
η2 + · · ·+ 1

µ!

∂µfn(x)

∂Xµ
1

ζµ

+
1

(µ− 1)!

∂µfn(x)

∂Xµ−1
1 ∂X̂

ζµ−1η + · · ·+ 1

µ!

∂µfn(x)

∂X̂µ
ηµ +

∑
k≥µ+1

Dkfn(x)(y − x)k

k!
.

中 fn Taylor 中 ζ iηj 系数 1
i!j!

∂i+jfn(x)

∂Xi
1∂X̂

j
. 单 ζ iηj (i+ j < µ, j > 0),

ζ iηj 中 η 用 ( f̂(y) x Taylor )
:

η =−Df̂(x)−1

(
1

2

∂2f̂(x)

∂X2
1

ζ2 +
∂2f̂(x)

∂X1∂X̂
ζη +

1

2

∂2f̂(x)

∂X̂2
η2 + · · ·

+
∑

0≤k≤µ+1−i−j

1

(µ+ 1− i− j − k)!k!

∂µ+1−i−j f̂(x)

∂Xµ+1−i−j−k
1 ∂X̂k

ζµ+1−i−j−kηk

+
∑

k≥µ+2−i−j

Dkf̂(x)(y − x)k

k!
−f̂(y)

)
,
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ζ iηj =−Df̂(x)−1

(
1

2

∂2f̂(x)

∂X2
1

ζ i+2ηj−1 +
∂2f̂(x)

∂X1∂X̂
ζ i+1ηj +

1

2

∂2f̂(x)

∂X̂2
ζ iηj+1 + · · ·

+
∑

0≤k≤µ+1−i−j

1

(µ+ 1− i− j − k)!k!

∂µ+1−i−j f̂(x)

∂Xµ+1−i−j−k
1 ∂X̂k

ζµ+1−j−kηk+j−1

+
∑

k+i+j−1≥µ+1

Dkf̂(x)(y − x)k

k!
ζ iηj−1−f̂(y)ζ iηj−1

)
,

中 数 i+ j + 1.

i+ j = 2, j ≥ 1 , µ− 2 , fn :

fn(y) = C2ζ
2 + · · ·+ Cµζ

µ +
∑

i+j=µ,j>0

Ci,jζ
iηj +

∑
k≥µ+1

Dkfn(x)(y − x)k

k!
(4.14)

+
∑

1≤i+j−1≤µ−2

Ti,j−1 ·

( ∑
k+i+j−1≥µ+1

Df̂(x)−1D
kf̂(x)(y − x)k

k!
ζ iηj−1

)
−

∑
1≤i+j−1≤µ−2

Ti,j−1Df̂(x)−1f̂(y)ζ iηj−1,

中 C2, . . . , Cµ 数.



中, 单 单 , Jacobian
(4.12), , .
Jacobian 单 , , 作

[15] , , 单

.

, [15] 中 1 单 ,
, . [15] 中 1

, Jacobian
. .


∆µ(f1) d2(f1) · · · dn(f1)

...
...

...

∆µ(fn) d2(fn) · · · dn(fn)




aµ,1

aµ,2
...

aµ,n

 = −


Λµ−1(f1)

...

Λµ−1(fn)

 , (5.1)

中 Jacobian ,
. 中 (4.2)

, 系统 .
.

5.1 γ- 论

ξ f 单 , z ξ , Df̂(ξ) (4.2),

∂fi(ξ)

∂X1

= 0,
∂fn(ξ)

∂Xi

= 0, 1 ≤ i ≤ n,
∂2fn(ξ)

∂X2
1

̸= 0,

z 应用 ξ, k 指

ϵ ∥Nk
f (z)− ξ∥ < ϵ.
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1 单

:
f : 系统;
z = (z1, ẑ): f 单 ;
:
Nf (z) = (N2(z1), N1(ẑ)): ;

1: N1(ẑ)← ẑ −Df̂(z)−1f̂(z);
2: ŷ ← N1(ẑ);
3: z ← (z1, ŷ);
4: N2(z1)← z1 −

(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1
∂fn(z)
∂X1

;

5.1. 假设 ξ 为 f 的简单二重根, z 为其近似根,令 γ2 = γ2(f, ξ), u = γ2
2∥z−ξ∥,

我们定义如下有理函数:

b2,1(u) =
(1− 2u)2u

[2(1− 2u)2 − 1] (1− u)
,

b2,2(u) =
u

[2(1− 2u)2 − 1] (1− u)
,

b2,3(u) =
u(32u6 − 144u5 + 272u4 − 288u3 + 174u2 − 52u+ 5)

(24u3 − 36u2 + 18u− 1)(−1 + u)3(8u2 − 8u+ 1)
,

b2,4(u) =
(−1 + 2u)3(−2 + u)u

(24u3 − 36u2 + 18u− 1)(−1 + u)3(8u2 − 8u+ 1)
.

5.1. 令 ξ 为 f 的简单二重根.

(1) 如果 u < u2 ≈ 0.0418, 其中 u2 为以下方程的最小正根:

2b2,1(u)
2 + 2b2,3(u)

2 = 1,

那么算法 1 的输出满足:

∥Nf (z)− ξ∥ < ∥z − ξ∥ .

(2) 如果 u < u′
2 ≈ 0.0318, 其中 u′

2 为以下方程的最小正根:

2b2,1(u)
2 + 2b2,3(u)

2 =
1

4
,

那么经过 k 次算法 1 中定义的改进牛顿迭代之后, 可得:

∥∥Nk
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .
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5.1. 对 u ≤ u2, 下面不等式成立:∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)
∥∥∥ ≤ (1− 2u)2

2(1− 2u)2 − 1
. (5.2)

. f̂(z) Df̂(z) ξ Talyor 别 :

f̂(z) = Df̂(ξ)(ẑ − ξ̂) +
∑
k≥2

k∑
i=0

1

i!(k − i)!

∂kf̂(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i(ẑ − ξ̂)k−i,

Df̂(z) = Df̂(ξ) +
∑
k≥2

k−1∑
i=0

1

i!(k − i− 1)!

∂kf̂(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i(ẑ − ξ̂)k−i−1.

Df̂(ξ)−1 ,

Df̂(ξ)−1Df̂(z)

=In−1 +Df̂(ξ)−1
∑
k≥2

k−1∑
i=0

1

i!(k − i− 1)!

∂kf̂(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i(ẑ − ξ̂)k−i−1

=In−1 +B.

,

∥B∥ =
∥∥∥Df̂(ξ)−1Df̂(z)− In−1

∥∥∥ ≤∑
k≥2

k−1∑
i=0

k!

i!(k − i− 1)!
γ̂k−1
2 ∥z − ξ∥k−1

=
∑
k≥2

k · 2k−1(γ̂2∥z − ξ∥)k−1

≤ 1

(1− 2γ̂2∥z − ξ∥)2
− 1

≤ 1

(1− 2u)2
− 1.

u < u2 , ∥B∥ < 1,∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)
∥∥∥ =

∥∥(In−1 +B)−1
∥∥ ≤ ∞∑

k=0

∥B∥k ≤ (1− 2u)2

2(1− 2u)2 − 1
.

5.2. 对 u ≤ u2, 以下不等式成立:∥∥∥N1(ẑ)− ξ̂
∥∥∥ ≤ γ̂2∥ẑ − ξ̂∥2

[2(1− 2u)2 − 1] (1− u)
+

(1− 2u)2γ̂2|z1 − ξ1|2

[2(1− 2u)2 − 1] (1− u)

≤ b2,1(u)|z1 − ξ1|+ b2,2(u)∥ẑ − ξ̂∥.
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.∥∥∥N1(ẑ)− ξ̂
∥∥∥

=
∥∥∥ẑ − ξ̂ −Df̂(z)−1f̂(z)

∥∥∥
=
∥∥∥Df̂(z)−1

[
Df̂(z)(ẑ − ξ̂)− f̂(z)

]∥∥∥
=

∥∥∥∥∥Df̂(z)−1

[
Df̂(ξ)(ẑ − ξ̂) +

∑
k≥2

k−1∑
i=0

k − i

i!(k − i)!

∂kf̂(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i(ẑ − ξ̂)k−i

−Df̂(ξ)(ẑ − ξ̂)−
∑
k≥2

k∑
i=0

1

i!(k − i)!

∂kf̂(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i(ẑ − ξ̂)k−i

]∥∥∥∥∥
≤
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)

∥∥∥ · ∥∥∥∥∥Df̂(ξ)−1
∑
k≥2

k−2∑
i=0

k − i− 1

i!(k − i)!

∂kf̂(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i(ẑ − ξ̂)k−i

−Df̂(ξ)−1
∑
k≥2

1

k!

∂kf̂(ξ)

∂Xk
1

(z1 − ξ1)
k

∥∥∥∥∥
≤
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)

∥∥∥ ·(∑
k≥2

k−2∑
i=0

(k − i− 1)k!

i!(k − i)!
γ̂k−1
2 ∥z − ξ∥k−2∥ẑ − ξ̂∥2

+
∑
k≥2

γ̂k−1
2 |z1 − ξ1|k

)

≤
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)

∥∥∥ ·(∑
k≥2

(k · 2k−1 − 2k + 1)γ̂k−1
2 ∥z − ξ∥k−2∥ẑ − ξ̂∥2

+
∑
k≥2

γ̂k−1
2 ∥z − ξ∥k−2|z1 − ξ1|2

)

≤ (1− 2u)2

2(1− 2u)2 − 1
·
(

γ̂2
(1− u)(1− 2u)2

∥ẑ − ξ̂∥2 + γ̂2
1− u

|z1 − ξ1|2
)

≤b2,1(u)|z1 − ξ1|+ b2,2(u)∥ẑ − ξ̂∥.

5.1. 由算子 N1 定义的牛顿迭代对任意重数, 且满足 Jacobian 矩阵具有
标准型的简单重根都有效. 由引理 5.1 和引理 5.2 的证明可见, 如果我们令
u = γµ

µ∥z − ξ∥, 那么两个引理的结论依旧成立.

z = (z1, ŷ), 中 ŷ = N1(ẑ), fn(z) ξ Taylor :

fn(z) =
∑
k≥2

k∑
i=0

1

i!(k − i)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i(ŷ − ξ̂)k−i.
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5.3. 当 u < u2 时, 下式成立∣∣∣∣∣
(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1
∂2fn(ξ)

∂X2
1

∣∣∣∣∣ ≤ (2u− 1)3

24u3 − 36u2 + 18u− 1
.

. ,(
∂2fn(ξ)

∂X2
1

)−1
∂2fn(z)

∂X2
1

=1 +

(
∂2fn(ξ)

∂X2
1

)−1∑
k≥3

k∑
i=2

1

(i− 2)!(k − i)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−2(ŷ − ξ̂)k−i

=1 +B,

中

|B| =

∣∣∣∣∣
(
∂2fn(ξ)

∂X2
1

)−1
∂2fn(z)

∂X2
1

− 1

∣∣∣∣∣
≤
∑
k≥3

k∑
i=2

k!

(i− 2)!(k − i)!
γk−1
2,n ∥z − ξ∥k−2

=
∑
k≥3

k(k − 1) · 2k−2(γ2,n∥z − ξ∥)k−3γ2
2,n∥z − ξ∥

≤ −16u
3 + 24u2 − 12u

(2u− 1)3
.

u < u2 , |B| < 1,∣∣∣∣∣
(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1
∂2fn(ξ)

∂X2
1

∣∣∣∣∣ = ∣∣(1 +B)−1
∣∣ ≤ ∞∑

k=0

|B|k ≤ (2u− 1)3

24u3 − 36u2 + 18u− 1
.

5.4. 当 u < u2 时, 以下不等式成立

|N2(z1)− ξ1| ≤ b2,3(u)|z1 − ξ1|+ b2,4(u)∥ẑ − ξ̂∥.

. u < u2,

|N2(z1)− ξ1|

=

∣∣∣∣∣z1 − ξ1 −
(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1
∂fn(z)

∂X1

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1 [
∂2fn(z)

∂X2
1

(z1 − ξ1)−
∂fn(z)

∂X1

]∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣
(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1
[∑
k≥2

k∑
i=2

1

(i− 2)!(k − i)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−1(ŷ − ξ̂)k−i

−
∑
k≥2

k∑
i=1

1

(i− 1)!(k − i)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−1(ŷ − ξ̂)k−i

]∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1
∂2fn(ξ)

∂X2
1

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣
(
∂2fn(ξ)

∂X2
1

)−1∑
k≥2

1

(k − 1)!

∂kf̂(ξ)

∂X1∂X̂k−1
(ŷ − ξ̂)k−1

−
(
∂2fn(ξ)

∂X2
1

)−1∑
k≥3

k∑
i=3

i− 2

(i− 1)!(k − i)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−1(ŷ − ξ̂)k−i

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1
∂2fn(ξ)

∂X2
1

∣∣∣∣∣ ·
(∑

k≥3

k∑
i=3

(i− 2)k!

(i− 1)!(k − i)!
γk−1
2,n ∥z − ξ∥k−2|z1 − ξ1|

+
∑
k≥2

kγk−1
2,n ∥z − ξ∥k−2∥ŷ − ξ̂∥

)

≤

∣∣∣∣∣
(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1
∂2fn(ξ)

∂X2
1

∣∣∣∣∣ ·
(∑

k≥3

k∑
i=3

(i− 2)k!

(i− 1)!(k − i)!
(γ2

2,n∥z − ξ∥)k−2|z1 − ξ1|

+
∑
k≥2

k(γ2
2,n∥z − ξ∥)k−2γ2,n∥ŷ − ξ̂∥

)

≤

∣∣∣∣∣
(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1
∂2fn(ξ)

∂X2
1

∣∣∣∣∣
·

(∑
k≥3

(k(k − 3)2k−2 + k)uk−2|z1 − ξ1|+
∑
k≥2

kuk−2γ2,n∥ŷ − ξ̂∥

)

≤

∣∣∣∣∣
(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1
∂2fn(ξ)

∂X2
1

∣∣∣∣∣ ·
(

u(4u− 3)

(u− 1)2(2u− 1)3
|z1 − ξ1|+

(2− u)γ2,n
(u− 1)2

∥ŷ − ξ̂∥
)
.

理 5.2 理 5.3, :

|N2(z1)− ξ1|

≤u(32u6 − 144u5 + 272u4 − 288u3 + 174u2 − 52u+ 5)

(24u3 − 36u2 + 18u− 1)(−1 + u)3(8u2 − 8u+ 1)
|z1 − ξ1|

+
(−1 + 2u)3(−2 + u)u

(24u3 − 36u2 + 18u− 1)(−1 + u)3(8u2 − 8u+ 1)
∥ẑ − ξ̂∥.

=b2,3(u)|z1 − ξ1|+ b2,4(u)∥ẑ − ξ̂∥.

. 理 5.1 :



37

1. 0 < u < u2 ≈ 0.0418,

2b2,1(u)
2 + 2b2,3(u)

2 < 1, 2b2,2(u)
2 + 2b2,4(u)

2 < 1.

,

∥Nf (z)− ξ∥2 ≤
∥∥∥N1(ẑ)− ξ̂

∥∥∥2 + |N2(z1)− ξ1|2

≤ (b2,1(u)|z1 − ξ1|+ b2,2(u)∥ẑ − ξ̂∥)2 + (b2,3(u)|z1 − ξ1|+ b2,4(u)∥ẑ − ξ̂∥)2

≤ (2b2,1(u)
2 + 2b2,3(u)

2)|z1 − ξ1|2 + (2b2,2(u)
2 + 2b2,4(u)

2)∥ẑ − ξ̂∥2

< ∥z − ξ∥2 .

2. 0 < u < u′
2 ≈ 0.0318,

2b2,2(u)
2 + 2b2,4(u)

2 < 2b2,1(u)
2 + 2b2,3(u)

2 <
1

4
.

:

∥Nf (z)− ξ∥2 ≤
∥∥∥N1(ẑ)− ξ̂

∥∥∥2 + |N2(z1)− ξ1|2

≤ (b2,1(u)|z1 − ξ1|+ b2,2(u)∥ẑ − ξ̂∥)2 + (b2,3(u)|z1 − ξ1|+ b2,4(u)∥ẑ − ξ̂∥)2

≤ (2b2,1(u)
2 + 2b2,3(u)

2)|z1 − ξ1|2 + (2b2,2(u)
2 + 2b2,4(u)

2)∥ẑ − ξ̂∥2

≤ (2b2,1(u)
2 + 2b2,3(u)

2) ∥z − ξ∥2

≤ 1

4
∥z − ξ∥2 .

k = 1 :

∥∥Nk
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

k ≥ 2,

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1−1

∥z − ξ∥ .

u(k−1) = γ2
2

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥. 0 < u < u′
2, k ≥ 2, u(k−1) < u =

γ2
2∥z − ξ∥

√
2b2,1(u)2+2b2,3(u)2γ2

2

u
单 . ,∥∥Nk

f (z)− ξ
∥∥

=
∥∥Nf

(
Nk−1

f (z)
)
− ξ
∥∥

<

√
2b2,1(u(k−1))2 + 2b2,3(u(k−1))2γ2

2

u(k−1)

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥2
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<

√
2b2,1(u)2 + 2b2,3(u)2γ

2
2

u

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥2
<

√
2b2,1(u)2 + 2b2,3(u)2γ

2
2

u

(
1

2

)2k−2

∥z − ξ∥2

=

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

5.2 γ- 论

ξ f 单 , z , Df̂(ξ)

∂fi(ξ)

∂X1

= 0,
∂fn(ξ)

∂Xi

= 0, 1 ≤ i ≤ n,
∂2fn(ξ)

∂X2
1

= 0,

∆3(fn) =
1

6

∂3fn(ξ)

∂X3
1

− ∂2fn(ξ)

∂X1∂X̂
·Df̂(ξ)−11

2

∂2f̂(ξ)

∂X2
1

̸= 0.

z 应用 ξ, k 指

ϵ ∥Nk
f (z)− ξ∥ < ϵ.

L3,

L3(fn)(z) =
1

6

∂3fn(z)

∂X3
1

− ∂2fn(z)

∂X1∂X̂
·Df̂(z)−11

2

∂2f̂(z)

∂X2
1

,

L3(fn)(ξ) = ∆3(fn). ∆3(fn) ̸= 0, z ξ,
L3(fn)(z) ̸= 0. Γ1:

Γ1(fn)(z) =
1

6

∂2fn(z)

∂X2
1

− ∂fn(z)

∂X̂
·Df̂(z)−11

2

∂2f̂(z)

∂X2
1

.

2 单

:
f : 系统;
z = (z1, ẑ): f 单 ;
:
Nf (z) = (N2(z1), N1(ẑ)): ;

1: N1(ẑ)← ẑ −Df̂(z)−1f̂(z);
2: ŷ ← N1(ẑ);
3: z ← (z1, ŷ);
4: N2(z1)← z1 − (L3(fn)(z))

−1 · Γ1(fn)(z);
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5.2. 对 ξ 的一个近似根 z, 令 u = γ3
3∥z − ξ∥. 定义如下的有理函数:

a2(u) =
1

[2(1− 2u)2 − 1] (1− 2u)
,

a3(u) =
(2u− 1)4(8u2 − 8u+ 1)

128u6 − 384u5 + 464u4 − 320u3 + 136u2 − 30u+ 1
,

b3,3(u) =
−a3(u)

3(2u− 1)4(8u2 − 8u+ 1)2(u− 1)4
·
(
3072u12 − 25088u11

+92480u10 − 202336u9 + 289640u8 − 282020u7 + 188614u6

−85997u5 + 26342u4 − 5368u3 + 702u2 − 42u
)
,

b3,4(u) =
a3(u) (16u

6 − 72u5 + 130u4 − 106u3 + 42u2 − 9u)

3(8u2 − 8u+ 1)2(u− 1)4(2u− 1)
.

5.2. 令 ξ 为 f 的简单三重根.

(1) 如果 u < u3 ≈ 0.0222, 其中 u3 为以下方程的最小正根:

2b2,1(u)
2 + 2b3,3(u)

2 = 1,

那么算法 2 的输出满足:

∥Nf (z)− ξ∥ < ∥z − ξ∥ .

(2) 如果 u < u′
3 ≈ 0.0154, 其中 u′

3 为以下方程的最小正根:

2b2,1(u)
2 + 2b3,3(u)

2 =
1

4
,

那么经过 k 次迭代之后可得:

∥∥Nk
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

5.1, 类 理 5.1 理 5.2, u ≤ u3 ≈ 0.0222, :∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)
∥∥∥ ≤ (1− 2u)2

2(1− 2u)2 − 1
,

∥∥∥N1(ẑ)− ξ̂
∥∥∥ ≤ b2,1(u)|z1 − ξ1|+ b2,2(u)∥ẑ − ξ̂∥.

z = (z1, ŷ), 中 ŷ = N1(ẑ), fn(z) ξ Talyor :

fn(z) =
∑
k≥2

k∑
i=0

1

i!(k − i)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i(ŷ − ξ̂)k−i.
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5.5. 当 u < u3 时, 以下不等式成立∥∥∥∥∥Df̂(z)−1 · 1
2

∂2f̂(z)

∂X2
1

∥∥∥∥∥ ≤ a2(u)γ3.

. u < u3 , ∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)
∥∥∥ ≤ (1− 2u)2

2(1− 2u)2 − 1
.

, ∥∥∥∥∥Df̂(z)−1 · 1
2

∂2f̂(z)

∂X2
1

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥Df̂(z)−1 · 1
2

∑
k≥2

k∑
i=2

1

(i− 2)!(k − i)!

∂kf̂(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−2(ŷ − ξ̂)k−i

∥∥∥∥∥
=
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)Df̂(ξ)−1

·1
2

∑
k≥2

k∑
i=2

1

(i− 2)!(k − i)!

∂kf̂(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−2(ŷ − ξ̂)k−i

∥∥∥∥∥
≤1

2

∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)
∥∥∥ ·(∑

k≥2

k∑
i=2

k!

(i− 2)!(k − i)!
γ̂k−1
3 ∥z − ξ∥k−2

)

=
1

2

∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)
∥∥∥ ·(∑

k≥2

k(k − 1)(2γ̂3∥z − ξ∥)k−2γ̂3

)

≤ (1− 2u)2

2(1− 2u)2 − 1
· 1

(1− 2u)3
γ3

=a2(u)γ3.

5.6. 当 u < u3 时, 以下不等式成立:∥∥L3(fn)(z)
−1∆3(fn)

∥∥ ≤ a3(u).

. fn ξ Taylor :

1

6

∂3fn(z)

∂X3
1

=
1

6

∂3fn(ξ)

∂X3
1

+
1

6

∑
k≥4

k∑
i=3

1

(i− 3)!(k − i)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−3(ŷ − ξ̂)k−i,

∂2fn(z)

∂X1∂X̂
=

∂2fn(ξ)

∂X1∂X̂
+

∂3fn(ξ)

∂X2
1∂X̂

(z1 − ξ1) +
∂3fn(ξ)

∂X1∂X̂2
(ŷ − ξ̂)
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+
∑
k≥4

k−1∑
i=1

1

(i− 1)!(k − i− 1)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−1(ŷ − ξ̂)k−i−1.

,

∆3(fn)
−1L3(fn)(z)

=1 + ∆3(fn)
−1 [L3(fn)(z)−∆3(fn)]

=1 +B,

中

∥B∥ =

∥∥∥∥∥L3(fn)(ξ)
−1 ·Df̂(z)−11

2

∂2f̂(z)

∂X2
1

·

[
∂3fn(ξ)

∂X2
1∂X̂

(z1 − ξ1) +
∂3fn(ξ)

∂X1∂X̂2
(ŷ − ξ̂)

+
∑
k≥4

k−1∑
i=1

1

(i− 1)!(k − i− 1)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−1(ŷ − ξ̂)k−i−1

]

−1

6

∑
k≥4

k∑
i=3

1

(i− 3)!(k − i)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−3(ŷ − ξ̂)k−i

∥∥∥∥∥ .
理 5.5

∥B∥ ≤12a2(u) · γ3
3 · ∥z − ξ∥+ a2(u)

∑
k≥4

k−1∑
i=1

(
k − 2

i− 1

)
k(k − 1) · γk

3∥z − ξ∥k−2

+
1

6

∑
k≥4

k−1∑
i=3

(
k − 3

i− 3

)
(k − 1)(k − 2)(k − 3) · γk−1

3 ∥z − ξ∥k−3

≤12a2(u) · γ3
3 · ∥z − ξ∥+ a2(u)

∑
k≥4

2k−2 · k · (k − 1) · (γ2
3)

k−2∥z − ξ∥k−2

+
1

6

∑
k≥4

2k−3 · (k − 1) · (k − 2) · (k − 3) · (γ3
3)

k−3∥z − ξ∥k−3

≤a2(u)

(
12u+

∑
k≥4

k(k − 1)2k−2uk−2

)
+

1

6

∑
k≥4

(k − 1)(k − 2)(k − 3)2k−3uk−3

=
2u(16u2 − 20u+ 7)

(2u− 1)4(8u2 − 8u+ 1)
.

u < u3 , ∥B∥ < 1,∥∥L3(fn)(z)
−1∆3(fn)

∥∥ ≤ ∥(1 +B)−1∥ ≤ a3(u).

5.7. 当 u < u3 时, 以下不等式成立:

|N2(z1)− ξ1| ≤ b3,3(u)(u)|z1 − ξ1|+ b3,4(u)(u)∥ẑ − ξ̂∥.
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. u < u3 ,

|N2(z1)− ξ1| =
∣∣z1 − ξ1 − [L3(fn)(z)]

−1 Γ1(fn)(z)
∣∣

=
∣∣L3(fn)(z)

−1 [L3(fn)(z)(z1 − ξ1)− Γ1(fn)(z)]
∣∣

=
∣∣L3(fn)(z)

−1∆3(fn)
∣∣ · ∣∣∆3(fn)

−1 [L3(fn)(z)(z1 − ξ1)− Γ1(fn)(z)]
∣∣ .

∂3fn(z)

∂X3
1

, ∂
2fn(z)

∂X2
1

, ∂
2fn(z)

∂X1∂X̂
, ∂fn(z)

∂X̂
ξ Taylor :

L3(fn)(z)(z1 − ξ1)− Γ1(fn)(z)

=− 1

6

∂3fn(ξ)

∂X2
1∂X̂

(ŷ − ξ̂)− 1

6

∑
k≥4

1

(k − 2)!

∂kfn(ξ)

∂X2
1∂X̂

k−2
(ŷ − ξ̂)k−2

+
1

6

∑
k≥4

k∑
i=3

i− 3

(i− 2)!(k − i)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−2(ŷ − ξ̂)k−i

−Df̂(z)−11

2

∂2f̂(z)

∂X2
1

[
1

2

∂3fn(ξ)

∂X2
1∂X̂

(z1 − ξ1)
2 − ∂2fn(ξ)

∂X̂2
(ŷ − ξ̂)− 1

2

∂3fn(ξ)

∂X̂3
(ŷ − ξ̂)2

+
∑
k≥4

k−1∑
i=1

i− 1

i!(k − i− 1)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i(ŷ − ξ̂)k−i−1

−
∑
k≥4

1

(k − 1)!

∂kfn(ξ)

∂X̂k
(ŷ − ξ̂)k−1

]
.

,∥∥∥∥∥ 1

|∆3(fn)|
·

(
−1

6

∂3fn(ξ)

∂X2
1∂X̂

)
(ŷ − ξ̂)

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥Df̂(z)−11

2

∂2f̂(z)

∂X2
1

∥∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥ 1

|∆3(fn)|
· ∂

2fn(ξ)

∂X̂2
(ŷ − ξ̂)

∥∥∥∥
≤γ2

3 ·
∥∥∥(ŷ − ξ̂)

∥∥∥+ 2a2(u)γ
2
3 ·
∥∥∥(ŷ − ξ̂)

∥∥∥
≤(1 + 2a2(u))

∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)
∥∥∥ ·(∑

k≥2

γk+1
3 ∥z − ξ∥k−1|z1 − ξ1|

+
∑
k≥2

(k · 2k−1 − 2k + 1)γk+1
3 ∥z − ξ∥k−1∥ẑ − ξ̂∥

)

≤(1 + 2a2(u))
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)

∥∥∥ ·(∑
k≥2

(γ3
3∥z − ξ∥)k−1|z1 − ξ1|

+
∑
k≥2

(k · 2k−1 − 2k + 1)(γ3
3∥z − ξ∥)k−1∥ẑ − ξ̂∥

)

≤u(2u− 1)2(1 + 2a2(u))

(8u2 − 8u+ 1)(1− u)
|z1 − ξ1|+

u(1 + 2a2(u))

(8u2 − 8u+ 1)(1− u)
∥ẑ − ξ̂∥.
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,

1

|∆3(fn)|
·

∥∥∥∥∥16∑
k≥4

k∑
i=3

i− 3

(i− 2)!(k − i)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−2(ŷ − ξ̂)k−i

∥∥∥∥∥
≤1

6

∑
k≥4

k∑
i=3

k! · (i− 3)

(i− 2)!(k − i)!
γk−1
3 ∥z − ξ∥k−3 · |z1 − ξ1|

≤1

6

∑
k≥4

k∑
i=3

(
k − 3

i− 3

)
· k · (k − 1) · (k − 2) · γ3k−9

3 · ∥z − ξ∥k−3 · |z1 − ξ1|

≤1

6

∑
k≥4

k · (k − 1) · (k − 2) · 2k−3 · (γ3
3∥z − ξ∥)k−3|z1 − ξ1|

≤1

6

∑
k≥4

k · (k − 1) · (k − 2) · 2k−3 · uk−3|z1 − ξ1|

=
−8u(2u3 − 4u2 + 3u− 1)

(2u− 1)4
|z1 − ξ1|.

,

1

|∆3(fn)|
·

∥∥∥∥∥16∑
k≥4

1

(k − 2)!

∂kfn(ξ)

∂X2
1∂X̂

k−2
(ŷ − ξ̂)k−2

∥∥∥∥∥
≤1

6

∑
k≥4

k(k − 1)γk−1
3 ∥z − ξ∥k−3 ∥ŷ − ξ̂∥

≤1

6

∑
k≥4

k(k − 1)(γ3
3 ∥z − ξ∥)k−3∥ŷ − ξ̂∥

≤−u(3u
2 − 8u+ 6)

3(u− 1)3
∥ŷ − ξ̂∥

≤(2u− 1)2u2(3u2 − 8u+ 6)

3(8u2 − 8u+ 1)(u− 1)4
|z1 − ξ1|+

u2(3u2 − 8u+ 6)

3(8u2 − 8u+ 1)(u− 1)4
|ẑ − ξ̂∥

理 5.5 ,∥∥∥Df̂(z)−1 1
2
∂2f̂(z)

∂X2
1

∥∥∥
|∆3(fn)|

∥∥∥∥∥12 ∂3fn(ξ)

∂X2
1∂X̂

(z1 − ξ1)
2

∥∥∥∥∥ ≤ 3a2(u)γ
3
3 ∥z − ξ∥ |z1 − ξ1|

≤ 3a2(u)u|z1 − ξ1|.

理 5.5 ,∥∥∥Df̂(z)−1 1
2
∂2f̂(z)

∂X2
1

∥∥∥
|∆3(fn)|

∥∥∥∥12 ∂3fn(ξ)

∂X̂3
(ŷ − ξ̂)2

∥∥∥∥
≤3a2(u)γ3

3 ∥z − ξ∥ ∥ŷ − ξ̂∥
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≤ 3a2(u)u
2

[2(1− 2u)2 − 1] (1− u)
∥ẑ − ξ̂∥+ 3a2(u)u

2(1− 2u)2

[2(1− 2u)2 − 1] (1− u)
|z1 − ξ1|.

,∥∥∥Df̂(z)−1 1
2
∂2f̂(z)

∂X2
1

∥∥∥
|∆3(fn)|

·

∥∥∥∥∥∑
k≥4

k−1∑
i=1

i− 1

i!(k − i− 1)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i(ŷ − ξ̂)k−i−1

∥∥∥∥∥
≤a2(u)

∑
k≥4

k−1∑
i=1

k! · (i− 1)

i!(k − i− 1)!
γk
3∥z − ξ∥k−2 · |z1 − ξ1|

≤a2(u)
∑
k≥4

(k − 1) · (k − 3) · 2k · uk−2|z1 − ξ1|

≤16u2(2u− 3)a2(u)

(u− 1)3
|z1 − ξ1|.

理 5.5∥∥∥Df̂(z)−1 1
2
∂2f̂(z)

∂X2
1

∥∥∥
|∆3(fn)|

·

∥∥∥∥∥∑
k≥4

1

(k − 1)!

∂kfn(ξ)

∂X̂k
(ŷ − ξ̂)k−1

∥∥∥∥∥
≤a2(u)

∑
k≥4

kγk
3 ∥z − ξ∥k−2 ∥ŷ − ξ̂∥

≤−u
2(3u− 4)a2(u)

(u− 1)2
∥ŷ − ξ̂∥

≤(2u− 1)2u3(3u− 4)a2(u)

(8u2 − 8u+ 1)(u− 1)3
|z1 − ξ1|+

u3(3u− 4)a2(u)

(8u2 − 8u+ 1)(u− 1)3
∥ẑ − ξ̂∥.

, 理 5.6 ,

|N2(z1)− ξ1|

≤a3(u) ·
((

u(2u− 1)2(1 + 2a2(u))

(8u2 − 8u+ 1)(1− u)
+

16u2(2u− 3)a2(u)

(u− 1)3

+
−8u(2u3 − 4u2 + 3u− 1)

(2u− 1)4
+

3u2(1− 2u)2a2(u)

[2(1− 2u)2 − 1] (1− u)
+ 3ua2(u)+

(2u− 1)2u2(3u2 − 8u+ 6)

3(8u2 − 8u+ 1)(u− 1)4
+

(2u− 1)2u3(3u− 4)a2(u)

(8u2 − 8u+ 1)(u− 1)3

)
· |z1 − ξ1|

+

(
u(1 + 2a2(u))

(8u2 − 8u+ 1)(1− u)
+

3u2a2(u)

[2(1− 2u)2 − 1] (1− u)
+

u2(3u2 − 8u+ 6)

3(8u2 − 8u+ 1)(u− 1)4
+

u3(3u− 4)a2(u)

(8u2 − 8u+ 1)(u− 1)3

)
· ∥ẑ − ξ̂∥

)
=b3,3(u)|z1 − ξ1|+ b3,4(u)∥ẑ − ξ̂∥.
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. 理 5.2 .

(1) u < u3 ≈ 0.0222, :

2b2,1(u)
2 + 2b3,3(u)

2 < 1, 2b2,2(u)
2 + 2b3,4(u)

2 < 1.

:

∥Nf (z)− ξ∥2

≤
∥∥∥N1(ẑ)− ξ̂

∥∥∥2 + |N2(z1)− ξ1|2

≤(b2,1(u)|z1 − ξ1|+ b2,2(u)∥ẑ − ξ̂∥)2 + (b3,3(u)|z1 − ξ1|+ b3,4(u)∥ẑ − ξ̂∥)2

≤(2b2,1(u)2 + 2b3,3(u)
2)|z1 − ξ1|2 + (2b2,2(u)

2 + 2b3,4(u)
2)∥ẑ − ξ̂∥2

< ∥z − ξ∥2 .

(2) u < u′
3 ≈ 0.0154, :

2b2,2(u)
2 + 2b3,4(u)

2 < 2b2,1(u)
2 + 2b3,3(u)

2 <
1

4
.

:

∥Nf (z)− ξ∥2 ≤
∥∥∥N1(ẑ)− ξ̂

∥∥∥2 + |N2(z1)− ξ1|2

≤ (b2,1(u)|z1 − ξ1|+ b2,2(u)∥ẑ − ξ̂∥)2 + (b3,3(u)|z1 − ξ1|+ b3,4(u)∥ẑ − ξ̂∥)2

≤ (2b2,1(u)
2 + 2b3,3(u)

2)|z1 − ξ1|2 + (2b2,2(u)
2 + 2b3,4(u)

2)∥ẑ − ξ̂∥2

≤ (2b2,1(u)
2 + 2b3,3(u)

2) ∥z − ξ∥2

≤ 1

4
∥z − ξ∥2 .

k = 1 :

∥∥Nk
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

k ≥ 2, 用 ,

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1−1

∥z − ξ∥ .

u(k−1) = γ3
3

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥. 0 < u < u′
3, u(k−1) < u = γ3

3∥z − ξ∥√
2b2,1(u)2+2b3,3(u)2γ3

3

u
单 . ,∥∥Nk

f (z)− ξ
∥∥
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=
∥∥Nf

(
Nk−1

f (z)
)
− ξ
∥∥

<

√
2b2,1(u(k−1))2 + 2b3,3(u(k−1))2γ3

3

u(k−1)

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥2
<

√
2b2,1(u)2 + 2b3,3(u)2γ

3
3

u

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥2
<

√
2b2,1(u)2 + 2b3,3(u)2γ

3
3

u

(
1

2

)2k−2

∥z − ξ∥2

=

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

5.2. 算法 2中的 Γ1(fn)(z)不能用类似 [15,算法 1]中的 Λ2(fn)替代,否则算
法不收敛. 比如: (0, 0)为多项式系统: {−x2+xy+y = 0,−x3−x2y+xy2+2xy = 0}
的简单 3 重根, 如果将算法 2 中的 Γ1(f2)(z) 替换成 Λ2(f2), 那么以任何近似根为
初始点的迭代均不收敛.

5.3

f 单 单 , ,
, , .

1, 2 中 数 单 ,
Jacobian (4.12) 系统

, 应用中 .

Jacobian (4.12) 单 , 3 中,
系统 , ,

作 [15] . 单 ,
, 单 .
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3 单

:
f : 系统;
z: 单 ;
µ: 数;
:
Nf (z): ;

1: Df(z) = U ·

 Σn−1 0

0 σn

 · V ∗, W† = (vn, v1, . . . , vn−1);

2: f(X)← U∗ · f(W† ·X), z ←W ∗
† z;

3: N1(f̂ , ẑ)← ẑ −Df̂(z)−1f̂(z), y = (y1, ŷ)← (z1, N1(f̂ , ẑ));

4: Df(y) = U ·

 Σn−1 0

0 σn

 · V ∗, W‡ = (vn, v1, . . . , vn−1);

5: g(X)← U∗ · f(W‡ ·X), w = (w1, ŵ)←W ∗
‡ y;

6: N2(gn, w)← w1 − 1
µ
∆µ(gn)

−1∆µ−1(gn), x = (x1, x̂)← (N2(gn, w), ŵ);
7: Nf (z)← W† ·W‡ · x.

5.3. 假设 ξ 为多项式系统 f 的简单 µ 重根, 而 z 为其近似根, 即 f(ξ) = 0,
dim kerDf(ξ) = 1. 假设

γ̂µ(f, z)∥z − ξ∥ < 1

2
,

其中

γ̂µ(f, z) = max

1, sup
k≥2

∥∥∥∥∥Df̂(z)−1D
kf̂(z)

k!

∥∥∥∥∥
1

k−1

 ,

那么算法 3 返回的精化结果 Nf (z) 满足:

∥Nf (z)− ξ∥ = O(∥z − ξ∥2). (5.3)

, 3 中 5 , , 6 ,
, 单 ,

数 .

3 中 , Jacobian Df(z) ,
. γ̂µ(f, z) ξ z

, 中, , f, ξ, z 用 .

ξ ← W ∗
† ξ, z ←W ∗

† z, f(X)← U∗ · f(W† ·X). (5.4)
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5.1. 经过算法 3 中的前两步之后, 我们有

Df(z) =

 0 Σn−1

σn 0

 , (5.5)

其中 Σn−1 为非奇异对角矩阵. 并且 σn ≤ L∥z − ξ∥, 其中 L 为函数 Df(X) 的

Lipschitz 常数.

. :

Df(z) = U∗ · U ·

 Σn−1 0

0 σn

 · V ∗ ·W†

=

 Σn−1 0

0 σn

 ·
 0 In−1

1 0


=

 0 Σn−1

σn 0

 .

, dim kerDf(ξ) = 1, 理 [22, 36] 中
,

σn ≤ ∥Df(z)−Df(ξ)∥ ≤ L∥z − ξ∥.

5.2. 在进行了算法 3 中的前三步之后, 假设 γ̂µ(f, z)∥z − ξ∥ < 1
2
, 那么

∥ŷ − ξ̂∥ ≤ 1

1− γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥
γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥2, (5.6)

并且

∥f̂(y)∥ ≤ 4∥Df̂(z)∥
1− 2γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥

γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥2, (5.7)

其中

y = (y1, ŷ)← (z1, N1(f̂ , ẑ)). (5.8)

. 5.1, ∂f̂(z)
∂X1

= 0 Df̂(z) = Σn−1 . f̂ z

Taylor :

0 = f̂(ξ) = f̂(z) +Df̂(z)(ξ̂ − ẑ) +
∑
k≥2

Dkf̂(z)

k!
(ξ − z)k,

0 = Df̂(z)−1f̂(z) + ξ̂ − ẑ +
∑
k≥2

Df̂(z)−1D
kf̂(z)

k!
(ξ − z)k.
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,

∥N1(f̂ , z)− ξ̂∥ ≤
∑
k≥2

∥∥∥∥∥Df̂(z)−1D
kf̂(z)

k!

∥∥∥∥∥ ∥ξ − z∥k

≤
∑
k≥2

γ̂µ(f, z)
k−1∥ξ − z∥k

≤ γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥2
∑
k≥2

γ̂µ(f, z)
k−2∥ξ − z∥k−2

≤ 1

1− γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥
γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥2.

,

∥f̂(y)∥ =

∥∥∥∥∥f̂(z) +Df̂(z)(ŷ − ẑ) +
∑
k≥2

Dkf̂(z)

k!
(y − z)k

∥∥∥∥∥
≤ ∥Df̂(z)∥

∑
k≥2

∥∥∥∥∥Df̂(z)−1D
kf̂(z)

k!

∥∥∥∥∥ ∥y − z∥k

≤ ∥Df̂(z)∥
∑
k≥2

γ̂µ(f, z)
k−1∥y − z∥k

≤ ∥Df̂(z)∥γ̂µ(f, z)∥y − z∥2
∑
k≥2

γ̂µ(f, z)
k−2∥y − z∥k−2

≤ 4∥Df̂(z)∥
1− 2γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥

γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥2,

中

∥y−z∥ = ∥ŷ−ẑ∥ ≤ ∥ŷ−ξ̂∥+∥ẑ−ξ̂∥ ≤ γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥
1− γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥

∥ξ−z∥+∥ξ−z∥ ≤ 2∥ξ−z∥,

γ̂µ(f, z)∥y − z∥ ≤ 2γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥ < 1.

(spanC{vn(z)}, spanC{un(z)}) Df(z) σn

, δ = σn−1 − σn = O(1).

∥Df(y)−Df(z)∥F ≤
δ

5
, (5.9)

( , y z δ = O(1)), [22, 理 8.6.5]
者 [37, 理 6.4],

∥vn(y)− vn(z)∥F ≤ 4
∥Df(y)−Df(z)∥F

δ
≤ 4

L∥y − z∥
δ

≤ 8
L∥ξ − z∥

δ
, (5.10)
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∥un(y)− un(z)∥F ≤ 4
∥Df(y)−Df(z)∥F

δ
≤ 4

L∥y − z∥
δ

≤ 8
L∥ξ − z∥

δ
, (5.11)

中 (spanC{vn(y)}, spanC{un(y)}) Df(y)

.

中, 单 , (5.9) ,

L← 8L

δ
.

(5.5) , vn(z) = (1, 0, . . . , 0)T un(z) = (0, . . . , 0, 1) Df(z)

σn .

W‡ = (vn(y), v1(y), . . . , vn−1(y)) =

 W1 W2

W3 W4

 ,

vn(y) = (W1,W3)
T , (5.10)

|W1| ≥ 1− L∥ξ − z∥, ∥W3∥ ≤ L∥ξ − z∥. (5.12)

W‡ ,

∥W2∥ ≤ L∥ξ − z∥, ∥W4∥ ≤ ∥W‡∥ = 1. (5.13)

U =

 U1 U2

U3 U4

 un(y) = (U3, U4), (5.10)

∥U∗
3∥ ≤ L∥ξ − z∥. (5.14)

3 中 4, 5 作用 ẑ ,
y Jacobian ,

Df(w) =

 0 Σn−1

σn 0

 .

5.3. 在运行算法 3 中第 4, 5 步之后,

∥ŵ − ζ̂∥ ≤ L∥ξ − z∥2 + 1

1− γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥
γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥2, (5.15)

并且

∥g(w)∥ ≤ 4∥Df̂(z)∥
1− 2γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥

γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥2 + lL∥ξ − z∥2, (5.16)
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其中

ζ ←W ∗
‡ · ξ, g(X)← U∗ · f(W‡ ·X), w = (w1, ŵ)←W ∗

‡ y, (5.17)

l 为函数 fn(X) 的 Lipschitz 常数.

. (5.6) (5.13),

∥ŵ − ζ̂∥ = ∥W ∗
2 (y1 − ξ1) +W ∗

4 (ŷ − ξ̂)∥ ≤ L∥ξ − z∥2 + ∥ŷ − ξ̂∥

≤ L∥ξ − z∥2 + 1

1− γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥
γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥2.

(5.7) (5.14),

∥g(w)∥ = ∥U∗
1 f̂(y) + U∗

3 fn(y)∥ ≤ ∥f̂(y)∥+ L∥ξ − z∥∥fn(y)∥

≤ 4∥Df̂(z)∥
1− 2γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥

γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥2 + lL∥ξ − z∥2.

∆k Λk (4.7) (4.13) Λ1 = d1 ,
∆µ(gn) = O(1). , dk1 ∆k 中 数 k 单 , ∆k 中

ds1 s < k.

5.4. 在运行算法 3 中第 6 步之后, 我们可得以下估计:

∥x1 − ζ1∥ = O(∥ξ − z∥2), (5.18)

其中 x = (x1, x̂)← (N2(gn, w), ŵ), ζ ← W ∗
‡ · ξ.

. , w 系统 单 :
ĥ(X) = ĝ(X)− ĝ(w),

hn(X) = gn(X)− gn(w)−
∑µ−1

k=1 ∆k(gn)(X1 − w1)
k.

数 µ Dg(w) (4.12). (4.14),

hn(X) = −
∑

1≤i+j−1≤µ−2

Ti,j−1 ·Dĥ(w)−1 ĥ(X)(X1 − w1)
i(X̂ − ŵ)j−1︸ ︷︷ ︸

#1

+∆µ(hn)(X1 − w1)
µ +

∑
i+j=µ,j>0

Ci,j (X1 − w1)
i(X̂ − ŵ)j︸ ︷︷ ︸

#2

+
∑

k≥µ+1

Dkhn(w)(X − w)k

k!︸ ︷︷ ︸
#3
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+
∑

1≤i+j−1≤µ−2

Ti,j−1 ·

 ∑
k+i+j−1≥µ+1

Dĥ(w)−1 D
kĥ(w)(X − w)k

k!
(X1 − w1)

i(X̂ − ŵ)j−1︸ ︷︷ ︸
#4

 .

gn(X) = hn(X) + gn(w) +
∑µ−1

k=1 ∆k(gn)(X1 − w1)
k, {1, Λ̄1, . . . , Λ̄µ−1}

Dg,ζ ,

0 = Λ̄µ−1(gn) = Λ̄µ−1(hn) + ∆µ−1(gn)

= µ∆µ(hn)(ζ1 − w1) + ∆µ−1(gn) + O(∥ξ − z∥2)

= µ∆µ(gn)(ζ1 − w1) + ∆µ−1(gn) + O(∥ξ − z∥2)

= −µ∆µ(gn)(N2(w1)− ζ1) + O(∥ξ − z∥2),

:

• #1, Λ̄µ−1 ∈ Dg,ζ , ĥ(X) = ĝ(X) − ĝ(w) (5.16), ∥ĝ(w)∥ =

O(∥ξ−z∥2), 1 ≤ i+j−1 ≤ µ−2, Λ̄µ−1

(
ĥ(X)(X1 − w1)

i(X̂ − ŵ)j−1
)
=

O(∥ξ − z∥2);

• #2, j > 0, i + j − 1 = µ− 1 (5.15), ∥ŵ − ζ̂∥ = O(∥ξ − z∥2),
Λ̄µ−1

(
(X1 − w1)

i(X̂ − ŵ)j−1(X̂ − ŵ)
)
= O(∥ξ − z∥2);

• #3, k − (µ− 1) ≥ 2, Λ̄µ−1

(
(X − w)k

)
= O(∥ξ − z∥2);

• #4, k+i+j−1−(µ−1) ≥ 2, Λ̄µ−1

(
(X − w)k(X1 − w1)

i(X̂ − ŵ)j−1
)
=

O(∥ξ − z∥2).

∆µ(gn) = O(1). , 6 ,

∥x1 − ζ1∥ = ∥N2(w1)− ζ1∥ = O(∥ξ − z∥2).

理 5.3 .

. W† W‡ , (5.4) 5.3, 5.4, :

∥W† ·W‡ · x− ξ∥ =

∥∥∥∥∥∥
 x1 −W ∗

‡ ·W ∗
† · ξ1

x̂−W ∗
‡ ·W ∗

† · ξ̂

∥∥∥∥∥∥ = O(∥ξ − z∥2).
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单 3 3 6 中 ,
5.4 . 数 单

.

5.3. 令 u = max{γ3(f, ξ)3∥ξ − z∥, Lγ3(f, ξ)2∥ξ − z∥}. 定义以下有理函数:

l1(u) =
(1− 2u)2

(2(1− 2u)2 − 1) · (1− u)3
,

l2(u) =
(2u− 1)6

(128u6 − 384u5 + 480u4 − 336u3 + 140u2 − 32u+ 1) · (1− u)3
,

l3(u) =

√
1 +

(
l1u

1− l1u

)2

,

b1(u) =u+
l1u

1− l1u
,

b2(u) =
(16l21l

2
3u

4 − (16l21l
2
3 + 16l1l3)u

3 + (16l1l3 + 4)u2 − 4u+ 1)
2

(1− 2u)2(1− 2l1l3u)2

·
[(

l2
3
+

17l2l
2
3

3

)
u+

7l22
3
u2 +

4l22
3
u3 +

(
l2
3
+

7l22u

3
+

8l22u
2

3

)
l1u

1− l1u

+
4l22u

3

(
l1u

1− l1u

)2

+
l2
3
· l1l

2
3u

1− l1l3u

+
8l32l

2
3u (12l

2
2l

3
3u

3 + (6l22l
2
3 − 14l2l

2
3)u

2 + (4l3 − 8l2l3)u+ 3)

3(1− 2l2l3u)3

+
2l2l

2
1l

3
3u (16l

2
1l

2
3u

3 + (4l21l
2
3 − 20l1l3)u

2 + (6− 6l1l3)u+ 3)

(1− 2l1l3u)3

]
+

l22
3

(
u+

l1u

1− l1u

)(
2(−4l21l23u2 + 4l1l3u)

2

(1− 2u)4(1− 2l1l3u)4
+

7(−4l21l23u2 + 4l1l3u)

(1− 2u)2(1− 2l1l3u)2
+ 8

)
.

5.4. 给定多项式系统 f , 如果 ξ 为其简单三重根, z 为近似根, 且满足
f(ξ) = 0, dim kerDf(ξ) = 1.

(1) 如果 u < u3 ≈ 0.0137, 其中 u3 为如下方程的最小正根:

b1(u)
2 + b2(u)

2 = 1,

那么算法 3 的输出满足:

∥Nf (z)− ξ∥ < ∥z − ξ∥ .

(2) 如果 u < u′
3 ≈ 0.0098, 其中 u′

3 为如下方程的最小正根:

b1(u)
2 + b2(u)

2 =
1

4
,
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那么经过 k 次迭代之后, 我们有

∥∥Nk
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

理 5.4 .

5.5. 当 u ≤ u3 时, 以下两个不等式成立

γ̂3(f, z) ≤ l1 · γ3(f, ξ), (5.19)

γ3,n(f, z) ≤ l2 · γ3(f, ξ). (5.20)

. k ≥ 2, Dkf̂(z) ξ Taylor ,∥∥∥∥∥Df̂(z)−1D
kf̂(z)

k!

∥∥∥∥∥
≤
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)

∥∥∥ · ∥∥∥∥∥Df̂(ξ)−1

(
Dkf̂(ξ)

k!
+
∑
i≥1

Dk+if̂(ξ)

k!i!
(ξ − z)i

)∥∥∥∥∥
≤
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)

∥∥∥ ·(γ3(f, ξ)k−1 +
∑
i≥1

(k + i)!

k!i!
γ3(f, ξ)

k+i−1∥ξ − z∥i
)

≤
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)

∥∥∥ · γ3(f, ξ)
k−1

(1− γ3(f, ξ)∥ξ − z∥)k+1

≤
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)

∥∥∥ · ( 1

1− u

)k+1

γ3(f, ξ)
k−1.

γ̂3

γ̂3(f, z) ≤ max
k≥2

∥∥∥∥∥Df̂(z)−1D
kf̂(z)

k!

∥∥∥∥∥
1

k−1

(5.21)

≤ max
k≥2

(∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)
∥∥∥ 1

k−1 ·
(

1

1− u

) k+1
k−1

γ3(f, ξ)

)

≤
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)

∥∥∥ · ( 1

1− u

)3

γ3(f, ξ).

5.1, u ≤ u3 ≈ 0.0137, :∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)
∥∥∥ ≤ (1− 2u)2

2(1− 2u)2 − 1
,

(5.21) 5.3, (5.19) .

与 (5.21) ,

γ3,n(f, z) ≤
∥∥∆3(fn)(z)

−1∆3(fn)(ξ)
∥∥ · ( 1

1− u

)3

γ3(f, ξ). (5.22)
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(5.20). :

∆3(fn)(z)
−1∆3(fn)(ξ) = (1 + (∆3(fn)(ξ)

−1∆3(fn)(z)− 1))−1.

∂3f(z)

∂X3
1

∂2f(z)

∂X1∂X̂
ξ Taylor , :

∆3(fn)(z) =
1

6

∂3fn(z)

∂X3
1

+ a2,z ·
∂2fn(z)

∂X1∂X̂

=
1

6

∂3fn(ξ)

∂X3
1

+
∑
k≥1

k∑
i=0

1

6 · i!(k − i)!

∂k+3fn(ξ)

∂X3+i
1 ∂X̂k−i

(ξ1 − z)i(ξ̂ − ẑ)k−i

+ a2,z ·
∂2fn(ξ)

∂X1∂X̂
+ a2,z ·

∑
k≥1

k∑
i=0

1

i!(k − i)!

∂k+2fn(ξ)

∂X1+i
1 ∂X̂1+k−i

(ξ1 − z)i(ξ̂ − ẑ)k−i

= ∆3(fn)(ξ) +
∑
k≥1

k∑
i=0

1

6 · i!(k − i)!

∂k+3fn(ξ)

∂X3+i
1 ∂X̂k−i

(ξ1 − z)i(ξ̂ − ẑ)k−i

+ a2,z ·
∑
k≥1

k∑
i=0

1

i!(k − i)!

∂k+2fn(ξ)

∂X1+i
1 ∂X̂1+k−i

(ξ1 − z)i(ξ̂ − ẑ)k−i,

中

a2,z = Df̂(z)−11

2

∂2f̂(z)

∂X2
1

.

, ∥∥∆3(fn)(ξ)
−1∆3(fn)(z)− 1

∥∥ (5.23)

≤
∑
k≥1

k∑
i=0

(k + 3)!

6 · i!(k − i)!
γ3,n(f, ξ)

k+2∥ξ − z∥k

+ ∥a2,z∥ ·
∑
k≥1

k∑
i=0

(k + 2)!

i!(k − i)!
γ3,n(f, ξ)

k+1∥ξ − z∥k

≤1

6

∑
k≥1

(k + 3)(k + 2)(k + 1)2kγ3,n(f, ξ)
k+2∥ξ − z∥k

+ ∥a2,z∥ ·
∑
k≥1

(k + 2)(k + 1)2kγ3,n(f, ξ)
k+1∥ξ − z∥k,

中

∥a2,z∥ =

∥∥∥∥∥Df̂(z)−11

2

∂2f̂(z)

∂X2
1

∥∥∥∥∥
≤
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)

∥∥∥ ·∥∥∥∥∥Df̂(ξ)−1

(
1

2

∂2f̂(ξ)

∂X2
1

+
∑
k≥1

k∑
i=0

1

2 · i!(k − i)!

∂k+2f(ξ)

∂X2+i
1 ∂X̂k−i

(ξ1 − z)i(ξ̂ − ẑ)k−i

)∥∥∥∥∥
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≤γ̂3(f, ξ) +
∑
k≥1

k∑
i=0

(k + 2)!

2 · i!(k − i)!
γ̂3(f, ξ)

k+1∥ξ − z∥k

≤γ̂3(f, ξ) +
1

2

∑
k≥1

(k + 2)(k + 1)2kγ̂3(f, ξ)
k+1∥ξ − z∥k

≤γ̂3(f, ξ) +
−2u(4u2 − 6u+ 3)

(2u− 1)3
.

(5.23), :∥∥∆3(fn)(ξ)
−1∆3(fn)(z)− 1

∥∥
≤−8u(2u

3 − 4u2 + 3u− 1)

(2u− 1)4
+
−2u(4u2 − 6u+ 3)

(2u− 1)3
· −4u(4u

2 − 6u+ 3)

(2u− 1)3

+
∑
k≥1

(k + 2)(k + 1)2kγ3,n(f, ξ)
k+2∥ξ − z∥k

≤−4u(16u
5 − 48u4 + 60u3 − 44u2 + 20u− 5)

(2u− 1)6
.

u ≤ u3 ,

−4u(16u5 − 48u4 + 60u3 − 44u2 + 20u− 5)

(2u− 1)6
< 1,

∥∆3(fn)(z)
−1∆3(fn)(ξ)∥ =

∥∥(1 + (∆3(fn)(ξ)
−1∆3(fn)(z)− 1))−1

∥∥
≤ 1

1− −4u(16u5−48u4+60u3−44u2+20u−5)
(2u−1)6

=
(2u− 1)6

(128u6 − 384u5 + 480u4 − 336u3 + 140u2 − 32u+ 1)
.

, (5.20) .

, 3 中 ,

ζ ←W ∗
‡ · ξ, g(X)← U∗ · f(W‡ ·X), w ←W ∗

‡ y, y ← (z1, N1(f̂ , ẑ)).

U W‡, γ3(f, ξ) = γ3(U
∗ · f,W ∗

‡ · ξ) :

γ̂3(g, w) ≤ l1 · γ3(g, ζ) = l1 · γ3(f, ξ),

γ3,n(g, w) ≤ l2 · γ3(g, ζ) = l2 · γ3(f, ξ).

5.6. 当 u ≤ u3 时,
∥w − ζ∥ ≤ l3 · ∥z − ξ∥. (5.24)
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. ,
∥w − ζ∥ = ∥W ∗

‡ (y − ξ)∥ = ∥y − ξ∥.

5.2 5.5, u ≤ u3 ,

∥ŷ − ξ̂∥ ≤ 1

1− γ̂3(f, z)∥ξ − z∥
γ̂3(f, z)∥ξ − z∥2

≤ l1u

1− l1u
∥ξ − z∥.

y1 = z1, u ≤ u3 ,

∥w − ζ∥ = ∥y − ξ∥ ≤

√
1 +

(
l1u

1− l1u

)2

∥ξ − z∥ = l3 · ∥z − ξ∥.

5.4 中,

∥x1 − ζ1∥ = O(∥ξ − z∥2).

, 单 , 5.4 .

5.4 , 系统:
ĥ(X) = ĝ(X)− ĝ(w)

hn(X) = gn(X)− gn(w)−
∑2

k=1∆k(gn)(X1 − w1)
k

w h(X) 单 , Jacobian . ĥ(X) w

Taylor 中 X̂ − ŵ, hn(X) w Taylor 中 :

hn(X) = −
∑
i+j=1

Ti,j ·Dĥ(w)−1ĥ(X)(X1 − w1)
i(X̂ − ŵ)j

+∆3(hn)(X1 − w1)
3 +

∑
i+j=3,j>0

Ci,j(X1 − w1)
i(X̂ − ŵ)j

+
∑
k≥4

Dkhn(w)(X − w)k

k!

+
∑
i+j=1

Ti,j ·
∑
k≥3

Dĥ(w)−1D
kĥ(w)(X − w)k

k!
(X1 − w1)

i(X̂ − ŵ)j

, ∆3(hn)(X1 − w1)
3 +B.

, k ≥ 3, Dĥ(w) = Dĝ(w), Dkh(w) = Dkg(w),

C2,1 =
1

2

∂3gn(w)

∂X2
1∂X̂

− ∂2gn(w)

∂X1∂X̂
·Dĝ(w)−1 ∂

2ĝ(w)

∂X1∂X̂
− 1

2

∂2gn(w)

∂X̂2
·Dĝ(w)−11

2

∂2ĝ(w)

∂X2
1

,
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C1,2 =
1

2

∂3gn(w)

∂X1∂X̂2
− ∂2gn(w)

∂X1∂X̂
·Dĝ(w)−11

2

∂2ĝ(w)

∂X̂2
− 1

2

∂2gn(w)

∂X̂2
·Dĝ(w)−1 ∂

2ĝ(w)

∂X1∂X̂
,

C0,3 =
1

6

∂3gn(w)

∂X̂3
− 1

2

∂2gn(w)

∂X̂2
·Dĝ(w)−11

2

∂2ĝ(w)

∂X̂2
,

T1,0 = −
∂2gn(w)

∂X1∂X̂
,

T0,1 = −
1

2

∂2gn(w)

∂X̂2
.

γ̂3(g, w) γ3,n , :

∥∆3(gn)
−1C2,1∥ ≤3γ3,n(g, w)2 + 2γ3,n(g, w) · 2γ̂3(g, w) + γ3,n(g, w) · γ̂3(g, w)

≤8γ3(g, w)2,

∥∆3(gn)
−1C1,2∥ ≤3γ3,n(g, w)2 + 2γ3(g, w) · γ̂3(g, w) + γ3,n(g, w) · 2γ̂3(g, w)

≤7γ3(g, w)2,

∥∆3(gn)
−1C0,3∥ ≤γ3,n(g, w)2 + γ3,n(g, w) · γ̂3(g, w)

≤2γ3(g, w)2,

∥∆3(gn)
−1T1,0∥ ≤2γ3,n(g, w),

∥∆3(gn)
−1T0,1∥ ≤γ3,n(g, w).

{1, Λ̄1, Λ̄2} Dg,ζ , Λ̄1 = d1 + a1d2,

∆̄2 = d21 + a1d1d2 + a21d
2
2,

Λ̄2 = ∆̄2 + a2d2,

中 a1 = Dĝ(ζ)−1 ∂ĝ(ζ)
∂X1

, a2 = Dĝ(ζ)−1∆̄2(ĝ)(ζ).
∂ĝ(ζ)
∂X1

w Taylor

∂ĝ(ζ)

∂X1

=
∑
k≥2

k∑
i=1

1

(i− 1)!(k − i)!

∂kĝ(w)

∂X i
1∂X̂

k−i
(ζ1 − w1)

i−1(ζ̂ − ŵ)k−i,

γ3(g, ζ) = γ3(f, ξ),

∥a1∥ =
∥∥∥∥Dĝ(ζ)−1∂ĝ(ζ)

∂X1

∥∥∥∥
≤
∥∥Dĝ(ζ)−1Dĝ(w)

∥∥ · ∥∥∥∥Dĝ(w)−1∂ĝ(ζ)

∂X1

∥∥∥∥
≤
∥∥Dĝ(ζ)−1Dĝ(w)

∥∥ ·∑
k≥2

k∑
i=1

k!

(i− 1)!(k − i)!
γ̂3(g, w)

k−1∥ζ − w∥k−1
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=
∥∥Dĝ(ζ)−1Dĝ(w)

∥∥ · 4l1γ3(f, ξ)l3∥ξ − z∥(1− l1γ3(f, ξ)l3∥ξ − z∥)
(1− 2l1γ3(f, ξ)l3∥ξ − z∥)2

≤ 1

(1− 2u)2
· 4l1l3u(1− l1l3u)

(1− 2l1l3u)2

=
4l1l3u(1− l1l3u)

(1− 2u)2(1− 2l1l3u)2
,

∥a2∥ =
∥∥Dĝ(ζ)−1∆̄2(ĝ)(ζ)

∥∥
≤
∥∥∥∥Dĝ(ζ)−11

2

∂2ĝ(ζ)

∂X2
1

∥∥∥∥+ ∥a1∥ · ∥∥∥∥Dĝ(ζ)−1 ∂2ĝ(ζ)

∂X1∂X̂

∥∥∥∥
+ ∥a1∥2 ·

∥∥∥∥Dĝ(ζ)−11

2

∂2ĝ(ζ)

∂X̂2

∥∥∥∥
≤ γ3(g, ζ) + 2∥a1∥γ3(g, ζ) + ∥a1∥2γ3(g, ζ).

5.7. 如下结论成立:

N2(gn, w)− ζ1 =
1

3
∆3(gn)

−1Λ̄2(B).

. Λ̄2 = ∆̄2 + a2d2, 作用 Λ̄2:

gn(X) = hn(X) + gn(w) +
2∑

k=1

∆k(gn)(X1 − w1)
k,

:

0 = Λ̄2(gn) = Λ̄2(hn) + ∆2(gn)

= 3∆3(hn)(ζ1 − w1) + ∆2(gn) + Λ̄2(B)

= 3∆3(gn)(ζ1 − w1) + ∆2(gn) + Λ̄2(B).

,

N2(gn, w)− ζ1 = w1 −
1

3
∆3(gn)

−1∆2(gn)− ζ1 =
1

3
∆3(gn)

−1Λ̄2(B).

5.8. 当 u ≤ u3 时, 以下不等式成立:

|x1 − ζ1| ≤ b2(u)∥z − ξ∥. (5.25)

. 5.7 ,

|N2(gn, w)− ζ1| =
∣∣∣∣13∆3(gn)

−1Λ̄2(B)

∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣13∆3(gn)
−1Λ̄2

(
T1,0 ·Dĥ(w)−1ĥ(X)(X1 − w1) + T0,1 ·Dĥ(w)−1ĥ(X)(X̂ − ŵ)

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣13∆3(gn)
−1Λ̄2

( ∑
i+j=3,j>0

Ci,j(X1 − w1)
i(X̂ − ŵ)j

)∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣13∆3(gn)
−1Λ̄2

(∑
k≥4

Dkhn(w)(X − w)k

k!

)∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣13∆3(gn)
−1Λ̄2

(∑
i+j=1

Ti,j ·
∑
k≥3

Dĥ(w)−1D
kĥ(w)(X − w)k

k!
(X1 − w1)

i(X̂ − ŵ)j

)∣∣∣∣∣
=
1

3

∥∥∆3(gn)
−1T0,1

∥∥ · ∥∥∥Dĥ(w)−1ĥ(ζ)
∥∥∥ ∥a2∥

+
1

3

∥∥∥∆3(gn)
−1 ·

(
C2,1 + C1,2 (a1 + a2(ζ1 − w1)) + C0,3

(
a21 + 2a2(ζ̂ − ŵ)

))∥∥∥ ∥ζ̂ − ŵ∥

+
1

3
·
∑

i+j=3,j>0

∥∥∆3(gn)
−1Ci,j

∥∥ |ζ1 − w1|i∥ζ̂ − ŵ∥j−1∥a2∥

+
1

3
· 1
2

∑
k≥4

k∑
i=2

i(i− 1)

i!(k − i)!

∥∥∥∥∥∆3(gn)
−1 ∂

khn(w)

∂X i
1X̂

k−i

∥∥∥∥∥ |ζ1 − w1|i−2∥ζ̂ − ŵ∥k−i

+
1

3
· ∥a1∥

∑
k≥4

k−1∑
i=1

i(k − i)

i!(k − i)!

∥∥∥∥∥∆3(gn)
−1 ∂

khn(w)

∂X i
1X̂

k−i

∥∥∥∥∥ |ζ1 − w1|i−1∥ζ̂ − ŵ∥k−i−1

+
1

3
· 1
2
∥a1∥2

∑
k≥4

k−2∑
i=0

(k − i)(k − i− 1)

i!(k − i)!

∥∥∥∥∥∆3(gn)
−1 ∂

khn(w)

∂X i
1X̂

k−i

∥∥∥∥∥ |ζ1 − w1|i∥ζ̂ − ŵ∥k−i−2

+
1

3
· ∥a2∥

∑
k≥4

k−1∑
i=0

(k − i)

i!(k − i)!

∥∥∥∥∥∆3(gn)
−1 ∂

khn(w)

∂X i
1X̂

k−i

∥∥∥∥∥ |ζ1 − w1|i∥ζ̂ − ŵ∥k−i−1

+
1

3

∑
i+j=1

∥∥∆3(gn)
−1Ti,j

∥∥ ·∑
k≥3

(
1

2

k∑
l=2

l(l − 1)

l!(k − l)!

∥∥∥∥∥Dĥ(w)−1 ∂kĥ(w)

∂X l
1X̂

k−l

∥∥∥∥∥ |ζ1 − w1|l−2∥ζ̂ − ŵ∥k−l

+ ∥a1∥
k−1∑
l=1

l(k − l)

l!(k − l)!

∥∥∥∥∥Dĥ(w)−1 ∂kĥ(w)

∂X l
1X̂

k−l

∥∥∥∥∥ |ζ1 − w1|l−1∥ζ̂ − ŵ∥k−l−1

+
1

2
∥a1∥2

k−2∑
l=0

(k − l)(k − l − 1)

l!(k − l)!

∥∥∥∥∥Dĥ(w)−1 ∂kĥ(w)

∂X l
1X̂

k−l

∥∥∥∥∥ |ζ1 − w1|l∥ζ̂ − ŵ∥k−l−2

+ ∥a2∥
k−1∑
l=0

(k − l)

l!(k − l)!

∥∥∥∥∥Dĥ(w)−1 ∂kĥ(w)

∂X l
1X̂

k−l

∥∥∥∥∥ |ζ1 − w1|l∥ζ̂ − ŵ∥k−l−1

)
|ζ1 − w1|i∥ζ̂ − ŵ∥j

≤1

3
γ3(g, w)

(
∥ζ̂ − ŵ∥+ 1

1− γ̂3(g, w)∥ζ − w∥
γ̂3(g, w)∥ζ − w∥2

)
∥a2∥

+
1

3

(
8γ3(g, w)

2 + 7γ3(g, w)
2∥a1∥+ 2γ3(g, w)

2∥a1∥2
)
∥ζ̂ − ŵ∥

+
7

3
γ3(g, w)

2∥a2∥|ζ1 − w1|∥ζ̂ − ŵ∥+ 4

3
γ3(g, w)

2∥a2∥∥ζ̂ − ŵ∥2
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+
17

3
γ3(g, w)∥ζ − w∥2∥a2∥

+
1

6

∑
k≥4

k∑
i=2

i(i− 1)k!

i!(k − i)!
γ3(g, w)

k−1|ζ1 − w1|i−2∥ζ̂ − ŵ∥k−i

+
1

3
∥a1∥

∑
k≥4

k−1∑
i=1

i(k − i)k!

i!(k − i)!
γ3(g, w)

k−1|ζ1 − w1|i−1∥ζ̂ − ŵ∥k−i−1

+
1

6
∥a1∥2

∑
k≥4

k−2∑
i=0

(k − i)(k − i− 1)k!

i!(k − i)!
γ3(g, w)

k−1|ζ1 − w1|i∥ζ̂ − ŵ∥k−i−2

+
1

3
∥a2∥

∑
k≥4

k−1∑
i=0

(k − i)k!

i!(k − i)!
γ3(g, w)

k−1|ζ1 − w1|i∥ζ̂ − ŵ∥k−i−1

+ γ3(g, w) ·
∑
k≥3

(
1

2

k∑
l=2

l(l − 1)k!

l!(k − l)!
γ̂3(g, w)

k−1∥ζ − w∥k−2

+ ∥a1∥
k−1∑
l=1

l(k − l)k!

l!(k − l)!
γ̂3(g, w)

k−1∥ζ − w∥k−2

+
1

2
∥a1∥2

k−2∑
l=0

(k − l)(k − l − 1)k!

l!(k − l)!
γ̂3(g, w)

k−1∥ζ − w∥k−2

+∥a2∥
k−1∑
l=0

(k − l)k!

l!(k − l)!
γ̂3(g, w)

k−1∥ζ − w∥k−1

)
∥ζ − w∥

=
1

3
γ3(g, w)

(
∥ζ̂ − ŵ∥+ 1

1− γ̂3(g, w)∥ζ − w∥
γ̂3(g, w)∥ζ − w∥2

)
∥a2∥

+
1

3

(
8γ3(g, w)

2 + 7γ3(g, w)
2∥a1∥+ 2γ3(g, w)

2∥a1∥2
)
∥ζ̂ − ŵ∥

+
7

3
γ3(g, w)

2∥a2∥|ζ1 − w1|∥ζ̂ − ŵ∥+ 4

3
γ3(g, w)

2∥a2∥∥ζ̂ − ŵ∥2

+
17

3
γ3(g, w)∥ζ − w∥2∥a2∥

+
1

6

∑
k≥4

2k−2k(k − 1)γ3(g, w)
k−1∥ζ − w∥k−2

+
1

3
∥a1∥

∑
k≥4

2k−2k(k − 1)γ3(g, w)
k−1∥ζ − w∥k−2

+
1

6
∥a1∥2

∑
k≥4

2k−2k(k − 1)γ3(g, w)
k−1∥ζ − w∥k−2

+
1

3
∥a2∥

∑
k≥4

2k−1kγ3(g, w)
k−1∥ζ − w∥k−1

+
1

2
γ3(g, w)

∑
k≥3

(1 + 2∥a1∥+ ∥a1∥2)2k−2k(k − 1)γ̂3(g, w)
k−1∥ζ − w∥k−1
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+ γ3(g, w)
∑
k≥3

∥a2∥2k−1kγ̂3(g, w)
k−1∥ζ − w∥k

≤ l2
3
(1 + 2∥a1∥+ ∥a1∥2)

(
u+

l1u

1− l1u

)
∥ξ − z∥

+
l2
3
(1 + 2∥a1∥+ ∥a1∥2) ·

l1l
2
3u

1− l1l3u
∥ξ − z∥

+
l22
3
(8 + 7∥a1∥+ 2∥a1∥2)

(
u+

l1u

1− l1u

)
∥ξ − z∥

+
7l22
3
(1 + 2∥a1∥+ ∥a1∥2)

(
u2 +

l1u
2

1− l1u

)
∥ξ − z∥

+
4l22
3
(1 + 2∥a1∥+ ∥a1∥2)u

(
u+

l1u

1− l1u

)2

∥ξ − z∥

+
17l2
3

(1 + 2∥a1∥+ ∥a1∥2)l23u∥ξ − z∥

+
1

6
(1 + 2∥a1∥+ ∥a1∥2) ·

8l32l
2
3u(12l

2
2l

2
3u

2 − 16l2l3u+ 6)

(1− 2l2l3u)3
∥ξ − z∥

+
1

3
(1 + 2∥a1∥+ ∥a1∥2)u ·

8l32l
3
3u(4− 6l2l3u)

(1− 2l2l3u)2
∥ξ − z∥

+
l2
2
(1 + 2∥a1∥+ ∥a1∥2) ·

4l21l
2
3u(4l

2
1l

2
3u

2 − 6l1l3u+ 3)

(1− 2l1l3u)3
∥ξ − z∥

+ (1 + 2∥a1∥+ ∥a1∥2)l2u ·
4l21l

3
3u(3− 4l1l3u)

(1− 2l1l3u)2
∥ξ − z∥

=b2(u)∥z − ξ∥.

u < u3 ≈ 0.0137 , 5.3, 5.8 5.3, :

∥x̂− ζ̂∥ ≤ L∥ξ − z∥2 + 1

1− γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥
γ̂3(f, z)∥ξ − z∥2

≤
(
u+

l1u

1− l1u

)
∥z − ξ∥

= b1(u) ∥z − ξ∥ .

理 5.4 .

. (1) u < u3 ≈ 0.0137 , b1(u)
2 + b2(u)

2 < 1, 5.8

∥Nf (z)− ξ∥ =∥W† ·W‡ · (x− ζ)∥

=∥x− ζ∥

=

√
|x1 − ζ1|2 + ∥x̂− ζ̂∥2
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≤
√

b1(u)2 + b2(u)2 ∥z − ξ∥

< ∥z − ξ∥ .

(2) u < u′
3 ≈ 0.0098 , b1(u)

2 + b2(u)
2 < 1

4
, 5.8

∥Nf (z)− ξ∥ =∥W† ·W‡ · (x− ζ)∥

=∥x− ζ∥

=

√
|x1 − ζ1|2 + ∥x̂− ζ̂∥2

≤
√

b1(u)2 + b2(u)2 ∥z − ξ∥

<
1

2
∥z − ξ∥ .

, k = 1 :

∥∥Nk
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

k ≥ 2, k − 1 ,

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1−1

∥z − ξ∥ .

u(k−1) = γ3(f, ξ)
3∥Nk−1

f (z) − ξ∥. 0 < u < u′
3, u(k−1) < u√

b1(u)2+b2(u)2

u
单 . ,∥∥Nk

f (z)− ξ
∥∥

<

√
b1(u(k−1))2 + b2(u(k−1))2γ3(f, ξ)

3

u(k−1)

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥2
<

√
b1(u)2 + b2(u)2γ3(f, ξ)

3

u

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥2
<

√
b1(u)2 + b2(u)2γ3(f, ξ)

3

u

(
1

2

)2k−2

∥z − ξ∥2

≤
(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

5.3. 算法 3 中共进行了两次正交变换, 虽然第二次正交变换近似等于恒等变
换, 但是证明过程及实际算例表明, 算法 3 中的两次正交变换对算法的二次收敛性
缺一不可.
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5.4. 算法 3 中的正交变换可能会将一个稀疏多项式系统变成稠密的, 因此改
进的牛顿迭代可能会变得很费时. 作为补充, 我们可以采用链式法则来避免正交变
换可能造成的对稠密矩阵的存储或者计算. 例如, 假设 g(X) = U∗ · f(W† ·X), 那
么,

Dg(X) = U∗ ·Df(W† ·X) ·W†. (5.26)

令 y = W ∗
† z, 则

Dg(y) = U∗ ·Df(z) ·W†. (5.27)

此时不再对 Dg(X) 在 y 点取值, 而是对 Df(X) 在 z 点取值, 并进行矩阵乘法, 这
样便可避免对稠密系统 Dg(X) 的存储和计算.

相似的, 与 [31, 例 3.1] 中提到的一样, 不再计算和存储稠密的微分泛函 ∆k

和 Λk, 而去计算多项式 Lk(g) 和 Pk(g) 因为

Pk(g) =
k−1∑
j=1

j

k
·D(Lk−j(g)) · aj and Lk(g) = Pk(g) +Dg · ak, (5.28)

其中 Lk 和 Pk 分别为对应于 ∆k 和 Λk 的微分算子, a1 = (1, 0, . . . , 0)T , ak =

(0, ak,2, . . . , ak,n)
T . 多项式系统 Pk(g) 和值 ∆k(g) 可对 (5.28) 递归地应用链式法

则 (5.26) 和 (5.27) 得到.

5.4

Maple : http://www.mmrc.

iss.ac.cn/~lzhi/Research/hybrid/SimpleMultipleZeros/

5.1 3 :

1. Ojika1 [38]: x2 + y − 3, x+ 1
8
y2 − 3

2

2. Ojika2 [38]: x2 + y + z − 1, x+ y2 + z − 1, x+ y + z2 − 1

3. Ojika3 [38]: x+ y + z − 1, 2x3 + 5y2 − 10z + 5z3 + 5, 2x+ 2y + z2 − 1

4. Ojika4 [38]: x+ x3z + xy2z − xz, 10y − 2x2yz − y3z − yz,

6x4z2 − 3x2y2z2 − x2z2 + 28x2z − 3y4z3 + 2y2z2 + 7y2z + z2 − 11z + 10

5. Decker2 [39]: x+ y3, x2y − y4

6. DZ3 [35]: 14x+33y−3
√
5(x2+4xy+4y2+2)+

√
7+x3+6x2y+12xy2+8y3,

41x− 18y −
√
5 + 8x3 − 12x2y + 6xy2 − y3 + 3

√
7(4xy − 4x2 − y2 − 2)

http://www.mmrc.iss.ac.cn/~lzhi/Research/hybrid/SimpleMultipleZeros/
http://www.mmrc.iss.ac.cn/~lzhi/Research/hybrid/SimpleMultipleZeros/
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7. Dayton2 [40]: 2x2 − x− x3 + z3, x− y − x2 + xy + z2, xy2z − x2z − y2z + x3z

8. RG [41]: x2x2 − x1x
2
2, x1 − x2

2

5.1: 3

系统 单 数 数 数

Ojika1 (1, 2) 2 2 3 3→ 6→ 10→ 16

Ojika2 (1, 0, 0) 3 3 2 3→ 5→ 9→ 16

Ojika3 (−5
2
, 5
2
, 1) 3 3 2 3→ 6→ 10→ 16

Ojika4 (0, 0, 10) 3 3 3 4→ 5→ 9→ 23

Decker2 (0, 0) 2 2 4 3→ 6→ 20

DZ3 (2
√
7

5
+

√
5
5
,−

√
7
5
+ 2

√
5

5
) 2 2 5 3→ 7→ 16

Dayton2 (0, 0, 0) 3 3 5 3→ 5→ 8→ 15

RG (0, 0) 2 2 4 3→ 5→ 8→ 15

5.1 中 单 ,
3.

5.5. 虽然本文中对于二次收敛性的算法及证明都是关于有精确简单重根的多
项式系统. 事实上, 算例表明, 我们的算法对一般的解析函数或者有一簇单根的多
项式系统也是有效的.

[16, 理 8] , 系统 单 ,
,

5.1. 考虑以下多项式系统: f1 =
64

73
X2

1 −
48

73
X1X2 +

9

73
X2

2 +

√
73

12
X2,

f2 = (8X1 − 3X2)
2(3X1 + 8X2).

其中 ξ = (0, 0) 为 f = {f1, f2} 的简单三重根.

x0 = (−0.01, 0.01), x0 (1.6). x0

3中 Newton , x = (−4.1291·10−8,−2.9505·10−8).
g(X) = f(X)− f(x)−H1(X − x)−H2(X − x)2. ,

γ3 = γ3(g, x) = max(γ̂3(g, x), γ3,2(g, x)) =
12√
73
≈ 1.4045,
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∥f(x)∥+ ∥H1∥
d

4γ3
3

+ ∥H2∥
d2

16γ6
3

≈ 1.937364 · 10−8 <
d4

128γ9
3∥A−1∥

≈ 1.937370 · 10−8.

[16, 理 8], f x , d
4γ33
≈ 0.0076

( 数). d
4γ33

< 1
2γ3

, 理 5.3 , x

3 中 Newton f 单 (0, 0).



论

系统 单 .

中, Moitra Hankel
位 , m , Hm t 1.

Hm . ,
Hankel 位 , Vandermonde 系统 数

, 数. ,
Hankel 数 .

中, 中 NSD ,
[4, 理 4] 中 , 单 系,

Hankel 理. , 用 Hankel
位 , 理,

, 数 .

中 单 数 , Jacobian
, , 中 作用.

中, Jacobian 单

单 , Newton ,
. Jacobian 单 系统,

系统, Newton ,
, 单

. , 系统 ,
系统 单 , 3 .

作 :

1. 位 理 , ζ

.

2. 研究 系统 α 理 .





文

[1] Beckermann B, Golub G, Labahn G. On the numerical condition of a gener-
alized hankel eigenvalue problem[J]. Numerische Mathematik. 2007, 106(1):
41–68. DOI: 10.1007/s00211-006-0054-x.

[2] Giesbrecht M, Labahn G, Lee W. Symbolic-numeric sparse interpolation of
multivariate polynomials[J/OL]. Journal of Symbolic Computation. 2009, 44
(8):943 – 959. http://dx.doi.org/10.1016/j.jsc.2008.11.003.

[3] Moitra A. Super-resolution, extremal functions and the condition number of
vandermonde matrices[A]. In Proceedings of the Forty-Seventh Annual ACM
on Symposium on Theory of Computing[C/OL]. New York, NY, USA: ACM,
2015: 821–830. http://doi.acm.org/10.1145/2746539.2746561. DOI: 10.
1145/2746539.2746561.

[4] Kaltofen E, W.-s. Lee. Early termination in sparse interpolation algorithms[J].
J. Symbolic Comput. 2003, 36(3–4):365–400.

[5] Dedieu J P, Shub M. On simple double zeros and badly conditioned zeros of
analytic functions of n variables[J]. Mathematics of Computation. 2001, 70
(233):319–327.

[6] Berenstein C A, Vidras A, Gay R, et al. Residue currents and Bézout identi-
ties[M]. Birkhauser, 1993.

[7] Blum L, Cucker F, Shub M, et al. Complexity and Real Computation[M].
Secaucus, NJ, USA: Springer-Verlag New York, Inc., 1998.

[8] Smale S. The fundamental theorem of algebra and complexity theory[J]. Bul-
letin of the American Mathematical Society. 1981, 4(1):1–36.

[9] Shub M, Smale S. Computational complexity: On the geometry of polynomials
and a theory of cost: I[J]. Annales Scientifiques De L École Normale Supérieure.
1985, 18(1):107–142.

[10] Shub M, Smale S. Computational complexity: On the geometry of polynomials
and a theory of cost: II[J]. SIAM Journal on Computing. 1986, 15(1):145–161.

http://dx.doi.org/10.1016/j.jsc.2008.11.003
http://doi.acm.org/10.1145/2746539.2746561


70 数 与 系统 单

[11] Smale S. Newton’s method estimates from data at one point[A]. In The Merging
of Disciplines: New Directions in Pure, Applied and Computational Mathemat-
ics[C]. New York: Springer, 1986: 185-196.

[12] Shub M, Smale S. Complexity of bezout’s theorem IV: Probability of success;
extensions[J/OL]. SIAM Journal on Numerical Analysis. 1996, 33(1):128–148.
http://www.jstor.org/stable/2158428.

[13] Wang X, Han D. On dominating sequence method in the point estimate and
smale theorem[J]. Science in China Ser A. 1990, 33(2):135–144.

[14] Hauenstein J D, Sottile F. Algorithm 921: AlphaCertified: Certifying solutions
to polynomial systems[J/OL]. ACM Trans. Math. Softw. August 2012, 38(4):
28:1–28:20. http://doi.acm.org/10.1145/2331130.2331136. DOI: 10.1145/
2331130.2331136.

[15] Li N, Zhi L. Computing isolated singular solutions of polynomial systems: case
of breadth one[J]. SIAM Journal on Numerical Analysis. 2012, 50(1):354–372.

[16] Hao Z, Jiang W, Li N, et al. Computing Simple Multiple Zeros of Polynomi-
al Systems[J/OL]. arXiv.org. 2017. http://https://arxiv.org/pdf/1703.

03981.

[17] Kaltofen E, W.-s. Lee, Yang Z. Fast estimates of Hankel matrix condition
numbers and numeric sparse interpolation[A]. In: Moreno Maza M, SNC’11
Proc. 2011 Internat. Workshop on Symbolic-Numeric Comput[C]. New York,
N. Y.: ACM Press, June 2011: 130–136.

[18] Cuyt A, Lee W. Sparse interpolation and rational approximation[J]. Contem-
porary Mathematics, American Mathematical Society. 2015.

[19] Candès E J, Fernandez-Granda C. Super-resolution from noisy data[J/OL].
Journal of Fourier Analysis and Applications. 2013, 19(6):1229–1254. http://

dx.doi.org/10.1007/s00041-013-9292-3. DOI: 10.1007/s00041-013-9292-3.

[20] Candés E J, Fernandez-Granda C. Towards a mathematical theory of super-
resolution[J/OL]. Communications on Pure and Applied Mathematics. 2014,
67(6):906–956. http://dx.doi.org/10.1002/cpa.21455. DOI: 10.1002/cpa.
21455.

http://www.jstor.org/stable/2158428
http://doi.acm.org/10.1145/2331130.2331136
http://https://arxiv.org/pdf/1703.03981
http://https://arxiv.org/pdf/1703.03981
http://dx.doi.org/10.1007/s00041-013-9292-3
http://dx.doi.org/10.1007/s00041-013-9292-3
http://dx.doi.org/10.1002/cpa.21455


71

[21] Liao W, Fannjiang A. MUSIC for single-snapshot spectral estimation: Stability
and super-resolution[J/OL]. Applied and Computational Harmonic Analysis.
2016, 40(1):33 – 67. DOI: http://dx.doi.org/10.1016/j.acha.2014.12.003.

[22] Golub G H, Van Loan C F. Matrix Computations[M]. Baltimore, MD, USA:
Johns Hopkins University Press, 1996.

[23] Stoer J, Bulirsch. R. Introduction to Numerical Analysis (3rd ed.)[M]. New
York: Springer-Verlag, 2002.

[24] Weyl H. Das asymptotische verteilungsgesetz der eigenwerte linearer partieller
differentialgleichungen (mit einer anwendung auf die theorie der hohlraum-
strahlung)[J/OL]. Mathematische Annalen. 1912, 71(4):441–479. http:

//dx.doi.org/10.1007/BF01456804. DOI: 10.1007/BF01456804.

[25] Mirsky L. Symmetric gauge functions and unitarily invariant norms[J/OL]. The
Quarterly Journal of Mathematics. 1960, 11(1):50–59. DOI: 10.1093/qmath/
11.1.50.

[26] Ben-Or M, Tiwari P. A deterministic algorithm for sparse multivariate poly-
nomial interpolation[A]. In Proc. Twentieth Annual ACM Symp. Theory Com-
put[C]. New York, N.Y.: ACM Press, 1988: 301–309.

[27] Giesbrecht M, Kaltofen E, Lee W. Algorithms for computing the sparsest shifts
for polynomials via the Berlekamp/Massey algorithm[A]. In: Mora T, Proc.
2002 Internat. Symp. Symbolic Algebraic Comput. (ISSAC’02)[C]. New York:
ACM Press, 2002: 101–108.

[28] Kaltofen E, Yuhasz G. A fraction free matrix Berlekamp/Massey algorithm[J].
Linear Algebra and Applications. November 2013, 439(9):2515–2526.

[29] Arnold A, Kaltofen E L. Error-correcting sparse interpolation in the Chebyshev
basis[A]. In Proc. 2015 ACM Internat. Symp. Symbolic Algebraic Comput[C].
New York, N. Y.: Association for Computing Machinery, 2015: 21–28.

[30] Li N, Zhi L. Compute the multiplicity structure of an isolated singular solution:
case of breadth one[J]. Journal of Symbolic Computation. 2012, 47:700–710.

http://dx.doi.org/10.1007/BF01456804
http://dx.doi.org/10.1007/BF01456804


72 数 与 系统 单

[31] Li N, Zhi L. Verified error bounds for isolated singular solutions of polynomial
systems: case of breadth one[J]. Theoretical Computer Science. 2013, 479:
163–173.

[32] Marinari M G, Mora T, Möller H M. GrÖbner duality and multiplicities in
polynomial system solving[A]. In Proceedings of the 1995 International Sym-
posium on Symbolic and Algebraic Computation[C/OL]. New York, NY, USA:
ACM, 1995: 167–179. DOI: 10.1145/220346.220368.

[33] Mourrain B. Isolated points, duality and residues[J]. J. of Pure and Applied
Algebra. 1996, 117 & 118:469–493.

[34] Stetter H. Numerical Polynomial Algebra[M]. Philadelphia: SIAM, 2004.

[35] Dayton B, Zeng Z. Computing the multiplicity structure in solving polynomial
systems[A]. In: Kauers M. Proceedings of the 2005 International Symposium
on Symbolic and Algebraic Computation[C]. New York, NY, USA: ACM, 2005:
116–123.

[36] Gohberg I C, Kreĭn M G. Translated from the Russian by A. Feinstein. Trans-
lations of Mathematical Monographs, Vol. 18 Introduction to the theory of
linear nonselfadjoint operators[M]. Providence, R.I.: American Mathematical
Society, 1969: xv+378.

[37] Stewart G W. Error and perturbation bounds for subspaces associated with
certain eigenvalue problems[J/OL]. SIAM Review. 1973, 15(4):727–764. http:

//www.jstor.org/stable/2028728.

[38] Ojika T. Modified deflation algorithm for the solution of singular problems[J].
Journal of Mathematical Analysis and Applications. 1987, 123(1):199–237.

[39] Decker D, Keller H, Kelly C. Convergence rate for Newton’s method at singular
points[J]. SIAM Journal on Numerical Analysis. 1983, 20:296–314.

[40] Dayton B. Numerical local rings and local solutions of nonlinear systems[A]. In
Proceedings of the 2007 International Workshop on Symbolic-Numeric Compu-
tation[C]. New York, NY, USA: ACM, 2007: 79-86.

http://www.jstor.org/stable/2028728
http://www.jstor.org/stable/2028728


73

[41] Rump S, Graillat S. Verified error bounds for multiple roots of systems of
nonlinear equations[J]. Numerical Algorithms. 2010, 54(3):359–377.





文

1. Numerical sparsity determination and early termination In ISSAC’2016 Proc.
2016 Internat. Symp. Symbolic Algebraic Comput. Zhiwei Hao, Erich L.
Kaltofen, and Lihong Zhi.

2. Computing Simple Multiple Zeros of Polynomial Systems. Zhiwei Hao, Wen-
rong Jiang, Nan Li and Lihong Zhi. Submitted.





郝志伟, , 1990 年 7 月 25 , 中国科学院数学与系
统科学研究院博士研究 .

2012.9–2017.6 博研究 , 应用数学专业, 中国科学院数学与系统科学研究
院, 数学 , 导师: 支丽红研究员.

2008.9-2012.6 理学学士, 与 科学专业, 学数学学院.

学

1. 41 国 数 (ACM ISSAC 2016), , 2016
年 7 月.

2. 学 Fields 中 “ Thematic Program on Computing Alge-
bra”, , 2015 年 9 月 12 月.

3. 学 : “SIAM Conference on Applied Algebraic Geometry (SIAM AG
15)” 国 , 2015 年 8 月.

4. 国 NIMS 中 学 “ Thematic Program on Applied Algebraic
Geometry”, 国 , 2014 年 6 月.

2016 年 博士研究 国 学

2016 年 数学与系统科学院院 学

2016 年 中科院 学 学

2013 年 士研究 国 学





年 博士 , , . 导

师支丽红研究员. 学 科研 业 ,
指导 科研 ,
学 . 师 , !

Erich L. Kaltofen 教 学 中

与 , 科研 中 指导与 . , !

数学 中 . 院士, 院士, 院士,
研究员, 研究员, 研究员, 研究员, 研究员,

研究员, 研究员, 研究员, 研究员, 年

. 师, 师 师, 理

. 作者 师 , , 作 !
师 , 师 , 师 , 师 , 师 , 师 , 志红,

, ” 中国 ” , !

别 士, , 科研中

. , , 博士

!

志 , , , , , , , , , ,
, , , , 与支 , !

, ,
. !


	摘 要
	Abstract
	目 录
	第一章 引言
	1.1 问题描述和研究动机
	1.2 论文结构和主要结果

	第二章 数值稀疏插值
	2.1 多项式稀疏插值
	2.2 多项式的稀疏度

	第三章 提前终止定理
	3.1 移位的提前终止定理
	3.2 一个特殊的偏序及非移位的提前终止定理
	3.3 算例

	第四章 孤立重根的代数结构
	4.1 局部对偶空间
	4.2 简单重根
	4.3 标准型

	第五章 改进的牛顿迭代
	5.1 简单二重根的 -理论
	5.2 简单三重根的 -理论
	5.3 简单多重根
	5.4 数值实验

	第六章 结论与展望
	参考文献
	发表文章目录
	简 历
	致 谢

