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᪎ 㾷

ᵜ᮷ѫ㾱वਜ਼єᯩ䶒Ⲵᐕ作: 〰⮿ཊ亩ᔿᨂ٬઼ཊ亩ᔿ系统䟽ṩ≲䀓. ሩҾа
㡜Ⲵ单ਈݳཊ亩ᔿ, Ր统Ⲵ Lagrange ᨂ٬ԕ৺ Newton ᨂ٬а㡜䴰㾱ㅹ਼Ҿཊ亩
ᔿ⅑数Ⲵṧᵜ⛩. ൘ Prony 1795 年Ⲵᐕ作ѻਾ, 〰⮿ཊ亩ᔿⲴᨂ٬䰞仈ᔰ࿻㻛ᒯ
⌋研究. ྲ᷌ᐢ⸕ཊ亩ᔿⲴ〰⮿ᓖ, Prony ᯩ⌅ᡰ䴰ṧᵜ⛩њ数ਚ与ަ〰⮿ᓖᴹޣ,
ഐ↔བྷབྷ߿ቁҶ䇑㇇䟿. ൘ᇎ䱵䇑㇇中, Prony ᯩ⌅ᆈ൘єњѫ㾱Ⲵ䳮⛩: 䇑㇇Ⲵ
数٬っᇊᙗ઼〰⮿ᓖⲴ⺞ᇊ.

Prony ᯩ⌅䙊䗷≲䀓 Hankel 系统⺞ᇊཊ亩ᔿⲴ亩, 䙊䗷≲䀓޽ Vandermonde
系统䇑㇇ཊ亩ᔿⲴ系数. նᱟ Hankel ⸙䱥઼ Vandermonde ⸙䱥ⲴᶑԦ数ᖰᖰᖸ
བྷ, 䘉ᑖᶕҶ数٬кⲴнっᇊᙗ. 䗷䟷ṧ, ণ໎࣐ṧᵜ⛩њ数ਟԕ᭩䘋ᨂ٬系统Ⲵ
数٬っᇊᙗ. Ankur Moitra ൘ STOC 2015 中指ࠪ䗷䟷ṧਟ֯ Vandermonde Ⲵཷ
ᔲ٬ӗ⭏⴨位ケਈᒦ俆⅑㔉ࠪҶᇊ䟿᧿䘠. նᱟһᇎк, ൘ᇎ䱵䇑㇇中ᡁԜᐢ⸕Ⲵ
ਚᴹ Hankel ⸙䱥Ⲵؑ᚟.

ᵜ᮷൘ Moitra 㔃᷌Ⲵส⹰к䇱᰾Ҷ䗷䟷ṧ਼ṧਟԕ֯ Hankel ⸙䱥Ⲵཷᔲ٬
ӗ⭏⴨位ケਈ, ᒦ㔉ࠪҶᇊ䟿᧿䘠. ᡁԜ਼ᰦ䇱᰾, ᖃ䗷䟷ṧ㠣 Hankel ⸙䱥Ⲵཷᔲ
٬ࠪ⧠⴨位ケਈѻਾ, Vandermonde 系统ⲴᶑԦ数਼ṧਟԕ㻛᧗ࡦ, ᒦф䙊䗷аӋ
䲿ᵪᯩ⌅ਟԕ儈ᾲ⦷䱽վᡰ䴰䗷䟷ṧⲴњ数. ഐ↔, ᡁԜ䙊䗷Ự⍻ Hankel ⸙䱥Ⲵ
ཷᔲׯ٬ਟ⺞؍ᨂ٬䰞仈Ⲵ≲䀓䗮ࡠ数٬っᇊ.

Kaltofen ઼ Lee Ҿ 2003 年ᨀࠪࡔᯝཊ亩ᔿ〰⮿ᓖⲴ理䇪: ᨀࡽ㓸→ᇊ理. Ԇ
Ԝ䇱᰾Ҷ, ൘䗮ࡠ〰⮿ᓖѻࡽ, 〫位Ⲵ Hankel ⸙䱥Ⲵ㹼ࡇᔿਚՊ൘ḀӋ䶎䴦ཊ亩
ᔿⲴ䴦⛩༴Ѫ䴦. 㘼൘䗮ࡠ〰⮿ᓖѻਾ, Hankel ⸙䱥Ѫཷᔲ⸙䱥. ഐ↔ਟԕ䙊䗷ࡔ
ᯝ Hankel ⸙䱥Ⲵཷᔲᙗᶕ⺞ᇊ〰⮿ᓖ. 䈕ᇊ理ਚሩ〫位Ⲵ Hankel ⸙䱥ᡀ・, 㘼ሩ
Ҿḷ߶Ⲵ Hankel ⸙䱥, ᨀࡽ㓸→ᇊ理ᱟ੖ᡀ・ᱟᵚ䀓ߣⲴޜᔰ䰞仈. 䘉њ䰞仈Ⲵ
䳮⛩൘Ҿ, 㺘⽪ḷ߶ Hankel ⸙䱥㹼ࡇᔿⲴཊ亩ᔿ俆亩系数наᇊ䶎䴦. ↔ཆ, ൘数
٬䇑㇇中, ⭡Ҿ Hankel ⸙䱥Ⲵ数٬нっᇊᙗ, ᖸ䳮㋮⺞ൠࡔᯝަཷᔲᙗ, 䘉֯ᗇᨀ
.㓸→ᇊ理਼ṧާᴹ数٬нっᇊᙗࡽ

ᵜ᮷俆ݸᇊѹҶ单亩ᔿкⲴањٿᒿޣ系, 䇱᰾Ҷ㺘⽪ḷ߶ Hankel ⸙䱥㹼ࡇ
ᔿⲴཊ亩ᔿ൘↔ٿᒿлⲴᴰ儈亩৺ “ ⅑儈亩” Ⲵ系数нਟ㜭਼ᰦѪ䴦, ഐ↔䇱᰾Ҷ
ḷ߶Ⲵ Hankel ⸙䱥਼ṧ┑䏣ᨀࡽ㓸→ᇊ理. ᒦф, ᡁԜ࡙用 Hankel ⸙䱥ཷᔲ٬Ⲵ
⴨位ケਈᙗ䍘, 㔃ਸ䗷䟷ṧᯩ⌅઼ᨀࡽ㓸→ᇊ理, 㔉ࠪҶ߶⺞ࡔᯝཊ亩ᔿ〰⮿ᓖⲴ
㇇⌅, 数٬ᇎ傼㔃᷌㺘⧠っᇊ.
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ཊ亩ᔿ系统≲䀓䰞仈਼ṧᱟ数学中ањᰒਔ㘱৸㓿ިⲴ䰞仈, ᒦф൘科学与
ᐕ〻䇑㇇中ᴹ⵰ᒯ⌋Ⲵ应用. 䇨ཊᇎ䱵䰞仈㾱≲ᡁԜ㋮ॆཊ亩ᔿ系统Ⲵ䘁լṩ. ሩ
Ҿᆔ・ㆰ单ṩ, Shub ઼ Smale Ҿ 1996 年ᨀࠪ α 理䇪: ᖃ䘁լṩ䏣ཏ᧕䘁߶⺞ᆔ
・单ṩᰦ, Newton ⌅ާᴹҼ⅑᭦ᮋᙗ, ᒦ㔉ࠪ᭦ᮋॺᖴ. նሩҾᆔ・䟽ṩ, 数٬ᯩ
⌅ֻྲNewton ⌅, ൘䟽ṩ䱴䘁᭦ᮋᖸធ⭊㠣н᭦ᮋ. 㘼傼䇱ཊ亩ᔿ系统ᱟ੖ᴹᆔ
・䟽ṩᱟањ⯵ᘱ䰞仈, ഐѪཊ亩ᔿ系数Ⲵањᗞሿᢠࣘਟ㜭导㠤ањᆔ・䟽ṩ
ਈᡀа᯿ㆰ单ṩ. ഐ↔, 研究ཊ亩ᔿ系统ᆔ・䟽ṩⲴ数٬㋮ॆ઼ਟؑ傼䇱䰞仈, ާ
ᴹ䟽㾱Ⲵ理䇪᜿ѹ઼应用ԧ٬.

ሩҾㆰ单䟽ṩ (Jacobian ⸙䱥ҿ〙Ѫ 1) Ⲵᛵᖒ, ᵾᾐ઼支丽红䙊䗷䇑㇇䘁լ
ተ䜘ሩڦオ䰤Ⲵа㓴ᰒ㓖ส, ᨀࠪ᭩䘋Ⲵ Newton 䘝ԓ㇇⌅, ᒦᇊᙗ䇱᰾ҶަҼ⅑
᭦ᮋᙗ. 䈕㇇⌅Ⲵ䇱᰾䖳Ѫ༽ᵲ, ᖸ䳮䘋㹼ᇊ䟿Ⲵ᷀࠶৺᭦ᮋॺᖴⲴ≲䀓.

ᵜ᮷俆ݸ䪸ሩ൘ㆰ单Ҽ䟽ṩ઼ㆰ单й䟽ṩ༴Ⲵ Jacobian ⸙䱥ާᴹḷ߶රⲴཊ
亩ᔿ系统, ᇊѹҶ᭩䘋Ⲵ Newton 䘝ԓ, ᇊ䟿䇱᰾ҶަҼ⅑᭦ᮋᙗᒦф㔉ࠪҶ᭦ᮋ
ॺᖴ. ሩ Jacobian ⸙䱥нާᴹḷ߶රⲴཊ亩ᔿㆰ单䟽ṩ系统, ᵜ᮷ᨀࠪݸ䙊䗷䘁
լ⛩༴Ⲵ↓Ӕਈᦒᗇࡠ Jacobian ⸙䱥൘䘁լṩ༴ާᴹḷ߶රⲴཊ亩ᔿ系统, ᒦᇊ
ѹ᭩䘋Ⲵ Newton 䘝ԓ, 㔉ࠪҶᇊᙗⲴҼ⅑᭦ᮋᙗ䇱᰾, ᒦ൘ㆰ单й䟽ṩᛵᖒ㔉ࠪ
Ҷᇊ䟿Ⲵ᭦ᮋॺᖴ. ᵜ᮷൘ Maple 中ᇎ⧠Ҷ᭩䘋Ⲵ Newton 䘝ԓ㇇⌅, ᯠ㇇⌅൘数
٬䈅傼中Ⲵ㺘⧠สᵜ与ᵾᾐ઼支丽红Ⲵ㇇⌅⴨਼.

䘋а↕, 㔃ਸᡁԜਖа亩ޣҾཊ亩ᔿ系统ṩⲴ䳄⿫⭼Ⲵ㔃᷌, ᡁԜ਼ṧਟԕ㔉
ࠪཊ亩ᔿ系统ㆰ单䟽ṩⲴਟؑ傼䇱, ণ֯用 Newton 䘝ԓ㠣аᇊ㋮ᓖ, ྲ᷌ਟؑᶑ
Ԧ┑䏣, ,䈤᰾ཊ亩ᔿ系统൘䈕䘁լṩ䱴䘁ᆈ൘䟽ṩࡉ ᒦфԕ䈕䘁լṩѪࡍ࿻⛩Ⲵ
᭩䘋 Newton 䘝ԓ㇇⌅ਟԕҼ⅑᭦ᮋࡠ指ᇊ㋮⺞ṩ.

ީ䭤䈃φ Hankel ⸙䱥ˈᨀࡽ㓸→ᇊ理ˈㆰ单䟽ṩ



Abstract

This thesis includes two parts of work: numerical sparse interpolation and
computing simple multiple zeros of polynomial systems. For a univariate polynomial,
both Lagrange interpolation and Newton interpolation need as many samples as the
degree of the polynomial. Since Prony’s work in 1795, sparse interpolation bas been
widely studied. If the sparsity is known, Prony’s method needs as many samples as
the sparsity, therefore it simplifies the computation. However, Prony’s method has
its own difficulties on deciding the sparsity and handling the bad conditioning of the
Hankel system.

Generally speaking, Prony’s method solves the Hankel system to determine the
terms, then solves the Vandermonde system to compute the coefficients. However,
both Hankel matrix and Vandermonde matrix could have exponentially large con-
dition numbers. At STOC 2015, Ankur Moitra gave an in-depth analysis of how
oversampling improves the conditioning of the Vandermonde systems arising from
sparse interpolation and signal recovery from numeric data.

Based on Moitra’s results, we prove that oversampling can also cause the phase
transition for the singular values of Hankel matrices. Moreover, we show that the
singular values of the Vandermonde matrix can be bounded from those of the Hankel
matrix. Therefore by testing the phase transition of the singular values of the Hankel
matrix, we can get well-conditioned Hankel and Vandermonde systems.

The early termination strategy has been used to determine the sparsity since
Kaltofen and Lee’s work in 2003. They proved that the determinant of the shifted
Hankel matrix is a non-zero polynomial, whose leading coefficient won’t be zero until
the sparsity is reached. It has been kept open that whether the unshifted Hankel
matrix has such early termination theorem, as the leading coefficient of the unshifted
Hankel matrix could be zero. Moreover, it is difficult to decide the singularity of the
Hankel matrix due to its large condition number.

We define a partial oder on monomials, under which we prove the leading
coefficient and ‘sub-leading’ coefficient won’t be zero simultaneously, therefore prove
the early termination theorem for un-shifted Hankel matrix. Additionally, combining
with the phase transition of the singular values of Hankel matrices, we provide an
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algorithm to decide the sparsity more accurately.

For an isolated simple root of a polynomial, Smale’s α-theory ensures that when
an approximate root is close enough to the accurate root, the Newton iteration has
quadratic convergence.

For simple multiple roots, Li and Zhi gave a modified Newton iteration by
computing a basis for the local dual space of the approximate root. They gave a
non-quantified proof for the quadratic convergence of the algorithm. However, it’s
difficult to give the convergence radius.

For simple double zero and simple triple zero whose Jacobian matrix is of nor-
malized form, we define modified Newton iteration and prove its quantified quadratic
convergence when the starting point is close to the exact simple multiple zero. For
a simple multiple zero of an arbitrary multiplicity whose Jacobian matrix may not
have a normalized form, we perform unitary transformations and modified Newton
iterations, and prove its non-quantified quadratic convergence. If the multiplicity is
three, we prove its quantified quadratic convergence.

Combining with our theorem on computing the separation bound for roots of
polynomial systems, we can also certify the existence of a simple multiple zero of a
polynomial system.

Keywords: Hankel matrix, early termination, simple multiple zeros
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ㅢжㄖ ᕋ䀶

1.1 䰤从ᨅ䘦ૂ⹊ガࣞᵰ

ǂ

1.1.1 ཐ亯ᕅ〶⯅ᨈٲⲺᮦٲどᇐᙝૂᨆࢃ㓾↘ᇐ⨼

൘ Prony 1795 年Ⲵᐕ作ѻਾ, 〰⮿ᨂ٬䰞仈ᔰ࿻㻛ᒯ⌋研究ᒦ൘科学研究৺
ᐕ〻亶ฏᗇࡠᒯ⌋应用. 单ਈݳཊ亩ᔿᨂ٬ᰘ൘䀓ྲߣл࠭数ᨂ٬䰞仈: 䇮 K Ѫ
ԫ᜿ฏ, f ∈ K[x], ަ中:

f(x) =
t∑

i=1

cix
ei , ci ̸= 0.

t 〠Ѫཊ亩ᔿ f Ⲵ〰⮿ᓖ. 䙊䗷㤕ᒢ㓴 (x, f(x)) ٬ᶕ⺞ᇊ t, ci, ei.

䇮〰⮿ᓖٷ t ᐢ⸕, ω Ѫ䲿ᵪ䘹ᇊⲴ p 䱦单位ṩ, Prony ᯩ⌅俆ݸ䙊䗷࠭数٬
f(ω0), . . ., f(ω2t−1) ᶴ䙐ྲл Hankel 系统:

a0 · · · at−1

a1 · · · at
...

...
...

at−1 · · · a2t−2

 .


λ0

λ1

...

λt−1

 = −


at

at+1

...

a2t−1

 ,

ަ中 a(i) = f(ωi), 系数⸙䱥䇠Ѫ Ht. 䀓ࠪ λi ਾԓޕԕлㅹᔿਟ≲ᗇ ei:

zt − λt−1z
t−1 − · · · − λ0 = (z − ωe1)(z − ωe2) · · · (z − ωet).

䙊䗷≲䀓ԕл޽ Vandermode 系统ਟ≲ᗇ ci:
1 · · · 1

ωe1 · · · ωet

...
...

...

ωe1(t−1) · · · ωet(t−1)

 .


c1

c2
...

ct

 = −


a0

a0+1

...

at−1

 ,

ަ中系数⸙䱥䇠Ѫ Vt.

ᖃᨂ٬系统ᴹᢠࣘᡆ者䇑٬ᴹ䈟ᐞⲴᰦى, Prony ᯩ⌅中ࠪ⧠Ⲵ Hankel ⸙
䱥઼ Vandermonde ⸙䱥ⲴᶑԦ数ਟ㜭Պᡀ指数ර໎䮯 [1, 2]. ഐ↔൘ᇎ䱵䇑㇇中,
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Prony ᯩ⌅ᴹᶱབྷⲴ数٬нっᇊᙗ. 㘼䗷䟷ṧ, ণ໎࣐ṧᵜ⛩њ数ਟԕ᭩䘋ᨂ٬系
统Ⲵ数٬っᇊᙗ. Moitra ൘ [3, ᇊ理 2.3, 3.1] 中俆⅑指ࠪᖃṧᵜ⛩Ⲵњ数໎࣐Ⲵᰦ
ى Vandermonde ⸙䱥Ⲵཷᔲ٬৺ᶑԦ数Պࠪ⧠ケਈ, ᒦфਁ⭏ケਈⲴ位㖞׍䎆Ҿ
৏系统〰⮿亩ѻ䰤Ⲵᴰሿ࠶⿫䐍⿫ ∆, ণᖃ m > 1 + 1

∆
ᰦ,

m− 1 +
1

∆
≥ σ2

1 ≥ σ2
2 ≥ · · · ≥ σ2

t ≥ m− 1− 1

∆
,

ަ中 Vm Ѫ m 䱦 Vandermonde ⸙䱥, σi Ѫަㅜ i њཷᔲ٬, ∆ ሶ൘ㅜҼㄐ中䈤᰾.

նᱟ, ൘ᇎ䱵䇑㇇中ᡁԜᐢ⸕Ⲵਚᴹ Hankel ⸙䱥Ⲵؑ᚟. ൘ Moitra Ⲵ㇇⌅
[3, ㇇⌅ 1] 中, 〰⮿ᓖ㻛作Ѫᐢ⸕䟿䗃ޕ. ᡁԜሶՊ൘ㅜйㄐ中指ࠪ, ሩ Hankel ⸙
䱥৺ Vandermonde ⸙䱥ཷᔲ٬Ⲵՠ䇑䜭ԕ䗷䟷ṧѪࡽᨀ, ণ㾱≲ m ≥ t, ഐ↔ྲօ
㋮⺞Ⲵ⺞ᇊ〰⮿ᓖ t 䶎ᑨ䟽㾱. ն〰⮿ᓖⲴ⺞ᇊᵜ䓛ቡᱟ〰⮿ᨂ٬䰞仈Ⲵ䳮⛩. ൘
㋮⺞䇑㇇Ⲵᛵᖒл, [4] 中ᨀࠪⲴᨀࡽ㓸→ᇊ理㔉ࠪҶ⺞ᇊ〰⮿ᓖ t Ⲵᯩ⌅: 䇮ٷ
Ĥm Ѫ m 䱦〫位Ⲵ Hankel ⸙䱥, ণ

Ĥm =


a1 a2 . . . am

a2 a3 . .
.

am+1

...
... . .

. ...

am am+1 . . . a2m−1

 ,

䛓Ѹᖃ m ≤ t ᰦ, Ĥm Ⲵ㹼ࡇᔿѪ䶎䴦ཊ亩ᔿ, ഐ↔ਚਟ㜭൘䈕ཊ亩ᔿⲴ䴦⛩༴Ѫ
䴦. 㘼Ӿ m = t+ 1 ᔰ࿻ Ĥm 㹼ࡇᔿѪ䴦. ഐ↔ਟԕ䙊䗷Ự⍻ det(Ĥm) ᱟ੖Ѫ䴦ᶕ

ᯝ〰⮿ᓖࡔ t.

к䘠ᇊ理Ⲵ䇱᰾สҾԕлһᇎ: det(Ĥm)Ⲵ俆亩系数Ѫ: 2c1 · · · cm ̸= 0, նሩҾ
䶎〫位Ⲵḷ߶ Hankel ⸙䱥, det(Hm) Ⲵ俆亩系数Ѫ: c1 · · · cm−1

(∑t
τ=m cτ

)
, ਟ㜭

Ѫ䴦. 䶎〫位Ⲵ Hankel ⸙䱥ᱟ੖ҏᴹ类լⲴᨀࡽ㓸→ᇊ理㠚 2003 年ᶕቡᱟ〰⮿

ᨂ٬亶ฏᵚ䀓ߣⲴޜᔰ䰞仈. ᒦф, ⭡Ҿ Hankel ⸙䱥ᑨᑨާᴹᖸབྷⲴᶑԦ数, ᯝࡔ
ަཷᔲᙗ൘数٬䇑㇇中ᱟ⯵ᘱ䰞仈, ഐ↔ྲօ߶⺞Ⲵࡔᯝ〰⮿ᓖ t ᱟᡁԜ㘳㲁Ⲵа

њ䟽㾱䰞仈.

1.1.2 ཐ亯ᕅㆶঋ䠃ṯ䇗㇍

㘳㲁⭡ཊ亩ᔿ系统 f = {f1, . . . , fn} ⭏ᡀⲴ理ᜣ If , ަ中 fi ∈ C[X1, . . . , Xn],
f Ⲵањᆔ・ µ 䟽ṩ指Ⲵ┑䏣ԕлᶑԦⲴ⛩ x ∈ Cn:

1. f(x) = 0,
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2. ᆈ൘ॺᖴѪ r > 0 Ⲵ⨳ B(x, r) ֯ᗇ B(x, r) ∩ f−1(0) = {x},

3. µ = dim(C[X]/Qf,x),

ަ中

B(x, r) := {y ∈ Cn : ∥y − x∥ < r},

ᒦф Qf,x ᱟ If Ⲵањᆔ・߶㍐࠶支, ަ⴨ޣ㍐理ᜣѪ

mx = (X1 − x1, . . . , Xn − xn).

൘ [5] 中, ṩᦞ Rouché ᇊ理 [6], ᶑԦ (3) ਟԕᴯᦒѪ

(3a) а㡜ൠ, ሩԫ᜿䐍⿫ f 䘁Ⲵ䀓᷀࠭数࠶ݵ g, ൘ B(x, r) 中䜭ᴹ m њ单ṩ.

л䶒ㆰ㾱ӻ㓽 Smale Ⲵ α 理䇪઼ γ 理䇪 (㿱 [7], ᴤཊ㓶㢲ਟ৲㿱 [8–14]):

䇠 Df(x) 㺘⽪ f ൘ x ⛩༴Ⲵ Jacobian ⸙䱥. 䇮ٷ f(x) = 0 ф Df(x) ਟ䘶,
〠ࡉ x Ѫ f Ⲵ单ṩ. ⢋亯䘝ԓᇊѹྲл:

Nf (x) = x−Df(x)−1f(x). (1.1)

Shub ઼ Smale [12] ᇊѹ

γ(f, x) = sup
k≥2

∥∥∥∥Df(x)−1 · D
kf(x)

k!

∥∥∥∥ 1
k−1

, (1.2)

ަ中 Dkf 㺘⽪ f Ⲵㅜ k 䱦ᗞ࠶, ᆳᱟањሩ〠ᕐ䟿, ަ਴䜘࠶Ѫ f ൘਴њᯩੁк

Ⲵ k 䱦ٿ导数, ∥ · ∥ 㺘⽪㓿ި㇇ᆀ㤳数.

⭡ [7, ᇊ理 1] ਟ⸕, ྲ᷌

∥z − x∥ ≤ 3−
√
7

2γ(f, x)
, (1.3)

䛓Ѹԕ z Ѫࡍ࿻⛩Ⲵ Newton 䘝ԓᴹҼ⅑᭦ᮋᙗ, ф᭦ᮋࡠ单ṩ x.

ṩᦞ [7, ᇊ理 2], ྲ᷌系统 f ઼⛩ z ┑䏣

α(f, z) ≤ 13− 3
√
17

4
≈ 0.157671, (1.4)

ަ中 α(f, z) = β(f, z)γ(f, z) ᒦф

β(f, z) = ∥z −Nf (z)∥ = ∥Df(z)−1f(z)∥,
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䛓Ѹԕ z Ѫࡍ࿻⛩Ⲵ⢋亯䘝ԓᴹҼ⅑᭦ᮋᙗ, ф᭦ᮋࡠ f Ⲵањ单ṩ ξ, ф

∥z − ξ∥ ≤ 2β(f, z).

α 理䇪৺ γ 理䇪Ѫ用⢋亯⌅≲䀓ཊ亩ᔿ系统Ⲵᆔ・单ṩᨀ׋Ҷ理䇪׍ᦞ, ᒦ
㔉ࠪҶ᭦ᮋॺᖴ. 䛓Ѹ, ྲ᷌㾱≲䀓ཊ亩ᔿ系统Ⲵᆔ・䟽ṩ઒?

ሩҾㆰ单䟽ṩ (Jacobian ⸙䱥ҿ〙Ѫ 1) ᛵᖒ, ᮷⥞ [15] 䙊䗷䇑㇇䘁լተ䜘ሩ
,オ䰤Ⲵа㓴ᰒ㓖สڦ ᨀࠪ᭩䘋Ⲵ Newton 䘝ԓ㇇⌅, ᒦᇊᙗ䇱᰾ҶަҼ⅑᭦ᮋᙗ.
䈕㇇⌅Ⲵ䇱᰾䖳Ѫ༽ᵲ, ᖸ䳮䘋㹼ᇊ䟿Ⲵ᷀࠶৺᭦ᮋॺᖴⲴ≲䀓. 䘉ቡ֯׳ᡁԜ㘳
㲁䇮䇑а⿽ᯠ㇇⌅, нӵ㜭䇱᰾ަ൘ㆰ单䟽ṩ༴ⲴҼ⅑᭦ᮋᙗ, 䘈㜭࡫⭫䘁լṩⲴ
Ҽ⅑᭦ᮋॺᖴ.

1.2 论文㔉ᶺૂѱ㾷㔉᷒

1.2.1 ཐ亯ᕅ〶⯅ᨈٲⲺᮦٲどᇐᙝૂᨆࢃ㓾↘ᇐ⨼

൘ㅜҼㄐ中, สҾ [3] 中㔉ࠪⲴޣҾ Vandermonde ⸙䱥⴨位ケਈⲴᇊ䟿㔃䇪,
ᡁԜ䇱᰾Ҷ䗷䟷ṧ਼ṧਟԕ֯ Hankel ⸙䱥Ⲵཷᔲ٬ӗ⭏⴨位ケਈ, ᒦ㔉ࠪҶᇊ䟿
᧿䘠. ᡁԜ㔉ࠪᖃ m ≥ 1 + 1

∆
≥ t ᰦ Hankel ⸙䱥Ⲵㅜ t њཷᔲ٬Ⲵл⭼, ᒦф䇱

᰾ᖃ m 䏣ཏབྷᰦ, Hm Ⲵࡽ t њཷᔲ٬䜭ሶབྷҾ 1. ᡁԜ਼ᰦ䇱᰾Ҷ, ᖃ m ≥ t ᰦ,
Vandermonde 系统ⲴᶑԦ数ਟ⭡ሩ应Ⲵ Hankel ⸙䱥ⲴᶑԦ数᧗ࡦ. ഐ↔, 䙊䗷㿲
ሏ Hankel ⸙䱥Ⲵཷᔲ٬ਟԕᗇࡠっᇊⲴ数٬〰⮿ᨂ٬系统. ↔ཆ, ᡁԜ䇱᰾Ҷሩ
ਆ٬⛩ ω 䘋㹼䲿ᵪⲴ᯻䖜ਟԕ䖳儈ᾲ⦷߿ሿᡰ䴰㾱Ⲵ䗷䟷ṧ数.

൘ㅜйㄐ中, ᡁԜ䇱᰾Ҷᨀࡽ㓸→ᇊ理 ([4, ᇊ理 4]) ਼ṧሩ䶎〫位Ⲵ Hankel
⸙䱥ᡀ・, 䘉䀓ߣҶ [4] 中Ⲵањޜᔰ䰞仈. ᡁԜ਼ᰦ㔃ਸㅜҼㄐⲴ޵ᇩ৺䶎〫位
Ⲵᨀࡽ㓸→ᇊ理, 㔉ࠪҶ߶⺞ࡔᯝཊ亩ᔿ〰⮿ᓖⲴ㇇⌅, ণỰ傼 ζ њ Hankel ⸙䱥
Hm, Hm+1, . . . , Hm+ζ−1 Ⲵࡽ t њཷᔲ٬ᱟ੖䜭བྷҾ 1 − ϵ 㘼фަ։Ⲵཷᔲ٬䜭ሿ

Ҿ ϵ. 数٬ᇎ傼㺘᰾, к䘠ࡔᇊ߶ާࡉᴹ励ἂᙗ, ⢩别ൠ, ൘ֻ 3.1 中ᡁԜ䈤᰾Ҷ䙊
䗷䘲ᖃ൘䗷䟷ṧⲴ䗷〻中໎བྷ ζ ਟԕ䚯ݽ㇇⌅Ⲵ䗷ᰙ㓸→.

1.2.2 ཐ亯ᕅㆶঋ䠃ṯ䇗㇍

ሩㆰ单Ҽ䟽ṩ઼ㆰ单й䟽ṩᛵᖒ,ᖃ൘䈕⛩Ⲵ Jacobian⸙䱥ާᴹḷ߶ර (4.12)
Ⲵᰦى, ᡁԜ䇮䇑Ҷ᭩䘋Ⲵ⢋亯䘝ԓ㇇⌅ᒦ᧘ᒯҶ γ 理䇪. ާփⲴ䈤, 㤕 ξ Ѫ f Ⲵ

ањ߶⺞Ⲵㆰ单Ҽ䟽ṩ, z Ѫ䘁լ䴦⛩, ᡁԜ൘ᇊ理 5.1 中䇱᰾, ྲ᷌

∥z − ξ∥ < 0.0318

γ2(f, ξ)2
,
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൘䘋㹼 k ⅑㇇⌅ 1 中㔉ࠪⲴ᭩䘋⢋亯䘝ԓѻਾ, ਟԕᗇࡠ:

∥∥Nk
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

਼ṧ㤕 ξ Ѫ f Ⲵањ߶⺞Ⲵㆰ单й䟽ṩ, z Ѫ䘁լ䴦⛩, ᡁԜ൘ᇊ理 5.2 中䇱᰾,
ྲ᷌

∥z − ξ∥ < 0.0154

γ3(f, ξ)3
,

൘䘋㹼 k ⅑㇇⌅ 2 中㔉ࠪⲴ᭩䘋⢋亯䘝ԓѻਾ, ਟԕᗇࡠ:

∥∥Nk
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

ྲ᷌ཊ亩ᔿ系统൘ㆰ单䟽ṩⲴ Jacobian ⸙䱥нާᴹḷ߶ර (4.12), ᡁԜ䇱᰾
ਟԕ䙊䗷ањ↓ӔਈᦒᗇࡠㅹԧⲴཊ亩ᔿ系统, ֯ᗇᯠ系统൘䘁լㆰ单䟽ṩ z ༴

Ⲵ Jacobian ⸙䱥ᴹྲлⲴ䘁լḷ߶ර:

Df(z) =

 0 Σn−1

σn 0

 , (1.5)

ަ中 σn Ѫަᴰሿཷᔲ٬ᒦф Σn−1 Ѫ䶎ཷᔲሩ䀂⸙䱥. ᧕лᶕ, ᡁԜ䘀用⢋亯䘝
ԓ㇇⌅㋮ॆਾ n− 1 њਈ䟿, ❦ਾ޽⅑ሩ系统䘋㹼↓Ӕਈᦒ (є⅑↓Ӕਈᦒ㕪ан
ਟ) ԕ؍䇱系统൘㋮ॆਾⲴ䘁լṩ༴ާᴹḷ߶ර (1.5). ᡁԜṩᦞѻࡽⲴᐕ作 [15,
㇇⌅ 1] ᇊѹ᭩䘋Ⲵ⢋亯䘝ԓ, ㋮ॆㅜањ࠶䟿. ᡁԜ൘ᇊ理 5.3 䇱᰾, ሩҾ

γ̂µ(f, z)∥z − ξ∥ < 1

2
,

㇇⌅ 3 䘄എⲴ㋮ॆཷᔲṩ Nf (z) ┑䏣:

∥Nf (z)− ξ∥ = O(∥z − ξ∥2).

൘ᇊ理 5.4 中ᡁԜ䈤᰾Ҷ, 㤕 ξ Ѫ f Ⲵㆰ单й䟽ṩ, ሩҾ䘁լṩࡉ z, ᖃ

∥z − ξ∥ < 0.0098

γ3(f, ξ)3
,

ᰦ, ൘䘋㹼 k ⅑㇇⌅ 3 中㔉ࠪⲴ᭩䘋⢋亯䘝ԓѻਾ, ਟԕᗇࡠ:

∥∥Nk
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

Ӿᇊ理 5.4 Ⲵ䇱᰾䗷〻ਟ㿱, ਟԕ᧘ᒯ㇇⌅ 3 ⲴҼ⅑᭦ᮋॺᖴ㠣ԫ᜿䟽数Ⲵㆰ单䟽
ṩᛵᖒ.
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䘋а↕, Ԕ g(X) = f(X) − f(x) −
∑

1≤k≤µ−1 Hk(X − x)k, γµ = γµ(g, x). [16,
ᇊ理 8] 指ࠪ, ྲ᷌

∥f(x)∥+
∑

1≤k≤µ−1

∥Hk∥
(

d

4γµ
µ

)k

<
dµ+1

2 (4γµ
µ)

µ ∥A−1∥
, (1.6)

䛓Ѹ f ൘ x ⲴॺᖴѪ d
4γµ

µ
Ⲵ䛫ฏ中ᴹфਚᴹ µ њṩ (䇑㇇䟽数), ަ中 d ѪሿҾ 1

Ⲵᑨ数, Hk ৺ A 䜭ਟ䙊䗷 f ৺ x 䇑㇇ᗇࡠ. ഐ↔ᡁԜਟԕ㔉ࠪཊ亩ᔿ系统ㆰ单䟽
ṩⲴਟؑ傼䇱: 䇮ٷ ξ Ѫཊ亩ᔿ系统 f Ⲵㆰ单 µ 䟽ṩ, x0 Ѫަ䘁լṩ, ሩ f ৺ x0

䘋㹼㤕ᒢ⅑㇇⌅ 3 中Ⲵ䘝ԓᗇࡠ x. ྲ᷌ x ┑䏣ਟؑᶑԦ (1.6), 䛓Ѹ⭡ d
4γµ

µ
< 1

2γµ

৺ᇊ理 5.3 ਟ⸕, f ൘ x ⲴॺᖴѪ d
4γµ

µ
Ⲵ䛫ฏ޵ᴹ µ њṩ, ᒦфԕ x Ѫࡍ࿻⛩Ⲵ㇇

⌅ 3 Ҽ⅑᭦ᮋࡠ ξ.



ㅢӂㄖ ᮦٲ〶⯅ᨈٲ

ᵜㄐㆰ㾱ӻ㓽Ҷཊ亩ᔿ〰⮿ᨂ٬㓿ިⲴ Prony ᯩ⌅৺ަ൘数٬䇑㇇中Ⲵ䰞仈,
䇱᰾Ҷ䗷䟷ṧ਼ṧਟԕ֯ Hankel ⸙䱥Ⲵཷᔲ٬ӗ⭏⴨位ケਈ, ᒦфᖃ m 䏣ཏབྷ

ᰦ, Hm Ⲵࡽ t њཷᔲ٬䜭ሶབྷҾ 1. 㔉ࠪҶ䙊䗷Ự⍻ Hm Ⲵཷᔲ٬ᶕࡔᯝ单ਈݳ

ཊ亩ᔿ〰⮿ᓖⲴ㇇⌅.

2.1 ཐ亯ᕅ〶⯅ᨈٲ

ᡁԜ㘳㲁ཊ亩ᔿᖒᔿⲴ Prony ᯩ⌅. 䇮 K Ѫԫ᜿ฏ, f ∈ K[x], ަ中:

f =
t∑

i=1

cix
ei , ci ̸= 0.

䇮ٷ p ᱟањབྷҾ deg(f) Ⲵ㍐数. Ԕ ai = f(ωi), ަ中 ω Ѫ䲿ᵪ䘹ᇊⲴ p 䱦单位

ṩ. Ԕ Hm Ѫ⭡ᒿࡇ a0, . . . , a2m−2 ᇊѹⲴ Hankel ⸙䱥, ণ:

Hm =


a0 · · · am−1

a1 · · · am
...

...
...

am−1 · · · a2m−2

 . (2.1)

Hm ᆈ൘ྲл࠶䀓:
Hm = Vm ·D · V T

m , (2.2)

ަ中 Vm ᱟ m× t 䱦 Vandermonde ⸙䱥, ণ:

Vm =


1 · · · 1

ωe1 · · · ωet

...
...

...

ωe1(m−1) · · · ωet(m−1).

 (2.3)

D ᱟ t× t ሩ䀂⸙䱥, ণ:

D =


c1

. . .

ct

 . (2.4)

䇠 V T
m 㺘⽪ Vandermonde ⸙䱥 Vm Ⲵ䖜㖞.
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൘߶⺞䇑㇇Ⲵᛵᖒ, ᨀࡽ㓸→ᇊ理ਟ൘䖳儈ᾲ⦷л⺞ᇊ f Ⲵ〰⮿ᓖ, ণ൘䖳
儈ᾲ⦷л, ᖃ 2 ≤ j ≤ t ᰦ, Ht ⲴᡰᴹⲴ j × j 䱦ᐖк䀂ѫᆀ䱥Ⲷ䶎ཷᔲ. 㘼фᖃ
j > t ᰦ, Hj Ѫཷᔲ⸙䱥. ഐ↔〰⮿ᓖⲴ⺞ᇊਟ᤹ԕл߶ࡉ: ᖃ j ໎࣐ᰦ, Hj 俆⅑

ᡀѪཷᔲ⸙䱥ᖃфӵᖃ j = t + 1. ❦㘼 Hankel ⸙䱥ᵜ䓛ਟ㜭䶎ᑨ⯵ᘱ: [17] 研究
Ҷྲօՠ䇑 Hankel ⸙䱥 Ht Ⲵ䉡㤳数ԕ৺ྲօ࡙用 [2] 中ᨀࠪⲴ࡙用䲿ᵪॆᯩ⌅
ᗇࡠ⴨ሩ㢟ᘱⲴ Hankel ⸙䱥 Ht, ❦ਾ䙊䗷Ự⍻ Hankel ⸙䱥 Ht+1 ᶑԦ数Ⲵケ❦

໎࣐ᶕࡔᇊ〰⮿ᓖ.

䗷䟷ṧᱟਖཆа⿽㻛ᒯ⌋用ᶕ᭩ழ Hankel ⸙䱥ᶑԦ数Ⲵᯩ⌅ ([18]). ࡙用䗷
䟷ṧ䘋㹼ᴹ䈟ᐞⲴ〰⮿ؑਧᚒ༽ᴹᖸཊᖸྭⲴ㔃᷌: 㿱 [3, 19–21]. ⢩别Ⲵ, ൘ [3]
中, Ankur Moitra 㔉ࠪҶᖃ m > 1/∆+ 1 ᰦՠ䇑 Vandermonde ⸙䱥ᶑԦ数Ⲵᱮᔿ
㺘䗮ᔿ, ަ中 ∆ Ѫ f 中਴䶎䴦亩൘㔉ᇊ⛩ਆ٬ᰦⲴᴰሿ䳄⿫⭼.

л䶒ᡁԜӻ㓽ྲօ࡙用ሩ Hankel⸙䱥ཷᔲ٬л⭼Ⲵՠ䇑ԕ৺䶎〫位ᛵᖒⲴᨀ
ᯝཊ亩ᔿࡔ㓸→ᇊ理ᶕࡽ f Ⲵ〰⮿ᓖ.

2.2 ཐ亯ᕅⲺ〶⯅ᓜ

ᡁԜᢙኅҶ [3] 中Ⲵᇊ理 2.3, 㔉ࠪҶᖃ m > 1
∆
+ 1 ᰦ Hm Ⲵㅜ t њཷᔲ٬Ⲵ

ањл⭼, 䘉ᨀ׋Ҷࡔᇊ f Ⲵ〰⮿ᓖⲴᯠ㇇⌅: Ựḕ䗷䟷ṧⲴ Hankel ⸙䱥Ⲵཷᔲ
٬ᱟ੖㻛࠶⿫ᡀєњ䜘࠶ ——བྷҾ 1 − ϵ Ⲵ䜘࠶ԕ৺ሿҾ ϵ Ⲵ䜘࠶. ൘ᵜㄐ中 K
指༽数ฏ.

ᇐѿ 2.1 (㿱 [20]). 记 B 表示与区间 [0, 1] 上的点一一对应的单位圆周, 对点集
B ⊂ B , 其最小隔离界定义为 B 中任意两点的最小距离:

∆(B) = inf
(b,b′)∈B:b ̸=b′

|b− b′|, (2.5)

其中 |b− b′| 表示圆上距离, 即 b 和 b′ 间的劣弧长度除以 2π.

䇠

ω = e2πij/p, 0 ≤ j < p, (2.6)

ަ中ᮤ数 j ਟԕപᇊҏਟԕ䲿ᵪ䘹ਆ. 䇠

∆ = ∆(ωe1 , . . . , ωet).

䛓Ѹᱮ❦

1 +
1

∆
> t.

л䶒Ⲵᇊ理Ⲵ䇱᰾ਟ৲㿱 [3].
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ᇐ⨼ 2.1. 记 σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σt 为 Vm 的奇异值, 如果 m > 1 + 1
∆

, 那么

m− 1 +
1

∆
≥ σ2

1 ≥ σ2
2 ≥ · · · ≥ σ2

t ≥ m− 1− 1

∆
. (2.7)

Vm 的条件数 κ 满足:
κ2 ≤ m+ 1/∆− 1

m− 1/∆− 1
. (2.8)

ᖃ m > 1 + 1
∆
ᰦ, (2.7) ઼ (2.8) 中Ⲵк⭼઼л⭼ਟԕ用ᶕՠ䇑 σt(Hm) ઼

σ1(Hm). 俆ݸӻ㓽ྲօ用 Vm Ⲵㅜ t њཷᔲ٬ σt(Vm) ՠ䇑 σt(Hm). 䇮ٷ Hm ᴹྲ

л࠶䀓: Hm = Vm ·D
1
2 ·D 1

2 · V T
m , ᒦ䇠: Wm = Vm ·D

1
2 ∈ Cm×t. 䛓Ѹᴹྲлભ仈ᡀ

・:

ળ从 2.1. σt(Hm) > σ2
t (Wm).

䇷᱄. 䇠 Wm = U · Σ · V Ѫ Wm Ⲵཷᔲ࠶٬䀓, ަ中 U ∈ Cm×m, Σ ∈ Cm×t,
V ∈ Ct×t, 䇠 W †

m Ѫ Wm Ⲵᒯѹ Moore-Penrose 䘶⸙䱥 (⭡ [22] ਟ⸕ަୟаᙗ), ࡉ
W †

m = V H · Σ† · UH , ަ中 V H ઼ UH 㺘⽪⸙䱥 V ઼ U Ⲵ Hermitian 䖜㖞, Σ† 䙊

䗷ሶ⸙䱥 Σ 中Ⲵ䶎䴦ݳ㍐⭡ԆԜⲴ䘶ݳ㍐ᴯԓᗇࡠ. [23] 中䇱᰾Ҷ:

H†
m = (Wm ·WT

m)
† = (WT

m)
† ·W †

m, (2.9)

кᔿ㺘᰾:
σ1(H

†
m) 6 σ1((W

T
m)

†) · σ1(W
†
m) = σ2

1(W
†
m). (2.10)

ᡁԜ⌘᜿ࡠ:
σ1(H

†
m) =

1

σt(Hm)
, σ1(W

†
m) =

1

σt(Wm)
, (2.11)

ഐ↔ભ仈ᗇ䇱.

ᕋ⨼ 2.1. 对 m > t, 有如下结论:

σt(Hm) ≥ σ2
t (Vm) · min

1≤i≤t
|ci|. (2.12)

䇷᱄. Hm ᴹྲл࠶䀓: Hm = Vm ·D
1
2 ·D 1

2 · V T
m , ᒦ䇠:

Wm = Vm ·D
1
2 ∈ Cm×t.

ྲ᷌ᖃ i ̸= j ᰦ ωei ̸= ωej , ᒦф m ≥ t, 䛓Ѹ Vm ∈ Cm×t Ѫࡇ┑〙⸙䱥. ᒦф, ⭡Ҿ
ci ̸= 0, ሩ䀂⸙䱥 D ∈ Ct×t ਟ䘶. ഐ↔

rank(Hm) = rank(D) = rank(Wm) = rank(Vm) = t.
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⧠൘ᡁԜ㘳㲁 Wm Ⲵㅜ t њཷᔲ٬. ⭡ཷᔲ٬Ⲵᙗ䍘, ᴹ

σt(Wm) = min
rank(A)<t

∥Wm − A∥2. (2.13)

䇠 A0 Ѫ (2.13) 中Ⲵањᶱሿ䀓, 䛓Ѹ A0 ·D− 1
2 Ⲵ〙ሿҾ t. ഐ↔:

σt(Vm) = min
rank(B)<t

∥Vm −B∥2,

≤ ∥Vm − A0 ·D− 1
2∥2

= ∥(Vm ·D
1
2 − A0) ·D− 1

2∥2

≤ ∥Wm − A0∥2 · ∥D− 1
2∥2

= σt(Wm) · ∥D− 1
2∥2.

⭡Ҿ 1
∥D−1/2∥22

= min1≤i≤t |ci|, ⭡ભ仈 2.1 ਟᗇ:

σ2
t (Wm) ≥ σ2

t (Vm) · min
1≤i≤t

|ci|. (2.14)

ભ仈⭡޽ 2.1 ਟԕᆼᡀᕅ理 2.1 Ⲵ䇱᰾.

⌞䠀 2.1. 当 Wt 是一个实矩阵的时候, σt(Ht) = σ2
t (Wt), 否则有可能存在以下关

系: σt(Ht) > σ2
t (Wt). 例如, 定义如下两个矩阵:

V2 =

1 1

1 2

 , D =

−1 0

0 2

 , (2.15)

那么

H2 =

1 3

3 7

 , W2 =

i
√
2

i 2
√
2

 , (2.16)

因此

σ2(H2) = 0.243 > σ2
2(W2) = 0.169. (2.17)

⌞䠀 2.2. 引理 2.1 只有当 m ≥ t 时成立. 当 m < t 时, 可以构造出条件数很好
的 Vandermonde 矩阵 Vm, 其对应一个奇异的 Hankel 矩阵 Hm = Vm ·D · V T

m , 见
例 3.1.

ᇐ⨼ 2.2. 对给定的 f 及 ω, 当 m > 1 + 1
∆
时,

σt(Hm) ≥
(
m− 1− 1

∆

)
· min
1≤i≤t

|ci|, (2.18)

并且
σ1(Hm)

σt(Hm)
≤

m− 1 + 1
∆

m− 1− 1
∆

· max1≤i≤t |ci|
min1≤i≤t |ci|

. (2.19)
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䇷᱄. ᖃ m > 1 + 1
∆
ᰦ, ⭡ᇊ理 2.1,

m− 1 +
1

∆
≥ σ2

1(Vm) ≥ σ2
t (Vm) ≥ m− 1− 1

∆
. (2.20)

ᖃ m > 1 + 1
∆
≥ t ᰦ, ⭡ (2.12) ਟᗇ:

σt(Hm) ≥ σ2
t (Vm) · min

1≤i≤t
|ci| ≥

(
m− 1− 1

∆

)
· min
1≤i≤t

|ci|.

ਖаᯩ䶒, σ1(Hm) Ѫ Hm ⲴҼ㤳数, 䛓Ѹ

σ1(Hm) ≤ σ1(Vm) · σ1(D) · σ1(V
T
m )

= σ2
1(Vm) · max

1≤i≤t
|ci|

≤
(
m− 1 +

1

∆

)
· max
1≤i≤t

|ci|.

ഐ↔ਟᗇ (2.19) ᡀ・.

л䘠ᇊ理᧿䘠㠣ቁཊቁṧᵜ⛩ਟԕ֯ Hankel ⸙䱥Ⲵㅜ t њཷᔲ٬нሿҾ 1.

ᇐ⨼ 2.3. 如果 m 满足:
m ≥ 1 +

1

∆
+ max

1≤i≤t

1

|ci|
, (2.21)

则 σt(Hm) ≥ 1.

䇷᱄. ⭡ᇊ理 2.2, ᖃ m ≥ 1 + 1
∆
ᰦ,

σt(Hm) ≥
(
m− 1− 1

∆

)
· min
1≤i≤t

|ci|.

ഐ↔, ྲ᷌ m ┑䏣 (2.21), 䛓Ѹ

σt(Hm) ≥ max
1≤i≤t

1

|ci|
· min
1≤i≤t

|ci| = 1.

л䶒ޣҾཷᔲ٬ᢠࣘⲴᇊ理ਟ৲㿱 [24, 25].

ᇐ⨼ 2.4. 设 σj(A) 为 A 的第 j 个奇异值. 假设 E 为扰动矩阵. 那么对
1 ≤ i ≤ dim(A), 都有:

|σi(A+ E)− σi(A)| ≤ ∥E∥2. (2.22)



12 数٬〰⮿ᨂ٬与ཊ亩ᔿ系统ㆰ单䟽ṩ≲䀓

⌞䠀 2.3. 在准确情形下, 对 m ≥ t+ 1, 都有

σj(Hm) = 0, t+ 1 ≤ j ≤ m.

因此, 由定理 2.4,

|σj(Hm + E)| ≤ ∥E∥2 , ϵ, t+ 1 ≤ j ≤ m. (2.23)

定理 2.3 中的常数 1 可以用任一常数 τ > 2ϵ 替代, 因此 Hm + E 的奇异值可以

被严格的分成两个部分: 当 j ≤ t 时, σj(Hm + E) ≥ τ − ∥E∥2 > ϵ, 当 j > t 时,
σj(Hm + E) ≤ ϵ.

ᇊ理 2.3 ৺нㅹᔿ (2.23) ᨀ׋Ҷ߶⺞ࡔᯝ〰⮿ᓖ t Ⲵ㇇⌅, ᡁԜ俆ݸᕅ䘋ྲл
䇠ਧ:

• m: ᖃࡽ Hankel ⸙䱥Ⲵ㿴⁑;

• ϵ: Hankel ⸙䱥Ⲵ䈟ᐞ⭼;

• nσ≥1−ϵ: ⸙䱥 Hm−1 ⲴབྷҾᡆㅹҾ 1− ϵ Ⲵཷᔲ٬Ⲵњ数;

• nσ≤ϵ: ⸙䱥 Hm−1 ⲴሿҾᡆㅹҾ ϵ Ⲵཷᔲ٬Ⲵњ数;

• ζ: ൘ྲлᛵߥл㇇⌅㓸→:nσ≥1−ϵ(Hm+i) = nσ≥1−ϵ(Hm−1),

nσ≤ϵ(Hm+i) = m+ i− nσ≥1−ϵ(Hm−1),
(2.24)

ሩԫօ┑䏣 0 ≤ i ≤ ζ − 1 Ⲵ i 䜭ᡀ・Ⲵᰦى.

㇍⌋ NSD

䗉ޛ - f(x): 单ਈݳཊ亩ᔿ f Ⲵᖒᔿᵚ⸕, ն㔉ᇊ x ਟᗇࡠ f(x);

- ϵ: Hankel ⸙䱥Ⲵ䈟ᐞ⭼.

䗉࠰ - t: f(x) Ⲵ〰⮿ᓖ.

ㅢ 1↛ ՠ䇑 deg(f) Ⲵк⭼ p, ަ中 p Ѫ㍐数.

ㅢ 2↛ ሩањ䲿ᵪ䘹ਆⲴᮤ数 j ∈ [1, p− 1],Ԕ ω ← e2πij/p, nσ≥1−ϵ ← 0, nσ≤ϵ ← 0,
k ← 0, m← 1, H1 ← f(1).
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ㅢ 3↛ ᖃ k < ζ ᰦ

- 䇑㇇ Hm Ⲵᡰᴹཷᔲ٬;

l1 ← བྷҾ 1− ϵ Ⲵཷᔲ٬Ⲵњ数;

l2 ← ሿҾ ϵ Ⲵཷᔲ٬Ⲵњ数.

- ྲ᷌ l1 + l2 = m ᒦф l1 = nσ≥1−ϵ

k ← k + 1.

੖ࡉ,

k ← 0.

- nσ≥1−ϵ ← l1, nσ≤ϵ ← l2, m← m+ 1.

- Ԕ f(x) ൘ ω2m−3 ઼ ω2m−2 ⛩༴ਆ٬ᒦᴤᯠ Hm.

ㅢ 4↛ ྲ᷌ k < ζ, 䘄എㅜ 3↕, ੖ࡉ t← nσ≥1−ϵ.

ᇐ⨼ 2.5. 假设 Hankel 矩阵的误差可由 ϵ 界定, 上述算法当 m 满足以下条件的时

候终止:
m ≥ 1 +

1

∆
+ max

1≤i≤t

1

|ci|
+ (ζ − 1). (2.25)

算法 NSD 在较高概率下返回 f 的稀疏度 t.

䇷᱄. ⭡ᇊ理 2.3, ᖃ m ┑䏣ԕлᶑԦᰦ:

m ≥ 1 +
1

∆
+ max

1≤i≤t

1

|ci|
,

σt(Hm) аᇊнሿҾ 1. 㘼ф⭡ᇊ理 2.4,

|σt(Hm + E)| ≥ |σt(Hm)| − ∥E∥2 ≥ 1− ϵ.

ᖃ m ≥ t+ 1 ᰦ,
σj(Hm) = 0, t+ 1 ≤ j ≤ m.

⭡ᇊ理 2.4 ৺нㅹᔿ (2.23) ਟ⸕, ሩ j = t+ 1, . . . ,m, 䜭ᴹ

|σj(Hm + E)| ≤ ∥E∥2 ≤ ϵ.

ഐ↔ᶑԦ (2.24) ሶՊ䘎㔝 ζ ⅑┑䏣.

⌅㇇Ҿޣ NSD ᡀ࣏䘄എ f Ⲵ〰⮿ᓖ t Ⲵᾲ⦷ሶ൘ 3.1 中䇘䇪



14 数٬〰⮿ᨂ٬与ཊ亩ᔿ系统ㆰ单䟽ṩ≲䀓

⌞䠀 2.4. 由于 (2.25) 中给出的最小样本个数依赖于 min1≤i≤t |ci|, 如果上述最小
值远小于 1, 不等式 (2.19) 提供了一个更好的终止算法的判别准则.

л䶒Ⲵᇊ理䈤᰾ Vandermonde ⸙䱥 Vm Ⲵㅜ t њཷᔲ٬ҏਟԕ⭡ Hankel ⸙
䱥 Hm Ⲵㅜ t њཷᔲ٬ՠ䇑.

ᇐ⨼ 2.6. 对 m > t, 有以下估计

σt(Vm) ≥
σt(Hm)

2mmax1≤i≤t |ci|
. (2.26)

䇷᱄. 䇮ٷ Vm = U · Σ · V ᱟ Vm Ⲵཷᔲ࠶٬䀓, ަ中 Σ ∈ Cm×t, U ∈ Cm×m,
V ∈ Ct×t. 䛓Ѹ

σt(Vm) = min
rank(B)<t

∥Vm −B∥2,

= ∥Vm − V̄m∥2,

ަ中

V̄m = U · diag(σ1(Vm), . . . , σt−1(Vm), 0) · V.

ഐ↔:
σt(Hm) = min

rank(A)<t
∥VmDV T

m − A∥2

≤ ∥VmDV T
m − V̄mDV̄ T

m∥2
= ∥VmDV T

m − VmDV̄ T
m + VmDV̄ T

m − V̄mDV̄ T
m∥

≤ ∥VmD(V T
m − V̄ T

m )∥2 + ∥(Vm − V̄m)DV̄ T
m∥2

≤ σt(Vm)∥Vm∥2∥D∥2 + σt(Vm)∥V̄m∥2∥D∥2
≤ 2σt(Vm)∥Vm∥2∥D∥2
≤ 2m max

1≤i≤t
|ci|σt(Vm).

(2.25) 中㔉ࠪⲴᴰሿṧᵜњ数਼ṧ׍䎆Ҿᴰሿ࠶⿫⭼ ∆. [2] 中ᨀࠪҶаӋ䲿
ᵪ㇇⌅, ਟԕ䘲ᖃൠ໎བྷᴰሿ࠶⿫⭼. л䶒Ⲵᇊ理ᱟ [2, ᇊ理 4.3] Ⲵ᧘ᒯ.

ᇐ⨼ 2.7. 假设 p 为素数并且 p > deg(f). ω = e2πij/p, 其中 j 在 0 < j < p 中均匀

随机选取, 则在至少 1− 1
2k
的概率下, 下式成立:

∆ >
1

2kt2
, ∀k ∈ Z>0. (2.27)
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䇷᱄. ᡁԜ᧘ᒯ [2, ᇊ理 4.3]中Ⲵ䇱᰾. 䇮ᖃٷ u < v ᰦى, eu > ev, ⭡ᇊѹ 2.1, ᴹ

∆ =
1

p
· min
1≤u<v≤t

min{δu,v, p− δu,v}, (2.28)

ަ中

δu,v = eu · j − ev · j mod p.

(eu − ev) mod p 㠣ཊᴹ
(
t
2

)
≤ t2

2
њн਼Ⲵ٬. ሩԫ᜿Ⲵ k ∈ Z>0, Ԕ

l =
p

2kt2
, (2.29)

䛓ѸሩᡰᴹⲴ

c ∈ {1, . . . , ⌊l⌋} ∪ {p− ⌊l⌋+ 1, . . . , p},
ަ中࠭数 ⌊l⌋ 㺘⽪ ≤ l Ⲵᴰབྷᮤ数, ᆈ൘ୟа j ∈ Zp ֯ᗇ

δu,v = c.

һᇎк, ഐѪ p ᱟањབྷҾ deg(f) Ⲵ㍐数, [eu − ev] ᱟ Zp 中Ⲵਟ䘶ݳ, ণ
j = (eu − ev)

−1 · c mod p,

ഐ↔ሩԫ᜿㔉ᇊⲴ eu ઼ ev, ᆈ൘ 2 · ⌊l⌋ њ j Ⲵ٬֯ᗇ

min{δu,v, p− δu,v} ≤ l. (2.30)

㾱֯ᗇ (2.30) ሩḀњ δu,v ┑䏣, j ਟਆޡ (t2/2) · 2 · ⌊l⌋ њ٬, ഐ↔⭡ (2.28) ৺

(2.29), ∆ ≤ ⌊l⌋
p
≤ l

p
≤ 1

2kt2
ᡀ・Ⲵᾲ⦷ਟՠ䇑ྲл:

≤ t2

2
· 2 · ⌊l⌋ · 1

p
≤ t2

2
· 2l · 1

p
=

1

2k
,

ׁᆆ 2.1. 假设 f = 2x109 − 5x59 + x58 + 2x47 + 3x35, 取 ζ = 5.

1. 令 ω = e2πi/119, 假设 Hm 的误差可由 ϵ = 0.05 限制. f 在 ω 点的最小隔离界为:

∆(ω109, . . . , ω35) =
1

119
.

当 m 增长到大于 16 时, 总会出现以下现象: Hm 有 5 个奇异值严格大于 1, 而
其他的奇异值严格小于 0.05. 因此算法将在 21 = 16 + 5 步之后终止并且返回

t = 5.

进一步有 σ1(H4)
σ4(H4)

≈ 48.7, σ1(H5)
σ5(H5)

≈ 4387. 因此, 如果我们用 Hm 条件数的骤然增

加去判断 f 的稀疏度, 那我们会返回一个错误的结论: t = 4.

同样我们注意理论上最差的情况, 我们可以通过 1
∆
+ 1 = 120 个样本便可检测

到稀疏度并得到一个良态的 Vandermonde 矩阵, 但是实际上算法 NSD 可以更
早地终止, 例如 V16 的条件数是 8.6.



16 数٬〰⮿ᨂ٬与ཊ亩ᔿ系统ㆰ单䟽ṩ≲䀓

2. 如果对 ω 进行一个随机的旋转, 例如令 ω = e2πi·9/119. 最小分离距离将会增大:

∆(ω109, . . . , ω35) ≈ 1/13.

这样, 算法将会提前 8 步终止, 即当 m = 8 时条件 (2.24) 满足.

മ 2.1: ֻ 2.1 中Ⲵ亩



ㅢпㄖ ᨆࢃ㓾↘ᇐ⨼

ᵜㄐֻ 3.1 㺘᰾, ㅜҼㄐ中㔉ࠪⲴ㇇⌅ NSD ਟ㜭൘ m 䗮ࡠ〰⮿ᓖ t ѻࡽ䗷ᰙ

㓸→. Ѫ؍䇱㇇⌅ NSD нՊ䗷ᰙⲴ㓸→, ਼ᰦҏѪҶഎㆄ [4] 中ᨀࠪⲴޜᔰ䰞仈,
ᡁԜ䇱᰾Ҷᨀࡽ㓸→ᇊ理ሩ䶎〫位Ⲵ Hankel ⸙䱥਼ṧᡀ・, ਼ᰦ൘䖳儈ᾲ⦷л,
㇇⌅ NSD нՊ൘䗮ࡠ〰⮿ᓖ t ѻࡽ㓸→.

3.1 〱位Ⲻᨆࢃ㓾↘ᇐ⨼

൘㋮⺞䇑㇇Ⲵᛵᖒ, ሩҾỰ傼㇇⌅Ⲵ㓸→ᶑԦ, [4] 㔉ࠪҶ㇇⌅൘䗮ࡠᇎ䱵Ⲵ〰
⮿ᓖ t ѻࡽнՊ䗷ᰙ㓸→Ⲵᾲ⦷᷀࠶. ᡁԜѻᡰԕ〠 [4] 中㔉ࠪⲴ䲿ᵪ㇇⌅ਟԕᇎ
⧠ᨀࡽ㓸→, ᱟഐѪ൘䖳儈ᾲ⦷л, ㇇⌅ਚ䴰㾱н䎵䗷 2t+1 ↕ণਟ㓸→, 㘼 2t+1

ᱟ൘〰⮿ᓖᵚ⸕Ⲵᛵߥлཊ亩ᔿᨂ٬ᡰ䴰㾱Ⲵᴰሿṧᵜ⛩њ数. [4] 中 Kaltofen ઼
Lee 㘳㲁Ⲵᱟ Ben-Or ઼ Tiwari ൘ [26] 中ᨀࠪⲴ Prony ᯩ⌅Ⲵཊݳཊ亩ᔿ⡸ᵜ.
䇮系数ฏٷ K Ѫԫ᜿ฏ. Ԕ

f(x1, . . . , xn) =
t∑

j=1

cj x
ej,1
1 · · · xej,n

n , cj ∈ K, cj ̸= 0 (3.1)

Ѫ K[x1, . . . , xn] 中Ⲵ t 〰⮿ཊ亩ᔿ, ᒦԔ

αi = f(xi
1, . . . , x

i
n) ∈ K[x1, . . . , xn], i = 1, 2, 3, . . .

α0 = c1 + · · ·+ ct

 . (3.2)

Ԕ

Hm(h1, . . . , h2m−1) =



h1 h2 . . . hm

h2 h3 . .
.

hm+1

h3 h4 . .
.

hm+2

...
... . .

. ...

hm hm+1 . . . h2m−1


(3.3)

Ѫ⭡ h1, . . ., h2m−1 ⭏ᡀⲴ m 䱦〫位Ⲵ Hankel ⸙䱥. [4] 中ᇊ理 4 㺘᰾:

∀m, 1 ≤ m ≤ t : det(Hm(α1, . . . , α2m−1)) ̸= 0.

㘼ሩᡰᴹ m′ ≥ t + 1, ᙫᴹ det(Hm′(α1, . . . , α2m′−1)) = 0. ഐ↔⭡ DeMillo-Lipton/
Schwartz/Zippel ᕅ理, ྲ᷌ฏ中Ⲵݳ㍐ ωj ∈ S ⊆ K ᱟ൘ањᴹ䲀䳶ਸ S 中ㅹᾲ
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⦷䲿ᵪ䘹ਆⲴ, 䛓Ѹ㠣ቁ൘ᾲ⦷

1−
(
t3 +

3

2
t2 +

1

2
t
)

deg(f) 1

3 |S|
(3.4)

(|S|㺘⽪䳶ਸ S中ݳ㍐Ⲵњ数)л, detHm(a1, . . . , a2m−1) ̸= 0ሩ ai = αi(ω1, . . . , ωn)

৺ 1 ≤ m ≤ t ᡀ・ ([4, ᇊ理 5]). ഐ↔, ൘䖳儈ᾲ⦷л, ᖃ m ໎࣐ᰦ, ㅜањཷ
ᔲⲴ Hankel ⸙䱥Ⲵ㿴⁑Ѫ (t + 1) × (t + 1), ⭡↔ਟᗇࡠ〰⮿ᓖ t. 㹼ࡇᔿ
ᒿࡇ {det(Hm(a1, ..., a2m−1)}1≤m≤t+1 ਟԕ䙊䗷ᒿࡇ a1,a2, a3, . . ., ࡙用 Berlekam-
p/Massey ㇇⌅ ([27, 28]) .ࡠ䇑㇇ᗇ⅑׍ 䘉њ䗷〻中ޡ䴰㾱 O(t2) ⅑ԓ数䘀㇇ᒦф

н䴰㾱֯用䲔⌅. ㇇⌅ NSD 㓸→ⲴᶑԦᱟ: Hankel ⸙䱥 Hm+ζ ᡰᴹⲴཷᔲ٬㻛ѕ

ṬⲴ࠶ᡀє䜘࠶, а䜘࠶བྷҾ 1 − ϵ, ਖа䜘࠶ሿҾ ϵ ᒦф⋑ᴹཷᔲ٬㩭൘中䰤४

ฏ.

䴰㾱⌘᜿Ⲵᱟ,ᰐ䇪ᱟк䘠单ਈݳ数٬ᨂ٬㇇⌅ (NSD)䘈ᱟ Ben-Or৺ Tiwari
Ⲵཊਈݳㅖਧ㇇⌅, 䜭ᱟ䪸ሩԕ (ω0

1, . . ., ω0
n) = (1, 1, . . . , 1) ᔰ࿻Ⲵᒿࡇ, ൘䘉⿽

ᛵߥл, H1(α0) = c1 + · · · + ct ਟ㜭Ѫ 0. ྲ᷌系数ฏ K Ⲵ⢩ᖱѪ 2, 䛓Ѹᖃ
c1 = · · · = ct = 1 ᰦ, ሩᡰᴹ┑䏣 0 ≤ m ≤ t − 1 ф t − m Ѫཷ数Ⲵ m, 䜭ᴹ
det(Hm(α0, . . . , α2m−2)) = 0 (㿱⌘䟺 3.2). к䘠һᇎ䈤᰾, ᖃ系数ฏⲴ⢩ᖱㅹҾ 2

ᰦ, 㤕㾱֯ᡰᴹ┑䏣 m ≥ 2 Ⲵ Hm 䜭Ѫ䶎ཷᔲ⸙䱥, [4] 中ԕ α1 ᔰ࿻Ⲵ〫位ᱟᗵ㾱

Ⲵ.

Ӿ [4] Ⲵᇊ理 4 Ⲵ䇱᰾中਼ṧਟԕⴻࠪ (㿱ㅜйㄐᔿ (3.16)), ሩԫօⲴ系数ฏ
K, 䜭ᴹ

∀m, 1≤m≤t− 1:


det(Hm(α0, ..., α2m−2))̸=0

ᡆ者

det(Hm+1(α0, ..., α2m))̸=0.

 (3.5)

ഐ↔, ྲ᷌൘䘎㔝ࠪ⧠ ζ = 2 њཷᔲⲴ Hankel ⸙䱥Ⲵᰦى㓸→㇇⌅, ൘㠣ཊ໎ࡉ
,ᨀлࡽєњṧᵜ⛩Ⲵ࣐ ㇇⌅ཡ䍕ᾲ⦷Ⲵк⭼ሶՊ߿ሿ.

3.2 жѠ⢯⇀Ⲻڅᓅ਀䶔〱位Ⲻᨆࢃ㓾↘ᇐ⨼

ሩ⢩ᖱнㅹҾ 2 Ⲵ系数ฏ K, ᡁԜਟԕ᭩䘋 [4] 中Ⲵᇊ理 4, ᒦሩ [4] 㝊⌘ 2 中
ᨀࠪⲴޜᔰ䰞仈㔉ࠪ㛟ᇊⲴഎㆄ.

ᇐ⨼ 3.1. 设系数域 K 的特征不等于 2. 令 αi 如 (3.2) 中定义, Hm 如 (3.3) 中定
义. 那么

det(H1(α0)) = c1 + · · ·+ ct,

det(Hm(α0, . . . , α2m−2)) ̸= 0 , 对任意 2 ≤ m ≤ t.

 (3.6)
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证明. ሩ [4] 中ᔿ (9) 中㔉ࠪⲴ det(Hm(α0, . . ., α2m−2)) Ⲵኅᔰᔿ (ਖਟ㿱ᔿ (2.2)),
ᡁԜⲴ䇱᰾㔉ࠪҶ∄ᕅ᮷ᴤ㋮㓶ⲴޣҾ亩Ⲵ㔃ᶴⲴ᷀࠶. Ԕ J = {1, 2, . . . , t}, ᒦԔ

F (y1, . . . , yt) =
∑

{j1,...,jm}⊆J

cj1 · · · cjm
∏

1≤v<u≤m

(yju − yjv)
2 ∈ K[y1, . . . , yt], (3.7)

Ԕ βj = x
ej,1
1 · · · x

ej,n
n Ѫ (3.1) 中ㅜ j 亩. 䛓ѸᡁԜᴹ:

det(Hm(α0, . . . , α2m−2)) = F (β1, . . . , βt). (3.8)

(3.7) 中ᴹ
(
t
m

)
亩≲઼, ᒦф (3.7) 中⇿ањ҈〟䜭ᴹ

(
m
2

)
њᒣᯩ亩ഐᆀ.

ሩ K[x1, . . ., xn] к F (β1, . . . , βt) 中Ⲵ单亩, ԕ৺ K[y1, . . . , yt] к F (y1, . . . , yt)

中Ⲵ单亩, ᡁԜ㘳㲁⴨ᇩⲴޘ亩ᒿ, 别䇠Ѫ࠶ ≽x ઼ ≽y. 䇠 ≻x ઼ ≻y 㺘⽪ѕ
ṬⲴ亩ᒿ, ণ㺘⽪བྷҾфнㅹҾ. 䘉䟼Ⲵ亩ᒿਟԕᴹཊ⿽䘹ᤙ, ∄ྲ㓟ᆇިᒿ.
⌘᜿᷌ྲࡠ F ̸= 0, 䛓Ѹ (3.7) 中 F Ⲵ⇿а亩ޣҾ y1, . . . , yt Ⲵޘ⅑数ሶՊㅹҾ

2
(
m
2

)
= m(m− 1). ᡁԜٷ䇮 (3.1) 中 f Ⲵ亩 βj ᴹྲлབྷሿ亪ᒿ:

β1 ≻x β2 ≻x . . . ≻x βt, (3.9)

ᒦфਈ䟿 yj Ⲵབྷሿ亪ᒿྲл:

y1 ≻y y2 ≻y · · · ≻y yt. (3.10)

൘ (3.7) 中, ൘ᡰᴹⲴ҈〟
∏

1≤v<u≤m(yju − yjv)
2 中ࠪ⧠Ⲵ单亩中, ൘单亩ᒿ ≽y л

Ⲵ俆亩ᱟ:
M1 = y2m−2

1 y2m−4
2 · · · y4m−2y

2
m−1 ∈ K[y1, . . . , yt], (3.11)

䈕һᇎሶՊ൘л᮷中㔉Ҹ䇱᰾. ᡁԜ⧠൘㔉ࠪ K[y1, . . . , yt] 中ޘ⅑数Ѫ D Ⲵ亩Ⲵ

ањᯠⲴ, 䟽㾱Ⲵٿᒿ ⊒y:

ᇐѿ 3.1. 假设 M ∈ K[y1, . . . , yt] 的全次数为 D = m(m− 1). 将 M 中的所有变量

按照 (3.10) 中规定的序从大到小排列, 形成一个列表 (高次变量重复记录), 记为:
vlist(M), 即:

vlist(M) , [yj1 , . . . , yj1︸ ︷︷ ︸
e1 个

, . . . , yjk , . . . , yjk︸ ︷︷ ︸
ek 个

],

其中M=ye1j1 ···y
ek
jk
, e1≥1, ..., ek≥1, j1<j2< · · ·<jk.

记 vlist(M)[ℓ] 表示列表 vlist(M) 中的第 l 个元素, 即 vlist(M)[ℓ] 表示变量 yη,
j1 ≤ η ≤ jk. 假设 M ′ 为 K[y1, . . . , yt] 中另一个全次数为 D 的单项, 定义如下序:

M ⊒y M ′
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⇐⇒ ∀ℓ, 1≤ℓ≤D : η≤η′ 对

 yη=vlist(M)[ℓ],

yη′=vlist(M ′)[ℓ]


⇐⇒ ∀ℓ, 1≤ℓ≤D : vlist(M)[ℓ] ≽y vlist(M ′)[ℓ]. (3.12)

记 M Ay M ′ ⇐⇒M ⊒y M ′ 并且 M ̸= M ′, 表示在 (3.12) 中至少存在一个指标 l,
使得 vlist(M)[ℓ] ≻y vlist(M ′)[ℓ]. 定义

M ̸⊒y M ′

⇐⇒ ∃ℓ, 1≤ℓ≤D : vlist(M ′)[ℓ] ≻y vlist(M)[ℓ]. (3.13)

⌘᜿ࡠ Ay ᱟањ (ѕṬ) :ᒿٿ ֻྲሩ M = y41y
2
3, M ′ = y21y

4
2 ̸= M , ᰒᴹ

M ̸Ay M ′, ҏᴹ M ′ ̸Ay M . ᡁԜ俆ݸ䇱᰾:

M Ay M ′ =⇒M(β1, . . . , βt) ≻x M ′(β1, . . . βt). (3.14)

һᇎк, ⭡Ҿ ≽x ާᴹ⴨ᇩᙗ, ণሩ K[x1, . . . , xn] 中Ⲵ亩 β, β′, γ, γ′, ྲ᷌ β ≽x β′,
γ ≽x γ′, 䛓Ѹ βγ ≽x β′γ′; ྲ᷌ β ≻x β′ ᒦф γ ≻x γ′, 䛓Ѹ βγ ≻x β′γ′. 䘋㘼⭡
(3.9), (3.10), ৺ᇊѹ (3.12) ਟ⸕: ྲ᷌ሶ β1, . . . , βt ޕ别ԓ࠶ M ઼ M ′ 中, (3.14)
ᡀ・

⧠൘, 䇮ٷ M ∈ K[y1, . . . , yt] Ѫ (3.11) 中ԫа҈〟
∏

1≤v<u≤m(yju − yjv)
2 Ⲵԫ

а亩, 䛓Ѹሩ (3.11) 中Ⲵ亩 M1, ᡁԜᴹ:

M1 ⊒y M. (3.15)

һᇎк, ሩ µ = 1, 2, . . . ,m − 1, ਈ䟿 yµ ൘ࡇ㺘 vlist(M) 中ਟԕ䗮ࡠⲴᴰབྷⲴ位

㖞指ḷ ℓ
[max]
µ Ѫ: ℓ

[max]
µ = 2(m − 1) + 2(m − 2) + · · · + 2(m − µ), ഐѪ M 中ޣҾ

y1, . . . , yµ ⲴᴰབྷޘᒿѪ ℓ
[max]
µ ,䘉ᱟഐѪM 中㠣ቁᴹ 2

(
m−µ
2

)
= (m−µ)(m−µ−1)

њ┑䏣 ju > µ ᒦф jv > µ Ⲵഐᆀ (yju − yjv), 䘉Ӌਈ䟿൘ M 中䍑⥞Ⲵޘ⅑数

བྷҾᡆㅹҾ (m − µ)(m − µ − 1), ҾᱟޣҾ y1, . . . , yµ Ⲵᴰབྷޘ⅑数应ሿҾᡆㅹҾ

m(m−1)− (m−µ)(m−µ−1) = ℓ
[max]
µ . ᖃ µ൘ vlist(M1)中ᰦ,䘉Ӌᴰབྷ٬ਟԕਆ

.ࡠ ⢩别Ⲵ, yµ ൘ vlist(M1) 中ㅜа⅑ࠪ⧠ᱟ൘位㖞 ℓ
[max]
µ−1 + 1 ༴. 䇮ٷ M1 ̸⊒y M ,

ҏቡᱟᆈ൘ ℓ, 1 ≤ ℓ ≤ D, ֯ᗇ vlist(M)[ℓ] ≻y vlist(M1)[ℓ] (㿱 (3.12)), 䘉ቡ᜿ણ⵰
ᆈ൘ µ′ ≤ µ− 1, ֯ᗇ yµ′ = vlist(M)[ℓ], yµ = vlist(M1)[ℓ]. ሩ vlist(M1) 中Ⲵ yµ, ᡁ
Ԝᴹ ℓ > ℓ

[max]
µ−1 . ഐ↔ yµ′ ൘ vlist(M) 中Ⲵ位㖞㾱൘ ℓ

[max]
µ−1 ѻਾ, 䘉ሩ µ′ ≤ µ− 1 ᱟ

нਟ㜭ᡀ・Ⲵ, Ҿᱟ (3.15) ᗇ䇱.

⭡ (3.14) ઼ (3.15) ਟᗇ, ሩԫ᜿Ⲵ M ̸= M1, 䜭ᴹ

M1(β1, . . . , βt) ≻x M(β1, . . . , βt),
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䘉൘ [4, 29] 中⋑ᴹ㔉ࠪ䇱᰾, ᡁԜ൘䘉䟼㔉ࠪҶԄ㓶Ⲵ᷀࠶, ᒦф൘л᮷中Պ
.ᢰᐗޣ应用⴨⅑޽ ਼ṧ, ᡁԜ⌘᜿ࡠሩᡰᴹⲴ {j1, . . . , jm} = {1, . . . ,m − 1, τ},
τ = m,m+1, . . . , t, (3.11) 中Ⲵ亩 M1 аᇊ൘ (3.7) 中Ⲵ҈〟

∏
1≤v<u≤m(yju − yjv)

2

中ࠪ⧠, ഐ↔ᖃᡁԜ用 x
ej,1
1 · · · x

ej,n
n ᴯᦒ βj ᰦ, ᴹྲлኅᔰᔿ:

F (β1, . . . , βt) = c1 · · · cm−1

( t∑
τ=m

cτ

)
M1(β1, . . . , βt) Ҿޣ+ x1, . . . , xn Ⲵվ⅑亩.

ഐ↔⭡ (3.8) ৺ cj ̸= 0 ਟᗇ:

( t∑
τ=m

cτ

)
̸= 0 =⇒ det(Hm(α0, . . . , α2m−2)) ̸= 0 (3.16)

(㿱 [29, ⌘䟺 4.2]). Ҿᱟ, єњ⴨䛫Ⲵ≲઼
∑t

τ=m cτ ઼
∑t

τ=m+1 cτ н㜭਼ᰦѪ䴦,
ྲ㤕н❦ᗵᴹ cm = 0, ഐ↔ (3.5) ᔿᗇ䇱.

䇮ٷ (
∑t

τ=m cτ ) = 0, 2 ≤ m ≤ t, ᡁԜ㘳㲁ኅᔰᔿ (3.7) 中൘ᒿ ≻y лⲴ⅑儈
亩, ণ

M2 = y2m−2
1 y2m−4

2 · · · y4m−2ym−1ym ∈ K[y1, . . . , yt]. (3.17)

䈕亩ਜ਼ᴹਈݳ y1, . . . , ym,ഐ↔ਚࠪ⧠൘ኅᔰᔿ中Ⲵањ҈〟中,ণ
∏

1≤v<u≤m(yju−
yjv)

2, ަ中 {j1, . . ., jm} = {1, . . . ,m}, ަ系数Ѫ 2. ഐ↔ M2 ൘ (3.7) 中Ⲵ系数Ѫ
−2c1 · · · cm. л䶒䇱᰾ᖃ (

∑t
τ=m cτ ) = 0 ᰦ, M2(β1, . . . , βt) ∈ K[x1, . . . , xn] ൘ (3.8)

中Ⲵ系数ҏѪ −2c1 · · · cm.

⭡ (3.14), (3.7) 中ᡰᴹ┑䏣 M2 Ay M Ⲵ亩 M ∈ K[y1, . . . , yt] 䜭ᴹ

M2(β1, . . . , βt) ≻x M(β1, . . . , βt),

ഐ↔䘉Ӌ亩нՊ൘ኅᔰᔿ (3.8) 中Ѫ M2(β1, . . . , βt) Ⲵ系数ڊ䍑⥞. 㘼։лⲴᡰᴹ
亩ণѪ┑䏣 M2 ̸⊒y M Ⲵ亩 (ྲ M1). 㘳㲁 (3.7) 中Ḁњ┑䏣 M2 ̸⊒y M Ⲵ M , 䛓
Ѹ⭡ᇊѹ৺ᔿ (3.15), ሩԫ᜿Ⲵ ℓ, 1 ≤ ℓ ≤ D − 1, 䜭ᴹ

vlist(M2)[ℓ] = vlist(M1)[ℓ] ≽y vlist(M)[ℓ].

ഐ↔,⭡M2 ̸⊒y M ਟᗇ vlist(M)[D] = ym−1,ഐѪD > ℓ
[max]
m−2 ≥ ℓ

[max]
µ ,㤕 µ ≤ m−2,

yµ Ⲵ位㖞нਟ㜭䗮ࡠㅜ D њ, ഐ↔⭡ (3.13), ᗵᴹ:

vlist(M)[D] ≻y vlist(M2)[D] = ym.

ᴰਾ, ᡁԜ䈤᰾, ሩԫ᜿┑䏣 M2 ̸⊒y M Ⲵ单亩 M , ൘ᔿ (3.7) 中Ⲵ系数
䜭Ѫ 0. к⇥中䇱᰾Ҷ vlist(M)[D] = ym−1. ᡁԜᯝ䀰, M ਚਟ㜭ࠪ⧠൘҈〟
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∏
1≤v<u≤m(yju − yjv)

2 中, ަ中 {j1, . . . , jm} = {1, . . . ,m − 1, τ}, m ≤ τ ≤ t. ྲ㤕
н❦, 䇮ٷ {j1, . . . , jm} 中ਜ਼ᴹє亩 τ ઼ τ ′ ┑䏣 m ≤ τ ≤ t, τ < τ ′ ≤ t. 䛓Ѹ҈
〟
∏

1≤v<u≤m(yju − yjv)
2 中Պᆈ൘ഐᆀ (yτ − yτ ′)

2, ഐ↔൘䘉њ҈〟中, M 中ޣҾ

y1, . . . , ym−1 Ⲵޘ⅑数ሿҾ m(m− 1), 䘉ቡ䈤᰾ਈ䟿 ym−1 ൘ vlist(M) 中нਟ㜭ࡠ

䗮ㅜ D њ位㖞. ⧠൘ٷ䇮㠣ቁᆈ൘ањ τ , m ≤ τ ≤ t ֯ᗇ┑䏣 M2 ̸⊒y M Ⲵ单亩

ᔿ M ࠪ⧠൘҈〟:
∏

1≤v<u≤m(yju − yjv)
2, {j1, . . . , jm} = {1, . . . ,m− 1, τ} 中 (ྲ᷌

н❦, M нՊࠪ⧠൘ (3.7) Ⲵኅᔰᔿ), 䛓Ѹ൘䘉Ӌ M ࠪ⧠Ⲵ┑䏣 m ≤ τ ≤ t Ⲵ҈

〟ᖃ中, M 䜭ᴹ⴨਼Ⲵ系数, 䇠Ѫ aM (Ԕ yτ = 0ণਟᗇࡠ),ഐ↔൘ (
∑t

τ=m cτ ) = 0

Ⲵٷ䇮л, M ൘ኅᔰᔿ (3.7) 中Ⲵ系数Ѫ:

aMc1 · · · cm−1

(
t∑

τ=m

cτ

)
= 0.

൘ (3.8) 中Ⲵ亩 M2(β1, . . . , βt) Ⲵ系数ਚᶕⓀҾ (3.7) 中Ⲵ M2 (ަԆᶕⓀⲴ系
数൷Ѫ 0). ഐ↔, ᆳⲴ系数Ѫ −2c1 · · · cm, ᖃ系数ฏⲴ⢩ᖱнㅹҾ 2 ᒦф cj ̸= 0 ᰦ,
䘉њ系数нㅹҾ 0. ഐ↔, ሩԫ᜿Ⲵ m, t ┑䏣 2 ≤ m ≤ t, 䜭ᴹ

(
t∑

τ=m

cτ ) = 0 =⇒ det(Hm(α0, . . . , α2m−2)) ̸= 0,

⭡޽ (3.16), ᇊ理 3.1 ᗇ䇱. �

ᖃ系数ฏ⢩ᖱнㅹҾ 2 ᰦ, ᇊ理 3.1 㔉ࠪҶ∄ (3.4) 中ᴤྭⲴޣҾᨀࡽ㓸→ᇊ
理ᡀ࣏Ⲵᾲ⦷᷀࠶, ণ൘ 2t+ 1 њਆ٬ѻਾ, ᨀࡽ㓸→ᇊ理ᡀ࣏Ⲵᾲ⦷㠣ቁѪ:

1− (t3 − t+ 3) deg(f) 1

3|S|
. (3.18)

(3.18) 中㔉ࠪⲴᾲ⦷ՠ䇑ᯩ⌅ྲл: 俆ݸỰ傼 a1 = f(ω1, . . . , ωn) ᱟ੖Ѫ 0, ྲ᷌
ᱟ, 䛓Ѹ f ൘䖳儈ᾲ⦷лѪ䴦ཊ亩ᔿ (t = 0); ྲ᷌нᱟ, 䇑㇇ a0 = f(1, . . . , 1) ઼

a2 = f(ω2
1, . . . , ω

2
n), ᒦỰ傼 det(H2(a0, a1, a2)) = 0 ᱟ੖Ѫ䴦. 䘉ṧڊⲴⴞⲴᱟ֯ᡁ

ԜⲴᾲ⦷᷀࠶ᴤᆼᮤ, ণྲ᷌䗃ޕѪ䴦ཊ亩ᔿ, ࡠ൘ᗇ⌅㇇ࡉ det(H1(a1)) = 0 ਾቡ

㓸→.

⌞䠀 3.1. 如果 (3.1) 中的一些指数 ej,ν 为负整数, 定理 3.1 依然成立, 此时
f ∈ K[x1, x

−1
1 , . . . , xn, x

−1
n ] 为关于 x1, . . . , xn 的 Laurent 多项式. 若 0 ̸∈ S, 概率分

析 (3.18) 依然有效, 只需令

deg(f) = max
1≤j≤t

(
n∑

ν=1

ej,ν)−
∑

1≤ν≤n

min
1≤j≤t

(ej,ν).
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⌞䠀 3.2. 如果系数域 K 的特征等于 2, c1 = · · · = ct = 1 并且 t−m 为奇数, 那么∏
1≤v<u≤m

(βjv − βju)
2 =

∏
1≤v<u≤m

(β2
jv − β2

ju). (3.19)

事实上,它可以看做由 β2
j1
, . . . , β2

jm 生成的 Vandermonde矩阵 V 的行列式. 那么展
开式 (3.19) 中的每一项都由 V 中每列各取一个元素并相乘得到. 因此由 (3.7) 和
(3.8), det(Hm(α0, . . . , α2m−2)) 中的每项有如下形式: M = β2m−2

j1
· β2m−4

j2
· · · β2

jm−1
.

令 S = {1, . . . , t} \ {j1, . . . , jm−1}, 由于 S 中含有偶数个元素, M 的系数为

cj1 · · · cjm−1 ·
∑

jm∈S cjm = 0. 因此, det(Hm(α0, . . . , α2m−2)) = 0.

3.3 ㇍ׁ

ׁᆆ 3.1. [1] Ԕ f =
∑t

j=1 cjx
ej , ަ中 t = 61, cj = 1, j = 1, . . . , t,

ej =


2(j − 1) j = 1, . . . , 41,

63 + 2(j − 42) j = 42, . . . , 51,

1 + 2(j − 52) j = 52, . . . , 61.

മ 3.1 ᱮ⽪Ⲵᱟ f 中਴亩൘ ω = e2πi/82 ༴ਆ٬ᰦⲴᛵߥ. ᡁԜ⌘᜿ࡠԕлһ
ᇎ:

1. ᖃ m བྷҾ 23 ᰦ, Hankel ⸙䱥Ⲵᴰሿཷᔲ٬ሿҾ 10−11. ↔ֻ൘ [1] 中用ԕ䈤᰾
Hankel ⸙䱥ⲴᶑԦ数ਟ㜭੸指数ර໎䮯.

2. ᖃ m Ӿ 37 ໎བྷࡠ 41 Ⲵ䗷〻中, Hm Ⲵࡽ 22 њཷᔲޘ٬䜘བྷҾ 1, ᒦфަԆⲴ
ཷᔲޘ٬䜘ሿҾ 10−10. ഐ↔ྲ᷌ᡁԜਆ ζ ≤ 5, ϵ = 10−10, ࡉ߶ᇊࡔ⭡ (2.24),
㇇⌅ NSD ሶՊ൘䭉䈟Ⲵ位㖞㓸→ᒦ䘄എ t = 22. նᱟ, ྲ᷌ᡁԜ㔗㔝໎བྷ m

㠣 m = 42, Hankel ⸙䱥 H42 ᴹ 23 њབྷҾ 1 Ⲵཷᔲ٬, ↔ᰦн޽┑䏣ࡔᇊ߶ࡉ
(2.24).

3. ൘↔ֻ中, ᡁԜਟԕᗇࡠ:

∆(ωe1 , . . . , ωet) =
1

82
.

ሩԫ᜿Ⲵ m ≥ 76, Hm Ⲵࡽ 61 њཷᔲޘ٬䜘བྷҾ 1, ᒦф࢙։ཷᔲޘ٬䜘ሿ
Ҿ 10−13. ഐ↔ྲ᷌ᡁԜ䇮ᇊ ζ > 5 ᡆ者 ϵ = 10−13, ㇇⌅ NSD ሶᡀ࣏Ⲵ䘄എ
t = 61.
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4. 䴰㾱⌘᜿Ⲵᱟ, ᖃ 1 ≤ m ≤ 41 ᰦ, Vandermonde ⸙䱥 Vm ᱟ㢟ᘱⲴ, ᶑԦ数൘
1.41 䱴䘁. ᖃ m 䗮ࡠ 61, Vm ⲴᶑԦ数໎䮯ࡠ 1.9× 109. ᖃ m Ӿ 62 ໎䮯ࡠ 81,
Vm ⲴᶑԦ数л䱽ࡠ 1.976.

മ 3.1: ֻ 3.1 中Ⲵ亩.



ㅢ഑ㄖ ᆚ㄁䠃ṯⲺԙᮦ㔉ᶺ

Ӿᵜㄐᔰ࿻, ᡁԜ䇘䇪ᆔ・Ⲵㆰ单䟽ṩⲴ䇑㇇. ᵜㄐ俆ݸӻ㓽ᆔ・䟽ṩⲴสᵜ
ԓ数㔃ᶴ, ণተ䜘ሩڦオ䰤. ަ⅑ሩㆰ单䟽ṩ, ӻ㓽Ҷ [15, 30, 31] 中ᨀࠪⲴ䇑㇇ަ
ተ䜘ሩڦオ䰤Ⲵ㇇⌅. ᴰਾᇊѹҶ Jacobian ⸙䱥Ⲵḷ߶ර, 䈕ḷ߶රᱟㅜӄㄐ᭩
䘋⢋亯㇇⌅Ⲵ䟽㾱㓴ᡀ䜘࠶, ᒦфਟ䙊䗷↓Ӕਈᦒᗇࡠ.

4.1 ቶ䜞ሯڬグ䰪

Ԕ dα
x : C[X]→ C 㺘⽪ྲлᗞ࠶⌋࠭:

dα
x (g) =

1

α1! · · ·αn!
· ∂|α|g

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n

(x), ∀g ∈ C[X], (4.1)

ަ中 x ∈ Cn, α = [α1, . . . , αn] ∈ Nn. 䛓Ѹ

dα
x

(
(X − x)β

)
=

 1, ྲ᷌ α = β,

0, ަԆ.
(4.2)

Ԕ If 㺘⽪⭡ཊ亩ᔿ系统 f = {f1, . . . , fn} ⭏ᡀⲴ理ᜣ, ަ中 fi ∈ C[X1, . . . , Xn]. ᇊ
ѹ If ൘㔉ᇊᆔ・䟽ṩ x ⛩༴Ⲵተ䜘ሩڦオ䰤Ѫ Dx = spanC{dα

x} Ⲵањᆀオ䰤
Df,x, ֯ᗇ

Df,x = {Λ ∈ Dx | Λ(g) = 0, ∀g ∈ If}. (4.3)

ྲ᷌л᮷中⛩ x ൘᮷中ᇊѹ᰾⺞, ᡁԜሶ dα
x ㆰ߉ᡀ dα1

1 · · · dαn
n .

䇠 D(k)
f,x 㺘⽪ Df,x 中ᗞ࠶⅑数н䎵䗷 k Ⲵᗞ࠶⌋࠭ᶴᡀⲴᆀオ䰤, ᇊѹ

1. ᇭᓖ κ = dim
(
D(1)

f,x \ D
(0)
f,x

)
,

2. ␡ᓖ ρ = min
({

k | dim
(
D(k+1)

f,x \ D(k)
f,x

)
= 0
})

,

3. 䟽数 µ = dim
(
D(ρ)

f,x

)
.

ྲ᷌ x ᱟ f Ⲵањᆔ・䟽ṩ, 䛓Ѹ 1 ≤ κ ≤ n ᒦф ρ < µ <∞.

л䶒ᕅޕ৽ᗞ࠶㇇ᆀ Φσ : Dx → Dx, ᇊѹྲл:

Φσ(d
α1
1 · · · dαn

n ) =

 dα1
1 · · · dασ−1

σ · · · dαn
n , ྲ᷌ασ > 0,

0, ަԆ.
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ṩᦞ Df,x Ⲵሱ䰝ᙗ, 䙊䗷䇑㇇⸙䱥Ⲵ䴦オ䰤ਟԕ≲ᗇተ䜘ሩڦオ䰤Ⲵа㓴ส
ᓅ: (ާփ৲㿱 [32–35])

∀Λ ∈ D(k)
f,x, Φσ(Λ) ∈ D(k−1)

f,x , σ = 1, . . . , n. (4.4)

4.2 ㆶঋ䠃ṯ

ᡁԜ〠 x Ѫ f Ⲵㆰ单䟽ṩ, ྲ᷌ᆳ┑䏣: f(x) = 0, dim kerDf(x) = 1. ൘ [35]
中ᆳҏ㻛〠作ᇭᓖѪ 1 Ⲵཷᔲṩ, ഐѪ

dim(D(k)
f,x \ D

(k−1)
f,x ) = 1, k = 1 . . . , ρ, ρ = µ− 1. (4.5)

ഐ↔ If ൘㔉ᇊᆔ・ㆰ单䟽ṩ x ༴Ⲵተ䜘ሩڦオ䰤ਟ䇠Ѫ:

Df,x = spanC{Λ0,Λ1, . . . ,Λµ−1},

ަ中 deg(Λk) = k ᒦф Λ0 = 1. 䇮ٷ Λ1 = a1,1d1 + · · · + a1,ndn, нཡа㡜ᙗ, 䇮ٷ
a1,1 = 1. Ԕ Ψσ : Dx → Dx ѪྲлᇊѹⲴᗞ࠶㇇ᆀ:

Ψσ(d
α1
1 · · · dαn

n ) =

 dασ+1
σ · · · dαn

n , ྲ᷌ α1 = · · · = ασ−1 = 0,

0, ަԆ.

ሩ k = 2, . . . , µ− 1, ⭡ተ䜘ሩڦオ䰤Ⲵሱ䰝ᙗਟ⸕:
Φ1(Λk) = a1,1Λk−1 + · · ·+ ak−1,1Λ1 + ak,1Λ0,
...

Φn(Λk) = a1,nΛk−1 + · · ·+ ak−1,nΛ1 + ak,nΛ0.

(4.6)

Ԕ a1,1 = 1, ak,1 = 0 (k = 2, . . . , n), 系统 (4.6) ᴹୟа䀓 Λk = ∆k + ak,2d2 + · · · +
ak,ndn, ަ中

∆k =
n∑

σ=1

Ψσ(a1,σΛk−1 + · · ·+ ak−1,σΛ1), (4.7)

ᒦф⭡ Λk(fi) = 0, i = 1, . . . , n, ਟԕ䙊䗷≲䀓ԕл㓯ᙗᯩ〻㓴ᶕ≲ᗇ ak,2, . . . , ak,n:
d2(f1) · · · dn(f1)

...
. . .

...

d2(fn) · · · dn(fn)




ak,2
...

ak,n

 = −


∆k(f1)

...

∆k(fn)

 . (4.8)

к䘠⴨ޣ㔃䇪Ⲵ䇱᰾ਟ৲㿱 [15, 30, 31].

л䶒Ⲵᇊѹᱟ [5] 中ㆰ单Ҽ䟽ṩᇊѹⲴ᧘ᒯ.
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ᇐѿ 4.1. 令 f : Cn → Cn, 其中 fi ∈ C[X] 并假设 f(x) = 0. 那么称 x 是 f 的简

单 µ 重根, 如果

(A) dim kerDf(x) = 1,

(B) ∆k(f) ∈ im Df(x), k = 2, . . . , µ− 1,

(C) ∆µ(f) /∈ im Df(x).

һᇎк, ሩ µ = 2, 䇮ٷ kerDf(x) = spanC{v}, ަ中 ∥v∥ = 1, 䛓Ѹ Λ1(f) =

Df(x) · v = v1d1(f) + · · ·+ vndn(f) ᒦф

∆2(f) =
n∑

σ=1

Ψσ(vσΛ1)(f)

=
n∑

σ=1

Ψσ(vσ(v1d1 + · · ·+ vndn))(f)

=
∑
i>j

vivjdidj(f) + Σv2i d
2
i (f)

=
1

2
D2f(x)(v, v).

ഐ↔ᶑԦ∆2(f) /∈ im Df(x)ㅹԧҾ [5]中㔉ࠪⲴㆰ单Ҽ䟽ṩⲴᶑԦ: D2f(x)(v, v) /∈
im Df(x).

ሩ┑䏣ᶑԦ (A),(B) and (C) Ⲵㆰ单䟽ṩ x, ᡁԜሶ [5] 中ᇊѹⲴ γ2 䘋㹼Ҷ᧘

ᒯ:
γµ = γµ(f, x) = max(γ̂µ, γµ,n), (4.9)

ަ中

γ̂µ = γ̂µ(f, x) = max

1, sup
k≥2

∥∥∥∥∥Df̂(x)−1D
kf̂(x)

k!

∥∥∥∥∥
1

k−1

 , (4.10)

㘼

γµ,n = γµ,n(f, x) =

(
1, sup

k≥2

∥∥∥∥ 1

∆µ(fn)
· D

kfn(x)

k!

∥∥∥∥ 1
k−1

)
, (4.11)

ަ中 Dkf̂(x), k ≥ 2 㺘⽪ f̂ Ҿਈ䟿ޣ X1, X2, . . . , Xn Ⲵ k 䱦ٿᗞ࠶൘ x ⛩༴Ⲵ٬.

4.3 ḽ߼ශ

᧕лᶕ䈤᰾ྲօ䙊䗷↓ӔਈᦒᗇࡠㅹԧⲴཊ亩ᔿ系统, ֯ᗇ൘㔉ᇊㆰ单䟽ṩ
༴, 䈕系统Ⲵ Jacobian ⸙䱥ާᴹḷ߶ර.
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ᇐѿ 4.2. 对多项式函数 f : Cn → Cn, 其中 fi ∈ C[X1, . . . , Xn], 称 Df(x) 具有标

准型, 如果:

Df(x) =

 0 Df̂(x)

0 0

 , (4.12)

其中 Df̂(x) 为多项式组 f̂ = {f1, . . . , fn−1} 关于变量 X2, . . . , Xn 的非奇异 Jaco-
bian 矩阵.

䇠 Df(x) = U ·

 Σn−1 0

0 0

 · V ∗ Ѫ〙ҿѪ 1 Ⲵ Df(x) Ⲵཷᔲ࠶٬䀓, ަ中

U = (u1, . . . , un), V = (v1, . . . , vn) Ѫ↓Ӕ⸙䱥, V ∗ ᱟ⸙䱥 V Ⲵޡ䖝䖜㖞, Σn−1

Ѫ䶎ཷᔲሩ䀂⸙䱥. һᇎк, ᡁԜᙫਟԕٷ䇮 Df(x) ާᴹḷ߶ර (4.12), ੖ࡉ, Ԕ
g = U∗ · f(W ·X), ަ中 W = (vn, v1, . . . , vn−1) Ѫ↓Ӕ⸙䱥. 䇮ٷ x Ѫ f Ⲵㆰ单 µ

䟽ṩ, 䛓Ѹ W ∗x Ѫ g Ⲵㆰ单 µ 䟽ṩ, ᒦф g ൘ W ∗x ༴Ⲵ Jacobian ⸙䱥ާᴹḷ߶
ර:

Dg(W ∗x) = U∗ ·Df(x) ·W

= U∗ · U · Σ · V ∗ ·W

=

 Σn−1 0

0 0

 ·
 0 In−1

1 0


=

 0 Σn−1

0 0

 .

⌘᜿ࡠ, 䇮ٷ᷌ྲ y ҏᱟ f Ⲵṩ, 䛓Ѹ W ∗y Ѫ g Ⲵਖаṩ, ᒦф x ઼ y ѻ䰤Ⲵ⅗

∿䐍⿫ާᴹ↓Ӕнਈᙗ:

∥W ∗x−W ∗y∥ = ∥W ∗(x− y)∥ = ∥x− y∥.

ྲ᷌ x Ѫ f Ⲵㆰ单 µ 䟽ṩ, ф Df(x) ާᴹḷ߶ර (4.12), 䛓Ѹ

im Df(x) = im

 Df̂(x)

0

 ,

ᒦф

∆k(f) ∈ im Df(x)⇔ ∆k(fn) = 0.

ᶑԦ (B)(C) ਟԕ㻛ㆰॆѪޣҾᴰਾањཊ亩ᔿ fn ⲴᶑԦ:



ㅜഋㄐ ᆔ・䟽ṩⲴԓ数㔃ᶴ 29

(B) ∆k(fn) = 0, k = 2, . . . , µ− 1,

(C) ∆µ(fn) ̸= 0.

用ԕ≲䀓 ak,2, . . . , ak,n Ⲵ㓯ᙗ系统 (4.8) ਟԕ㻛ㆰॆѪ:
d2(f1) · · · dn(f1)

...
. . .

...

d2(fn−1) · · · dn(fn−1)




ak,2
...

ak,n

 = −


∆k(f1)

...

∆k(fn−1)

 . (4.13)

ྲ᷌ Df(x) ާᴹḷ߶ර, 䇮ٷ y Ѫ Cn 中ਖа⛩ᒦф y ̸= x, ᇊѹ

w = y − x =


ζ

η2
...

ηn

 , η =


η2
...

ηn

 .

f̂(y) ൘ x ༴Ⲵ Taylor ኅᔰѪ:

f̂(y) = Df̂(x)η +
1

2

∂2f̂(x)

∂X2
1

ζ2 +
∂2f̂(x)

∂X1∂X̂
ζη +

1

2

∂2f̂(x)

∂X̂2
η2 +

∑
k≥3

Dkf̂(x)(y − x)k

k!
.

fn(y) ൘ x ༴Ⲵ Taylor ኅᔰѪ:

fn(y) =
1

2

∂2fn(x)

∂X2
1

ζ2 +
∂2fn(x)

∂X1∂X̂
ζη +

1

2

∂2fn(x)

∂X̂2
η2 + · · ·+ 1

µ!

∂µfn(x)

∂Xµ
1

ζµ

+
1

(µ− 1)!

∂µfn(x)

∂Xµ−1
1 ∂X̂

ζµ−1η + · · ·+ 1

µ!

∂µfn(x)

∂X̂µ
ηµ +

∑
k≥µ+1

Dkfn(x)(y − x)k

k!
.

ަ中 fn Ⲵ Taylor ኅᔰ中 ζ iηj Ⲵ系数Ѫ 1
i!j!

∂i+jfn(x)

∂Xi
1∂X̂

j
. ሩ单亩 ζ iηj (i+ j < µ, j > 0),

䙊䗷ሶ ζ iηj 中Ⲵㅜањ η 用ԕл㺘䗮ᔿ (⭡ f̂(y) ൘ x ༴Ⲵ Taylor ኅᔰᗇࡠ) ᴯ
ᦒ:

η =−Df̂(x)−1

(
1

2

∂2f̂(x)

∂X2
1

ζ2 +
∂2f̂(x)

∂X1∂X̂
ζη +

1

2

∂2f̂(x)

∂X̂2
η2 + · · ·

+
∑

0≤k≤µ+1−i−j

1

(µ+ 1− i− j − k)!k!

∂µ+1−i−j f̂(x)

∂Xµ+1−i−j−k
1 ∂X̂k

ζµ+1−i−j−kηk

+
∑

k≥µ+2−i−j

Dkf̂(x)(y − x)k

k!
−f̂(y)

)
,
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ਟᗇ

ζ iηj =−Df̂(x)−1

(
1

2

∂2f̂(x)

∂X2
1

ζ i+2ηj−1 +
∂2f̂(x)

∂X1∂X̂
ζ i+1ηj +

1

2

∂2f̂(x)

∂X̂2
ζ iηj+1 + · · ·

+
∑

0≤k≤µ+1−i−j

1

(µ+ 1− i− j − k)!k!

∂µ+1−i−j f̂(x)

∂Xµ+1−i−j−k
1 ∂X̂k

ζµ+1−j−kηk+j−1

+
∑

k+i+j−1≥µ+1

Dkf̂(x)(y − x)k

k!
ζ iηj−1−f̂(y)ζ iηj−1

)
,

кᔿ中⇿а亩Ⲵޘ⅑数㠣ቁѪ i+ j + 1.

Ӿ i+ j = 2, j ≥ 1 䎧, 㓿䗷㠣ཊ µ− 2 ⅑ᴯᦒ, ਟԕሶ fn :ᡀྲлᖒᔿ߉

fn(y) = C2ζ
2 + · · ·+ Cµζ

µ +
∑

i+j=µ,j>0

Ci,jζ
iηj +

∑
k≥µ+1

Dkfn(x)(y − x)k

k!
(4.14)

+
∑

1≤i+j−1≤µ−2

Ti,j−1 ·

( ∑
k+i+j−1≥µ+1

Df̂(x)−1D
kf̂(x)(y − x)k

k!
ζ iηj−1

)
−

∑
1≤i+j−1≤µ−2

Ti,j−1Df̂(x)−1f̂(y)ζ iηj−1,

ަ中 C2, . . . , Cµ Ѫᑨ数.



ㅢӊㄖ ᭯䘑Ⲻ⢑亵䘣ԙ

൘ᵜㄐ中, ሩㆰ单Ҽ䟽ṩ઼ㆰ单й䟽䐏, ྲ᷌ᆳԜⲴ Jacobian ⸙䱥ާᴹḷ߶ර
(4.12), ᡁԜᇊѹҶ᭩䘋Ⲵ⢋亯䘝ԓ, ᒦ㔉ࠪ㇇⌅ާᴹҼ⅑᭦ᮋᙗⲴᇊ䟿᷀࠶. ሩ
Jacobian ⸙䱥нާᴹḷ߶රⲴㆰ单䟽ṩ, ᡁԜݸ䘋㹼↓Ӕਈᦒ, Ⲵᐕ作ࡽṩᦞѻ޽
[15] 䘋㹼᭩䘋Ⲵ⢋亯䘝ԓ, 㔉ࠪҶަҼ⅑᭦ᮋᙗⲴ䶎ᇊ䟿䇱᰾, ᒦ൘ㆰ单й䟽ṩᛵ
ᖒ㔉ࠪҶҼ⅑᭦ᮋⲴᇊ䟿᷀࠶.

һᇎк, [15] 中㇇⌅ 1 㔉ࠪҶ䇑㇇ㆰ单䟽ṩⲴ㇇⌅ᒦ䇱᰾ҶަҼ⅑᭦ᮋᙗ, ն
⭡Ҿ㇇⌅ᵜ䓛৺䇱᰾䗷〻䖳Ѫ༽ᵲ, ᖸ䳮㔉ࠪ᭦ᮋॺᖴⲴᇊ䟿᷀࠶. [15] 中㇇⌅ 1

俆ݸ≲䀓↓ॆࡉⲴᴰሿҼ҈䰞仈ᗇࡍࡠ࿻䘁լ, ❦ਾሩ䘁լ⛩༴Ⲵ Jacobian ⸙䱥
䘋㹼ཷᔲ࠶٬䀓ᗇࡠ䘝ԓᯩੁ. ᴰਾ䙊䗷≲䀓ԕлᯩ〻ᗇࡠ䘝ԓ↕䮯.


∆µ(f1) d2(f1) · · · dn(f1)

...
...

...

∆µ(fn) d2(fn) · · · dn(fn)




aµ,1

aµ,2
...

aµ,n

 = −


Λµ−1(f1)

...

Λµ−1(fn)

 , (5.1)

к䘠㇇⌅中ሩ Jacobian ⸙䱥䘋㹼ཷᔲ࠶٬䀓ᵜ䍘кᱟሩਈݳ䘋㹼↓Ӕਈᦒ, ԕ֯
ᗇተ䜘ሩڦオ䰤ާᴹḀ⿽ḷ߶ර. 㘼ᵜ᮷ㅜഋㄐ中ᨀࠪⲴḷ߶ර (4.2) ᇎ䱵кᱟ൘
ሩਈݳ䘋㹼↓ӔਈᦒⲴ਼ᰦ, ҏሩཊ亩ᔿ系统䘋㹼↓Ӕਈᦒ. 䈕ḷ߶රҏᱟᵜㄐ㔃
䇪Ⲵ䟽㾱ᐕާ.

5.1 ㆶঋӂ䠃ṯⲺ γ-⨼论

䇮ٷ ξ Ѫ f Ⲵㆰ单Ҽ䟽ṩ, z Ѫ ξ Ⲵ䘁լṩ, Df̂(ξ) ਟ䘶фާᴹḷ߶ර (4.2),
ণ

∂fi(ξ)

∂X1

= 0,
∂fn(ξ)

∂Xi

= 0, 1 ≤ i ≤ n,
∂2fn(ξ)

∂X2
1

̸= 0,

ᡁԜⲴⴞḷᱟሩ z 应用᭩䘋Ⲵ⢋亯㇇⌅ᒦ䘁լ䙬䘁 ξ, ᒦ൘䘝ԓ k ⅑ѻਾሩ指ᇊ

㋮ᓖ ϵ 䗮ࡠ ∥Nk
f (z)− ξ∥ < ϵ.
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㇍⌋ 1 ㆰ单Ҽ䟽ṩⲴ⢋亯䘝ԓ㇇⌅
䗉ޛ:

f : ཊ亩ᔿ系统;
z = (z1, ẑ): f Ⲵањ䘁լㆰ单Ҽ䟽ṩ;

䗉࠰:
Nf (z) = (N2(z1), N1(ẑ)): а⅑䘝ԓѻਾⲴ㋮ॆ㔃᷌;

1: N1(ẑ)← ẑ −Df̂(z)−1f̂(z);
2: ŷ ← N1(ẑ);
3: z ← (z1, ŷ);
4: N2(z1)← z1 −

(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1
∂fn(z)
∂X1

;

ᇐѿ 5.1. 假设 ξ 为 f 的简单二重根, z 为其近似根,令 γ2 = γ2(f, ξ), u = γ2
2∥z−ξ∥,

我们定义如下有理函数:

b2,1(u) =
(1− 2u)2u

[2(1− 2u)2 − 1] (1− u)
,

b2,2(u) =
u

[2(1− 2u)2 − 1] (1− u)
,

b2,3(u) =
u(32u6 − 144u5 + 272u4 − 288u3 + 174u2 − 52u+ 5)

(24u3 − 36u2 + 18u− 1)(−1 + u)3(8u2 − 8u+ 1)
,

b2,4(u) =
(−1 + 2u)3(−2 + u)u

(24u3 − 36u2 + 18u− 1)(−1 + u)3(8u2 − 8u+ 1)
.

ᇐ⨼ 5.1. 令 ξ 为 f 的简单二重根.

(1) 如果 u < u2 ≈ 0.0418, 其中 u2 为以下方程的最小正根:

2b2,1(u)
2 + 2b2,3(u)

2 = 1,

那么算法 1 的输出满足:

∥Nf (z)− ξ∥ < ∥z − ξ∥ .

(2) 如果 u < u′
2 ≈ 0.0318, 其中 u′

2 为以下方程的最小正根:

2b2,1(u)
2 + 2b2,3(u)

2 =
1

4
,

那么经过 k 次算法 1 中定义的改进牛顿迭代之后, 可得:

∥∥Nk
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .
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ᕋ⨼ 5.1. 对 u ≤ u2, 下面不等式成立:∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)
∥∥∥ ≤ (1− 2u)2

2(1− 2u)2 − 1
. (5.2)

䇷᱄. f̂(z) ઼ Df̂(z) ൘ ξ ༴Ⲵ Talyor ኅᔰ࠶别Ѫ:

f̂(z) = Df̂(ξ)(ẑ − ξ̂) +
∑
k≥2

k∑
i=0

1

i!(k − i)!

∂kf̂(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i(ẑ − ξ̂)k−i,

઼

Df̂(z) = Df̂(ξ) +
∑
k≥2

k−1∑
i=0

1

i!(k − i− 1)!

∂kf̂(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i(ẑ − ξ̂)k−i−1.

⭡Ҿ Df̂(ξ)−1 ᆈ൘, 䛓Ѹ

Df̂(ξ)−1Df̂(z)

=In−1 +Df̂(ξ)−1
∑
k≥2

k−1∑
i=0

1

i!(k − i− 1)!

∂kf̂(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i(ẑ − ξ̂)k−i−1

=In−1 +B.

ഐ↔ਟᗇ,

∥B∥ =
∥∥∥Df̂(ξ)−1Df̂(z)− In−1

∥∥∥ ≤∑
k≥2

k−1∑
i=0

k!

i!(k − i− 1)!
γ̂k−1
2 ∥z − ξ∥k−1

=
∑
k≥2

k · 2k−1(γ̂2∥z − ξ∥)k−1

≤ 1

(1− 2γ̂2∥z − ξ∥)2
− 1

≤ 1

(1− 2u)2
− 1.

ᖃ u < u2 ᰦ, ਟ傼䇱 ∥B∥ < 1, 䛓Ѹ∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)
∥∥∥ =

∥∥(In−1 +B)−1
∥∥ ≤ ∞∑

k=0

∥B∥k ≤ (1− 2u)2

2(1− 2u)2 − 1
.

ᕋ⨼ 5.2. 对 u ≤ u2, 以下不等式成立:∥∥∥N1(ẑ)− ξ̂
∥∥∥ ≤ γ̂2∥ẑ − ξ̂∥2

[2(1− 2u)2 − 1] (1− u)
+

(1− 2u)2γ̂2|z1 − ξ1|2

[2(1− 2u)2 − 1] (1− u)

≤ b2,1(u)|z1 − ξ1|+ b2,2(u)∥ẑ − ξ̂∥.
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䇷᱄.∥∥∥N1(ẑ)− ξ̂
∥∥∥

=
∥∥∥ẑ − ξ̂ −Df̂(z)−1f̂(z)

∥∥∥
=
∥∥∥Df̂(z)−1

[
Df̂(z)(ẑ − ξ̂)− f̂(z)

]∥∥∥
=

∥∥∥∥∥Df̂(z)−1

[
Df̂(ξ)(ẑ − ξ̂) +

∑
k≥2

k−1∑
i=0

k − i

i!(k − i)!

∂kf̂(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i(ẑ − ξ̂)k−i

−Df̂(ξ)(ẑ − ξ̂)−
∑
k≥2

k∑
i=0

1

i!(k − i)!

∂kf̂(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i(ẑ − ξ̂)k−i

]∥∥∥∥∥
≤
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)

∥∥∥ · ∥∥∥∥∥Df̂(ξ)−1
∑
k≥2

k−2∑
i=0

k − i− 1

i!(k − i)!

∂kf̂(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i(ẑ − ξ̂)k−i

−Df̂(ξ)−1
∑
k≥2

1

k!

∂kf̂(ξ)

∂Xk
1

(z1 − ξ1)
k

∥∥∥∥∥
≤
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)

∥∥∥ ·(∑
k≥2

k−2∑
i=0

(k − i− 1)k!

i!(k − i)!
γ̂k−1
2 ∥z − ξ∥k−2∥ẑ − ξ̂∥2

+
∑
k≥2

γ̂k−1
2 |z1 − ξ1|k

)

≤
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)

∥∥∥ ·(∑
k≥2

(k · 2k−1 − 2k + 1)γ̂k−1
2 ∥z − ξ∥k−2∥ẑ − ξ̂∥2

+
∑
k≥2

γ̂k−1
2 ∥z − ξ∥k−2|z1 − ξ1|2

)

≤ (1− 2u)2

2(1− 2u)2 − 1
·
(

γ̂2
(1− u)(1− 2u)2

∥ẑ − ξ̂∥2 + γ̂2
1− u

|z1 − ξ1|2
)

≤b2,1(u)|z1 − ξ1|+ b2,2(u)∥ẑ − ξ̂∥.

⌞䠀 5.1. 由算子 N1 定义的牛顿迭代对任意重数, 且满足 Jacobian 矩阵具有
标准型的简单重根都有效. 由引理 5.1 和引理 5.2 的证明可见, 如果我们令
u = γµ

µ∥z − ξ∥, 那么两个引理的结论依旧成立.

Ԕ z = (z1, ŷ), ަ中 ŷ = N1(ẑ), 䛓Ѹ fn(z) ൘ ξ ⛩༴Ⲵ Taylor ኅᔰྲл:

fn(z) =
∑
k≥2

k∑
i=0

1

i!(k − i)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i(ŷ − ξ̂)k−i.
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ᕋ⨼ 5.3. 当 u < u2 时, 下式成立∣∣∣∣∣
(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1
∂2fn(ξ)

∂X2
1

∣∣∣∣∣ ≤ (2u− 1)3

24u3 − 36u2 + 18u− 1
.

䇷᱄. ⌘᜿ࡠ,(
∂2fn(ξ)

∂X2
1

)−1
∂2fn(z)

∂X2
1

=1 +

(
∂2fn(ξ)

∂X2
1

)−1∑
k≥3

k∑
i=2

1

(i− 2)!(k − i)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−2(ŷ − ξ̂)k−i

=1 +B,

ަ中

|B| =

∣∣∣∣∣
(
∂2fn(ξ)

∂X2
1

)−1
∂2fn(z)

∂X2
1

− 1

∣∣∣∣∣
≤
∑
k≥3

k∑
i=2

k!

(i− 2)!(k − i)!
γk−1
2,n ∥z − ξ∥k−2

=
∑
k≥3

k(k − 1) · 2k−2(γ2,n∥z − ξ∥)k−3γ2
2,n∥z − ξ∥

≤ −16u
3 + 24u2 − 12u

(2u− 1)3
.

ᖃ u < u2 ᰦ, ਟ傼䇱 |B| < 1, 䛓Ѹ∣∣∣∣∣
(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1
∂2fn(ξ)

∂X2
1

∣∣∣∣∣ = ∣∣(1 +B)−1
∣∣ ≤ ∞∑

k=0

|B|k ≤ (2u− 1)3

24u3 − 36u2 + 18u− 1
.

ᕋ⨼ 5.4. 当 u < u2 时, 以下不等式成立

|N2(z1)− ξ1| ≤ b2,3(u)|z1 − ξ1|+ b2,4(u)∥ẑ − ξ̂∥.

䇷᱄. ሩ u < u2,

|N2(z1)− ξ1|

=

∣∣∣∣∣z1 − ξ1 −
(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1
∂fn(z)

∂X1

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1 [
∂2fn(z)

∂X2
1

(z1 − ξ1)−
∂fn(z)

∂X1

]∣∣∣∣∣



36 数٬〰⮿ᨂ٬与ཊ亩ᔿ系统ㆰ单䟽ṩ≲䀓

=

∣∣∣∣∣
(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1
[∑
k≥2

k∑
i=2

1

(i− 2)!(k − i)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−1(ŷ − ξ̂)k−i

−
∑
k≥2

k∑
i=1

1

(i− 1)!(k − i)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−1(ŷ − ξ̂)k−i

]∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1
∂2fn(ξ)

∂X2
1

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣
(
∂2fn(ξ)

∂X2
1

)−1∑
k≥2

1

(k − 1)!

∂kf̂(ξ)

∂X1∂X̂k−1
(ŷ − ξ̂)k−1

−
(
∂2fn(ξ)

∂X2
1

)−1∑
k≥3

k∑
i=3

i− 2

(i− 1)!(k − i)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−1(ŷ − ξ̂)k−i

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1
∂2fn(ξ)

∂X2
1

∣∣∣∣∣ ·
(∑

k≥3

k∑
i=3

(i− 2)k!

(i− 1)!(k − i)!
γk−1
2,n ∥z − ξ∥k−2|z1 − ξ1|

+
∑
k≥2

kγk−1
2,n ∥z − ξ∥k−2∥ŷ − ξ̂∥

)

≤

∣∣∣∣∣
(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1
∂2fn(ξ)

∂X2
1

∣∣∣∣∣ ·
(∑

k≥3

k∑
i=3

(i− 2)k!

(i− 1)!(k − i)!
(γ2

2,n∥z − ξ∥)k−2|z1 − ξ1|

+
∑
k≥2

k(γ2
2,n∥z − ξ∥)k−2γ2,n∥ŷ − ξ̂∥

)

≤

∣∣∣∣∣
(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1
∂2fn(ξ)

∂X2
1

∣∣∣∣∣
·

(∑
k≥3

(k(k − 3)2k−2 + k)uk−2|z1 − ξ1|+
∑
k≥2

kuk−2γ2,n∥ŷ − ξ̂∥

)

≤

∣∣∣∣∣
(
∂2fn(z)

∂X2
1

)−1
∂2fn(ξ)

∂X2
1

∣∣∣∣∣ ·
(

u(4u− 3)

(u− 1)2(2u− 1)3
|z1 − ξ1|+

(2− u)γ2,n
(u− 1)2

∥ŷ − ξ̂∥
)
.

䛓Ѹ⭡ᕅ理 5.2 ઼ᕅ理 5.3, ਟᗇ:

|N2(z1)− ξ1|

≤u(32u6 − 144u5 + 272u4 − 288u3 + 174u2 − 52u+ 5)

(24u3 − 36u2 + 18u− 1)(−1 + u)3(8u2 − 8u+ 1)
|z1 − ξ1|

+
(−1 + 2u)3(−2 + u)u

(24u3 − 36u2 + 18u− 1)(−1 + u)3(8u2 − 8u+ 1)
∥ẑ − ξ̂∥.

=b2,3(u)|z1 − ξ1|+ b2,4(u)∥ẑ − ξ̂∥.

䇷᱄. ⧠൘ᡁԜਟԕ㔉ࠪᇊ理 5.1 Ⲵ䇱᰾:
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1. ሩ 0 < u < u2 ≈ 0.0418, ਟԕ傼䇱

2b2,1(u)
2 + 2b2,3(u)

2 < 1, 2b2,2(u)
2 + 2b2,4(u)

2 < 1.

ഐ↔ਟᗇ,

∥Nf (z)− ξ∥2 ≤
∥∥∥N1(ẑ)− ξ̂

∥∥∥2 + |N2(z1)− ξ1|2

≤ (b2,1(u)|z1 − ξ1|+ b2,2(u)∥ẑ − ξ̂∥)2 + (b2,3(u)|z1 − ξ1|+ b2,4(u)∥ẑ − ξ̂∥)2

≤ (2b2,1(u)
2 + 2b2,3(u)

2)|z1 − ξ1|2 + (2b2,2(u)
2 + 2b2,4(u)

2)∥ẑ − ξ̂∥2

< ∥z − ξ∥2 .

2. ሩ 0 < u < u′
2 ≈ 0.0318, ਟԕ傼䇱

2b2,2(u)
2 + 2b2,4(u)

2 < 2b2,1(u)
2 + 2b2,3(u)

2 <
1

4
.

ഐ↔ਟᗇ:

∥Nf (z)− ξ∥2 ≤
∥∥∥N1(ẑ)− ξ̂

∥∥∥2 + |N2(z1)− ξ1|2

≤ (b2,1(u)|z1 − ξ1|+ b2,2(u)∥ẑ − ξ̂∥)2 + (b2,3(u)|z1 − ξ1|+ b2,4(u)∥ẑ − ξ̂∥)2

≤ (2b2,1(u)
2 + 2b2,3(u)

2)|z1 − ξ1|2 + (2b2,2(u)
2 + 2b2,4(u)

2)∥ẑ − ξ̂∥2

≤ (2b2,1(u)
2 + 2b2,3(u)

2) ∥z − ξ∥2

≤ 1

4
∥z − ξ∥2 .

ഐ↔ԕл㔃䇪൘ k = 1 ᰦᡀ・:

∥∥Nk
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

ሩ k ≥ 2, ⭡ᖂ㓣ٷ䇮ਟᗇ

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1−1

∥z − ξ∥ .

Ԕ u(k−1) = γ2
2

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥. ሩ 0 < u < u′
2, k ≥ 2, ਟᗇ u(k−1) < u =

γ2
2∥z − ξ∥ ᒦф

√
2b2,1(u)2+2b2,3(u)2γ2

2

u
单䈳䙂໎. ഐ↔,∥∥Nk

f (z)− ξ
∥∥

=
∥∥Nf

(
Nk−1

f (z)
)
− ξ
∥∥

<

√
2b2,1(u(k−1))2 + 2b2,3(u(k−1))2γ2

2

u(k−1)

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥2
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<

√
2b2,1(u)2 + 2b2,3(u)2γ

2
2

u

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥2
<

√
2b2,1(u)2 + 2b2,3(u)2γ

2
2

u

(
1

2

)2k−2

∥z − ξ∥2

=

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

5.2 ㆶঋп䠃ṯⲺ γ-⨼论

䇮ٷ ξ Ѫ f Ⲵㆰ单й䟽ṩ, z Ѫަ䘁լṩ, Df̂(ξ) ਟ䘶ᒦф

∂fi(ξ)

∂X1

= 0,
∂fn(ξ)

∂Xi

= 0, 1 ≤ i ≤ n,
∂2fn(ξ)

∂X2
1

= 0,

նᱟ

∆3(fn) =
1

6

∂3fn(ξ)

∂X3
1

− ∂2fn(ξ)

∂X1∂X̂
·Df̂(ξ)−11

2

∂2f̂(ξ)

∂X2
1

̸= 0.

ᡁԜⲴⴞḷᱟሩ z 应用᭩䘋Ⲵ⢋亯㇇⌅ԕ䘁լ䙬䘁 ξ, ᒦ൘䘝ԓ k ⅑ѻਾሩ指ᇊ

㋮ᓖ ϵ 䗮ࡠ ∥Nk
f (z)− ξ∥ < ϵ.

ᇊѹᗞ࠶㇇ᆀ L3,

L3(fn)(z) =
1

6

∂3fn(z)

∂X3
1

− ∂2fn(z)

∂X1∂X̂
·Df̂(z)−11

2

∂2f̂(z)

∂X2
1

,

䛓Ѹ L3(fn)(ξ) = ∆3(fn). ഐѪ ∆3(fn) ̸= 0, ᒦф z ᧕䘁 ξ, ᡁԜਟԕٷ䇮
L3(fn)(z) ̸= 0. ᡁԜᇊѹྲлⲴᗞ࠶㇇ᆀ Γ1:

Γ1(fn)(z) =
1

6

∂2fn(z)

∂X2
1

− ∂fn(z)

∂X̂
·Df̂(z)−11

2

∂2f̂(z)

∂X2
1

.

㇍⌋ 2 ㆰ单й䟽ṩⲴ⢋亯䘝ԓ㇇⌅
䗉ޛ:

f : ཊ亩ᔿ系统;
z = (z1, ẑ): f Ⲵ䘁լㆰ单й䟽ṩ;

䗉࠰:
Nf (z) = (N2(z1), N1(ẑ)): а⅑䘝ԓѻਾⲴ㋮ॆ㔃᷌;

1: N1(ẑ)← ẑ −Df̂(z)−1f̂(z);
2: ŷ ← N1(ẑ);
3: z ← (z1, ŷ);
4: N2(z1)← z1 − (L3(fn)(z))

−1 · Γ1(fn)(z);
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ᇐѿ 5.2. 对 ξ 的一个近似根 z, 令 u = γ3
3∥z − ξ∥. 定义如下的有理函数:

a2(u) =
1

[2(1− 2u)2 − 1] (1− 2u)
,

a3(u) =
(2u− 1)4(8u2 − 8u+ 1)

128u6 − 384u5 + 464u4 − 320u3 + 136u2 − 30u+ 1
,

b3,3(u) =
−a3(u)

3(2u− 1)4(8u2 − 8u+ 1)2(u− 1)4
·
(
3072u12 − 25088u11

+92480u10 − 202336u9 + 289640u8 − 282020u7 + 188614u6

−85997u5 + 26342u4 − 5368u3 + 702u2 − 42u
)
,

b3,4(u) =
a3(u) (16u

6 − 72u5 + 130u4 − 106u3 + 42u2 − 9u)

3(8u2 − 8u+ 1)2(u− 1)4(2u− 1)
.

ᇐ⨼ 5.2. 令 ξ 为 f 的简单三重根.

(1) 如果 u < u3 ≈ 0.0222, 其中 u3 为以下方程的最小正根:

2b2,1(u)
2 + 2b3,3(u)

2 = 1,

那么算法 2 的输出满足:

∥Nf (z)− ξ∥ < ∥z − ξ∥ .

(2) 如果 u < u′
3 ≈ 0.0154, 其中 u′

3 为以下方程的最小正根:

2b2,1(u)
2 + 2b3,3(u)

2 =
1

4
,

那么经过 k 次迭代之后可得:

∥∥Nk
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

⭡⌘䟺 5.1, 类լҾᕅ理 5.1 ઼ᕅ理 5.2, ሩ u ≤ u3 ≈ 0.0222, ᡁԜਟԕ䇱᰾:∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)
∥∥∥ ≤ (1− 2u)2

2(1− 2u)2 − 1
,

ԕ৺ ∥∥∥N1(ẑ)− ξ̂
∥∥∥ ≤ b2,1(u)|z1 − ξ1|+ b2,2(u)∥ẑ − ξ̂∥.

Ԕ z = (z1, ŷ), ަ中 ŷ = N1(ẑ), ࡉ fn(z) ൘ ξ ⛩༴Ⲵ Talyor ኅᔰѪ:

fn(z) =
∑
k≥2

k∑
i=0

1

i!(k − i)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i(ŷ − ξ̂)k−i.
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ᕋ⨼ 5.5. 当 u < u3 时, 以下不等式成立∥∥∥∥∥Df̂(z)−1 · 1
2

∂2f̂(z)

∂X2
1

∥∥∥∥∥ ≤ a2(u)γ3.

䇷᱄. ᖃ u < u3 ᰦ, ∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)
∥∥∥ ≤ (1− 2u)2

2(1− 2u)2 − 1
.

䛓Ѹ, ∥∥∥∥∥Df̂(z)−1 · 1
2

∂2f̂(z)

∂X2
1

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥Df̂(z)−1 · 1
2

∑
k≥2

k∑
i=2

1

(i− 2)!(k − i)!

∂kf̂(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−2(ŷ − ξ̂)k−i

∥∥∥∥∥
=
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)Df̂(ξ)−1

·1
2

∑
k≥2

k∑
i=2

1

(i− 2)!(k − i)!

∂kf̂(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−2(ŷ − ξ̂)k−i

∥∥∥∥∥
≤1

2

∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)
∥∥∥ ·(∑

k≥2

k∑
i=2

k!

(i− 2)!(k − i)!
γ̂k−1
3 ∥z − ξ∥k−2

)

=
1

2

∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)
∥∥∥ ·(∑

k≥2

k(k − 1)(2γ̂3∥z − ξ∥)k−2γ̂3

)

≤ (1− 2u)2

2(1− 2u)2 − 1
· 1

(1− 2u)3
γ3

=a2(u)γ3.

ᕋ⨼ 5.6. 当 u < u3 时, 以下不等式成立:∥∥L3(fn)(z)
−1∆3(fn)

∥∥ ≤ a3(u).

䇷᱄. ⭡ fn ൘ ξ ༴Ⲵ Taylor ኅᔰਟᗇ:

1

6

∂3fn(z)

∂X3
1

=
1

6

∂3fn(ξ)

∂X3
1

+
1

6

∑
k≥4

k∑
i=3

1

(i− 3)!(k − i)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−3(ŷ − ξ̂)k−i,

∂2fn(z)

∂X1∂X̂
=

∂2fn(ξ)

∂X1∂X̂
+

∂3fn(ξ)

∂X2
1∂X̂

(z1 − ξ1) +
∂3fn(ξ)

∂X1∂X̂2
(ŷ − ξ̂)
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+
∑
k≥4

k−1∑
i=1

1

(i− 1)!(k − i− 1)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−1(ŷ − ξ̂)k−i−1.

䛓Ѹ,

∆3(fn)
−1L3(fn)(z)

=1 + ∆3(fn)
−1 [L3(fn)(z)−∆3(fn)]

=1 +B,

ަ中

∥B∥ =

∥∥∥∥∥L3(fn)(ξ)
−1 ·Df̂(z)−11

2

∂2f̂(z)

∂X2
1

·

[
∂3fn(ξ)

∂X2
1∂X̂

(z1 − ξ1) +
∂3fn(ξ)

∂X1∂X̂2
(ŷ − ξ̂)

+
∑
k≥4

k−1∑
i=1

1

(i− 1)!(k − i− 1)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−1(ŷ − ξ̂)k−i−1

]

−1

6

∑
k≥4

k∑
i=3

1

(i− 3)!(k − i)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−3(ŷ − ξ̂)k−i

∥∥∥∥∥ .
⭡ᕅ理 5.5 ਟᗇ

∥B∥ ≤12a2(u) · γ3
3 · ∥z − ξ∥+ a2(u)

∑
k≥4

k−1∑
i=1

(
k − 2

i− 1

)
k(k − 1) · γk

3∥z − ξ∥k−2

+
1

6

∑
k≥4

k−1∑
i=3

(
k − 3

i− 3

)
(k − 1)(k − 2)(k − 3) · γk−1

3 ∥z − ξ∥k−3

≤12a2(u) · γ3
3 · ∥z − ξ∥+ a2(u)

∑
k≥4

2k−2 · k · (k − 1) · (γ2
3)

k−2∥z − ξ∥k−2

+
1

6

∑
k≥4

2k−3 · (k − 1) · (k − 2) · (k − 3) · (γ3
3)

k−3∥z − ξ∥k−3

≤a2(u)

(
12u+

∑
k≥4

k(k − 1)2k−2uk−2

)
+

1

6

∑
k≥4

(k − 1)(k − 2)(k − 3)2k−3uk−3

=
2u(16u2 − 20u+ 7)

(2u− 1)4(8u2 − 8u+ 1)
.

ᖃ u < u3 ᰦ, ਟ傼䇱 ∥B∥ < 1, ഐ↔∥∥L3(fn)(z)
−1∆3(fn)

∥∥ ≤ ∥(1 +B)−1∥ ≤ a3(u).

ᕋ⨼ 5.7. 当 u < u3 时, 以下不等式成立:

|N2(z1)− ξ1| ≤ b3,3(u)(u)|z1 − ξ1|+ b3,4(u)(u)∥ẑ − ξ̂∥.
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䇷᱄. ᖃ u < u3 ᰦ,

|N2(z1)− ξ1| =
∣∣z1 − ξ1 − [L3(fn)(z)]

−1 Γ1(fn)(z)
∣∣

=
∣∣L3(fn)(z)

−1 [L3(fn)(z)(z1 − ξ1)− Γ1(fn)(z)]
∣∣

=
∣∣L3(fn)(z)

−1∆3(fn)
∣∣ · ∣∣∆3(fn)

−1 [L3(fn)(z)(z1 − ξ1)− Γ1(fn)(z)]
∣∣ .

⭡ ∂3fn(z)

∂X3
1

, ∂
2fn(z)

∂X2
1

, ∂
2fn(z)

∂X1∂X̂
, ∂fn(z)

∂X̂
൘ ξ ⛩༴Ⲵ Taylor ኅᔰਟᗇ:

L3(fn)(z)(z1 − ξ1)− Γ1(fn)(z)

=− 1

6

∂3fn(ξ)

∂X2
1∂X̂

(ŷ − ξ̂)− 1

6

∑
k≥4

1

(k − 2)!

∂kfn(ξ)

∂X2
1∂X̂

k−2
(ŷ − ξ̂)k−2

+
1

6

∑
k≥4

k∑
i=3

i− 3

(i− 2)!(k − i)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−2(ŷ − ξ̂)k−i

−Df̂(z)−11

2

∂2f̂(z)

∂X2
1

[
1

2

∂3fn(ξ)

∂X2
1∂X̂

(z1 − ξ1)
2 − ∂2fn(ξ)

∂X̂2
(ŷ − ξ̂)− 1

2

∂3fn(ξ)

∂X̂3
(ŷ − ξ̂)2

+
∑
k≥4

k−1∑
i=1

i− 1

i!(k − i− 1)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i(ŷ − ξ̂)k−i−1

−
∑
k≥4

1

(k − 1)!

∂kfn(ξ)

∂X̂k
(ŷ − ξ̂)k−1

]
.

䛓Ѹ,∥∥∥∥∥ 1

|∆3(fn)|
·

(
−1

6

∂3fn(ξ)

∂X2
1∂X̂

)
(ŷ − ξ̂)

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥Df̂(z)−11

2

∂2f̂(z)

∂X2
1

∥∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥ 1

|∆3(fn)|
· ∂

2fn(ξ)

∂X̂2
(ŷ − ξ̂)

∥∥∥∥
≤γ2

3 ·
∥∥∥(ŷ − ξ̂)

∥∥∥+ 2a2(u)γ
2
3 ·
∥∥∥(ŷ − ξ̂)

∥∥∥
≤(1 + 2a2(u))

∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)
∥∥∥ ·(∑

k≥2

γk+1
3 ∥z − ξ∥k−1|z1 − ξ1|

+
∑
k≥2

(k · 2k−1 − 2k + 1)γk+1
3 ∥z − ξ∥k−1∥ẑ − ξ̂∥

)

≤(1 + 2a2(u))
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)

∥∥∥ ·(∑
k≥2

(γ3
3∥z − ξ∥)k−1|z1 − ξ1|

+
∑
k≥2

(k · 2k−1 − 2k + 1)(γ3
3∥z − ξ∥)k−1∥ẑ − ξ̂∥

)

≤u(2u− 1)2(1 + 2a2(u))

(8u2 − 8u+ 1)(1− u)
|z1 − ξ1|+

u(1 + 2a2(u))

(8u2 − 8u+ 1)(1− u)
∥ẑ − ξ̂∥.



ㅜӄㄐ ᭩䘋Ⲵ⢋亯䘝ԓ 43

ᒦф,

1

|∆3(fn)|
·

∥∥∥∥∥16∑
k≥4

k∑
i=3

i− 3

(i− 2)!(k − i)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i−2(ŷ − ξ̂)k−i

∥∥∥∥∥
≤1

6

∑
k≥4

k∑
i=3

k! · (i− 3)

(i− 2)!(k − i)!
γk−1
3 ∥z − ξ∥k−3 · |z1 − ξ1|

≤1

6

∑
k≥4

k∑
i=3

(
k − 3

i− 3

)
· k · (k − 1) · (k − 2) · γ3k−9

3 · ∥z − ξ∥k−3 · |z1 − ξ1|

≤1

6

∑
k≥4

k · (k − 1) · (k − 2) · 2k−3 · (γ3
3∥z − ξ∥)k−3|z1 − ξ1|

≤1

6

∑
k≥4

k · (k − 1) · (k − 2) · 2k−3 · uk−3|z1 − ξ1|

=
−8u(2u3 − 4u2 + 3u− 1)

(2u− 1)4
|z1 − ξ1|.

ਖཆ,

1

|∆3(fn)|
·

∥∥∥∥∥16∑
k≥4

1

(k − 2)!

∂kfn(ξ)

∂X2
1∂X̂

k−2
(ŷ − ξ̂)k−2

∥∥∥∥∥
≤1

6

∑
k≥4

k(k − 1)γk−1
3 ∥z − ξ∥k−3 ∥ŷ − ξ̂∥

≤1

6

∑
k≥4

k(k − 1)(γ3
3 ∥z − ξ∥)k−3∥ŷ − ξ̂∥

≤−u(3u
2 − 8u+ 6)

3(u− 1)3
∥ŷ − ξ̂∥

≤(2u− 1)2u2(3u2 − 8u+ 6)

3(8u2 − 8u+ 1)(u− 1)4
|z1 − ξ1|+

u2(3u2 − 8u+ 6)

3(8u2 − 8u+ 1)(u− 1)4
|ẑ − ξ̂∥

⭡ᕅ理 5.5 ਟᗇ,∥∥∥Df̂(z)−1 1
2
∂2f̂(z)

∂X2
1

∥∥∥
|∆3(fn)|

∥∥∥∥∥12 ∂3fn(ξ)

∂X2
1∂X̂

(z1 − ξ1)
2

∥∥∥∥∥ ≤ 3a2(u)γ
3
3 ∥z − ξ∥ |z1 − ξ1|

≤ 3a2(u)u|z1 − ξ1|.

⭡ᕅ理 5.5 ਟᗇ,∥∥∥Df̂(z)−1 1
2
∂2f̂(z)

∂X2
1

∥∥∥
|∆3(fn)|

∥∥∥∥12 ∂3fn(ξ)

∂X̂3
(ŷ − ξ̂)2

∥∥∥∥
≤3a2(u)γ3

3 ∥z − ξ∥ ∥ŷ − ξ̂∥
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≤ 3a2(u)u
2

[2(1− 2u)2 − 1] (1− u)
∥ẑ − ξ̂∥+ 3a2(u)u

2(1− 2u)2

[2(1− 2u)2 − 1] (1− u)
|z1 − ξ1|.

ᡁԜ⌘᜿ࡠ,∥∥∥Df̂(z)−1 1
2
∂2f̂(z)

∂X2
1

∥∥∥
|∆3(fn)|

·

∥∥∥∥∥∑
k≥4

k−1∑
i=1

i− 1

i!(k − i− 1)!

∂kfn(ξ)

∂X i
1∂X̂

k−i
(z1 − ξ1)

i(ŷ − ξ̂)k−i−1

∥∥∥∥∥
≤a2(u)

∑
k≥4

k−1∑
i=1

k! · (i− 1)

i!(k − i− 1)!
γk
3∥z − ξ∥k−2 · |z1 − ξ1|

≤a2(u)
∑
k≥4

(k − 1) · (k − 3) · 2k · uk−2|z1 − ξ1|

≤16u2(2u− 3)a2(u)

(u− 1)3
|z1 − ξ1|.

⭡ᕅ理 5.5 ਟᗇ∥∥∥Df̂(z)−1 1
2
∂2f̂(z)

∂X2
1

∥∥∥
|∆3(fn)|

·

∥∥∥∥∥∑
k≥4

1

(k − 1)!

∂kfn(ξ)

∂X̂k
(ŷ − ξ̂)k−1

∥∥∥∥∥
≤a2(u)

∑
k≥4

kγk
3 ∥z − ξ∥k−2 ∥ŷ − ξ̂∥

≤−u
2(3u− 4)a2(u)

(u− 1)2
∥ŷ − ξ̂∥

≤(2u− 1)2u3(3u− 4)a2(u)

(8u2 − 8u+ 1)(u− 1)3
|z1 − ξ1|+

u3(3u− 4)a2(u)

(8u2 − 8u+ 1)(u− 1)3
∥ẑ − ξ̂∥.

ᴰਾ, ⭡ᕅ理 5.6 ৺ԕкՠ䇑ਟᗇ,

|N2(z1)− ξ1|

≤a3(u) ·
((

u(2u− 1)2(1 + 2a2(u))

(8u2 − 8u+ 1)(1− u)
+

16u2(2u− 3)a2(u)

(u− 1)3

+
−8u(2u3 − 4u2 + 3u− 1)

(2u− 1)4
+

3u2(1− 2u)2a2(u)

[2(1− 2u)2 − 1] (1− u)
+ 3ua2(u)+

(2u− 1)2u2(3u2 − 8u+ 6)

3(8u2 − 8u+ 1)(u− 1)4
+

(2u− 1)2u3(3u− 4)a2(u)

(8u2 − 8u+ 1)(u− 1)3

)
· |z1 − ξ1|

+

(
u(1 + 2a2(u))

(8u2 − 8u+ 1)(1− u)
+

3u2a2(u)

[2(1− 2u)2 − 1] (1− u)
+

u2(3u2 − 8u+ 6)

3(8u2 − 8u+ 1)(u− 1)4
+

u3(3u− 4)a2(u)

(8u2 − 8u+ 1)(u− 1)3

)
· ∥ẑ − ξ̂∥

)
=b3,3(u)|z1 − ξ1|+ b3,4(u)∥ẑ − ξ̂∥.
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䇷᱄. ⧠൘ᡁԜਟԕ㔉ࠪᇊ理 5.2 Ⲵ䇱᰾.

(1) ሩ u < u3 ≈ 0.0222, ਟԕ傼䇱:

2b2,1(u)
2 + 2b3,3(u)

2 < 1, 2b2,2(u)
2 + 2b3,4(u)

2 < 1.

ഐ↔ਟᗇ:

∥Nf (z)− ξ∥2

≤
∥∥∥N1(ẑ)− ξ̂

∥∥∥2 + |N2(z1)− ξ1|2

≤(b2,1(u)|z1 − ξ1|+ b2,2(u)∥ẑ − ξ̂∥)2 + (b3,3(u)|z1 − ξ1|+ b3,4(u)∥ẑ − ξ̂∥)2

≤(2b2,1(u)2 + 2b3,3(u)
2)|z1 − ξ1|2 + (2b2,2(u)

2 + 2b3,4(u)
2)∥ẑ − ξ̂∥2

< ∥z − ξ∥2 .

(2) ሩ u < u′
3 ≈ 0.0154, ਟԕ傼䇱:

2b2,2(u)
2 + 2b3,4(u)

2 < 2b2,1(u)
2 + 2b3,3(u)

2 <
1

4
.

ഐ↔ਟᗇ:

∥Nf (z)− ξ∥2 ≤
∥∥∥N1(ẑ)− ξ̂

∥∥∥2 + |N2(z1)− ξ1|2

≤ (b2,1(u)|z1 − ξ1|+ b2,2(u)∥ẑ − ξ̂∥)2 + (b3,3(u)|z1 − ξ1|+ b3,4(u)∥ẑ − ξ̂∥)2

≤ (2b2,1(u)
2 + 2b3,3(u)

2)|z1 − ξ1|2 + (2b2,2(u)
2 + 2b3,4(u)

2)∥ẑ − ξ̂∥2

≤ (2b2,1(u)
2 + 2b3,3(u)

2) ∥z − ξ∥2

≤ 1

4
∥z − ξ∥2 .

ഐ↔ԕлнㅹᔿ൘ k = 1 ᰦᡀ・:

∥∥Nk
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

ሩ k ≥ 2, ᡁԜ䟷用ᖂ㓣⌅䇱᰾, 䇮ٷ

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1−1

∥z − ξ∥ .

Ԕ u(k−1) = γ3
3

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥. ሩ 0 < u < u′
3, 䜭ᴹ u(k−1) < u = γ3

3∥z − ξ∥ ᒦ

ф

√
2b2,1(u)2+2b3,3(u)2γ3

3

u
单䈳䙂໎. ഐ↔,∥∥Nk

f (z)− ξ
∥∥
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=
∥∥Nf

(
Nk−1

f (z)
)
− ξ
∥∥

<

√
2b2,1(u(k−1))2 + 2b3,3(u(k−1))2γ3

3

u(k−1)

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥2
<

√
2b2,1(u)2 + 2b3,3(u)2γ

3
3

u

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥2
<

√
2b2,1(u)2 + 2b3,3(u)2γ

3
3

u

(
1

2

)2k−2

∥z − ξ∥2

=

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

⌞䠀 5.2. 算法 2中的 Γ1(fn)(z)不能用类似 [15,算法 1]中的 Λ2(fn)替代,否则算
法不收敛. 比如: (0, 0)为多项式系统: {−x2+xy+y = 0,−x3−x2y+xy2+2xy = 0}
的简单 3 重根, 如果将算法 2 中的 Γ1(f2)(z) 替换成 Λ2(f2), 那么以任何近似根为
初始点的迭代均不收敛.

5.3 ㆶঋཐ䠃ṯ

ሩ f Ⲵㆰ单Ҽ䟽ṩ઼ㆰ单й䟽ṩ, ᡁԜṩᦞ൘䘁լ⛩༴䇑㇇ᗇࡠⲴа䱦, Ҽ䱦
઼й䱦ᗞ࠶㇇ᆀ, ᶴ䙐Ҷ᭩䘋Ⲵ⢋亯䘝ԓ㇇⌅, ᒦᇊ䟿䇱᰾ҶަҼ⅑᭦ᮋᙗ. 㲭❦
൘㇇⌅ 1, 2 中ᇊѹⲴ᭩䘋⢋亯䘝ԓਟԕ᧘ᒯࡠԫ᜿䟽数Ⲵㆰ单䟽ṩᛵᖒ, նᱟᡁ
Ԝਚ䇱᰾Ҷ䘉⿽䘝ԓሩ൘㋮⺞⛩༴Ⲵ Jacobian ⸙䱥ާᴹḷ߶ර (4.12) Ⲵ系统ᴹ
᭸, ഐ↔൘应用中ᴹަተ䲀ᙗ.

ሩ Jacobian ⸙䱥нާᴹḷ߶ර (4.12) Ⲵㆰ单䟽ṩ, ൘㇇⌅ 3 中, ᡁԜ俆ݸሩ
ਈ䟿઼ཊ亩ᔿ系统䜭䘋㹼↓Ӕਈᦒ, 䈕↓Ӕਈᦒ⭡䘁լṩᶴ䙐, ❦ਾᡁԜṩᦞѻࡽ
Ⲵᐕ作 [15] ਟᇊѹ᭩䘋Ⲵ⢋亯䘝ԓ. ᡁԜ俆ݸᇊᙗ䇱᰾Ҷሩԫ᜿䟽Ⲵㆰ单䟽ṩ, 䈕
㇇⌅ާᴹҼ⅑᭦ᮋᙗ, ᒦф൘ㆰ单й䟽ṩᛵᖒ㔉ࠪҶާփⲴᇊ䟿᭦ᮋᙗ᷀࠶.
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㇍⌋ 3 ㆰ单ཊ䟽ṩⲴ᭩䘋⢋亯䘝ԓ㇇⌅
䗉ޛ:

f : ཊ亩ᔿ系统;
z: 䘁լㆰ单䟽ṩ;
µ: 䟽数;

䗉࠰:
Nf (z): а⅑䘝ԓѻਾⲴ㋮ॆ㔃᷌;

1: Df(z) = U ·

 Σn−1 0

0 σn

 · V ∗, W† = (vn, v1, . . . , vn−1);

2: f(X)← U∗ · f(W† ·X), z ←W ∗
† z;

3: N1(f̂ , ẑ)← ẑ −Df̂(z)−1f̂(z), y = (y1, ŷ)← (z1, N1(f̂ , ẑ));

4: Df(y) = U ·

 Σn−1 0

0 σn

 · V ∗, W‡ = (vn, v1, . . . , vn−1);

5: g(X)← U∗ · f(W‡ ·X), w = (w1, ŵ)←W ∗
‡ y;

6: N2(gn, w)← w1 − 1
µ
∆µ(gn)

−1∆µ−1(gn), x = (x1, x̂)← (N2(gn, w), ŵ);
7: Nf (z)← W† ·W‡ · x.

ᇐ⨼ 5.3. 假设 ξ 为多项式系统 f 的简单 µ 重根, 而 z 为其近似根, 即 f(ξ) = 0,
dim kerDf(ξ) = 1. 假设

γ̂µ(f, z)∥z − ξ∥ < 1

2
,

其中

γ̂µ(f, z) = max

1, sup
k≥2

∥∥∥∥∥Df̂(z)−1D
kf̂(z)

k!

∥∥∥∥∥
1

k−1

 ,

那么算法 3 返回的精化结果 Nf (z) 满足:

∥Nf (z)− ξ∥ = O(∥z − ξ∥2). (5.3)

᧕лᶕ, ሩ㇇⌅ 3 中Ⲵࡽ 5 ↕, ᡁԜ㔉ࠪᇊ䟿Ⲵ᭦ᮋᙗ᷀࠶, ሩㅜ 6 ↕, ᡁԜ
ਚ㔉ࠪ䶎ᇊ䟿Ⲵ᭦ᮋᙗ᷀࠶, նᱟ൘ㆰ单й䟽ṩᛵᖒ㔉ࠪᇊ䟿᷀࠶, 䈕ᇊ䟿᷀࠶ਟ
ԕ᧘ᒯࡠԫ᜿䟽数Ⲵᛵᖒ.

൘㇇⌅ 3 中ⲴㅜҼ↕, ṩᦞ Jacobian ⸙䱥 Df(z) ཷᔲ࠶٬䀓Ⲵ㔃᷌, ᡁԜሩ
ਈ䟿઼ᯩ〻䜭䘋㹼↓Ӕਈᦒ. ⭡Ҿ γ̂µ(f, z) ԕ৺ ξ ઼ z ѻ䰤Ⲵ⅗∿䐍⿫൘↓Ӕਈ

ᦒл؍ᤱнਈ, ൘᧕лᶕⲴ䇱᰾中, ѪҶҖ߉ㆰׯ, ᡁԜሩ f, ξ, z ֯用਼ṧⲴ䇠ਧ.

ξ ← W ∗
† ξ, z ←W ∗

† z, f(X)← U∗ · f(W† ·X). (5.4)
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ળ从 5.1. 经过算法 3 中的前两步之后, 我们有

Df(z) =

 0 Σn−1

σn 0

 , (5.5)

其中 Σn−1 为非奇异对角矩阵. 并且 σn ≤ L∥z − ξ∥, 其中 L 为函数 Df(X) 的

Lipschitz 常数.

䇷᱄. ⭡䬮ᔿ⌅ࡉਟᗇ:

Df(z) = U∗ · U ·

 Σn−1 0

0 σn

 · V ∗ ·W†

=

 Σn−1 0

0 σn

 ·
 0 In−1

1 0


=

 0 Σn−1

σn 0

 .

䘋а↕, ⭡Ҿ dim kerDf(ξ) = 1, ྲлޣҾཷᔲ٬Ⲵᢠࣘᇊ理ਟԕ൘ [22, 36] 中᢮
,ࡠ

σn ≤ ∥Df(z)−Df(ξ)∥ ≤ L∥z − ξ∥.

ળ从 5.2. 在进行了算法 3 中的前三步之后, 假设 γ̂µ(f, z)∥z − ξ∥ < 1
2
, 那么

∥ŷ − ξ̂∥ ≤ 1

1− γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥
γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥2, (5.6)

并且

∥f̂(y)∥ ≤ 4∥Df̂(z)∥
1− 2γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥

γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥2, (5.7)

其中

y = (y1, ŷ)← (z1, N1(f̂ , ẑ)). (5.8)

䇷᱄. ⭡ભ仈 5.1, ∂f̂(z)
∂X1

= 0 ᒦф Df̂(z) = Σn−1 Ѫਟ䘶ሩ䀂⸙䱥. ഐ↔⭡ f̂ ൘ z

༴Ⲵ Taylor ኅᔰਟᗇ:

0 = f̂(ξ) = f̂(z) +Df̂(z)(ξ̂ − ẑ) +
∑
k≥2

Dkf̂(z)

k!
(ξ − z)k,

0 = Df̂(z)−1f̂(z) + ξ̂ − ẑ +
∑
k≥2

Df̂(z)−1D
kf̂(z)

k!
(ξ − z)k.
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ഐ↔,

∥N1(f̂ , z)− ξ̂∥ ≤
∑
k≥2

∥∥∥∥∥Df̂(z)−1D
kf̂(z)

k!

∥∥∥∥∥ ∥ξ − z∥k

≤
∑
k≥2

γ̂µ(f, z)
k−1∥ξ − z∥k

≤ γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥2
∑
k≥2

γ̂µ(f, z)
k−2∥ξ − z∥k−2

≤ 1

1− γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥
γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥2.

䘋а↕,

∥f̂(y)∥ =

∥∥∥∥∥f̂(z) +Df̂(z)(ŷ − ẑ) +
∑
k≥2

Dkf̂(z)

k!
(y − z)k

∥∥∥∥∥
≤ ∥Df̂(z)∥

∑
k≥2

∥∥∥∥∥Df̂(z)−1D
kf̂(z)

k!

∥∥∥∥∥ ∥y − z∥k

≤ ∥Df̂(z)∥
∑
k≥2

γ̂µ(f, z)
k−1∥y − z∥k

≤ ∥Df̂(z)∥γ̂µ(f, z)∥y − z∥2
∑
k≥2

γ̂µ(f, z)
k−2∥y − z∥k−2

≤ 4∥Df̂(z)∥
1− 2γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥

γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥2,

ަ中

∥y−z∥ = ∥ŷ−ẑ∥ ≤ ∥ŷ−ξ̂∥+∥ẑ−ξ̂∥ ≤ γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥
1− γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥

∥ξ−z∥+∥ξ−z∥ ≤ 2∥ξ−z∥,

ᒦф

γ̂µ(f, z)∥y − z∥ ≤ 2γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥ < 1.

Ԕ (spanC{vn(z)}, spanC{un(z)}) Ѫ Df(z) ኎Ҿަᴰሿཷᔲ٬ σn Ⲵаሩཷᔲ

ᆀオ䰤, ф δ = σn−1 − σn = O(1). ྲ᷌

∥Df(y)−Df(z)∥F ≤
δ

5
, (5.9)

(ਟԕ㾱≲䈕ᶑԦ┑䏣, ഐѪ y ᧕䘁 z ᒦф δ = O(1)), 䛓Ѹṩᦞ [22, ᇊ理 8.6.5] ᡆ
者 [37, ᇊ理 6.4], ਟᗇ

∥vn(y)− vn(z)∥F ≤ 4
∥Df(y)−Df(z)∥F

δ
≤ 4

L∥y − z∥
δ

≤ 8
L∥ξ − z∥

δ
, (5.10)
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ᒦф

∥un(y)− un(z)∥F ≤ 4
∥Df(y)−Df(z)∥F

δ
≤ 4

L∥y − z∥
δ

≤ 8
L∥ξ − z∥

δ
, (5.11)

ަ中 (spanC{vn(y)}, spanC{un(y)}) Ѫ Df(y) ኎Ҿަᴰሿཷᔲ٬Ⲵаሩཷᔲᆀオ

䰤.

൘᧕лᶕⲴ䇱᰾中, Ѫㆰ单䎧㿱, ᡁԜᙫᱟٷ䇮 (5.9) ᡀ・, ᒦ䇠

L← 8L

δ
.

⭡ (5.5) ਟ⸕, vn(z) = (1, 0, . . . , 0)T ઼ un(z) = (0, . . . , 0, 1) ᶴᡀ኎Ҿ Df(z)

Ⲵᴰሿཷᔲ٬ σn Ⲵ⢩ᖱᆀオ䰤ሩ.

Ԕ

W‡ = (vn(y), v1(y), . . . , vn−1(y)) =

 W1 W2

W3 W4

 ,

ф vn(y) = (W1,W3)
T , ⭡ (5.10) ਟᗇ

|W1| ≥ 1− L∥ξ − z∥, ∥W3∥ ≤ L∥ξ − z∥. (5.12)

⭡Ҿ W‡ Ѫ↓Ӕ⸙䱥, ഐ↔

∥W2∥ ≤ L∥ξ − z∥, ∥W4∥ ≤ ∥W‡∥ = 1. (5.13)

Ԕ U =

 U1 U2

U3 U4

 ф un(y) = (U3, U4), ⭡ (5.10) ਟᗇ

∥U∗
3∥ ≤ L∥ξ − z∥. (5.14)

⌘᜿ࡠ㇇⌅ 3 中ㅜ 4, 5 ↕Ⲵ作用ᱟ൘ሩ ẑ 䘀㹼а⅑⢋亯䘝ԓѻਾ, ൘䘁⅑޽
լṩ y ༴ḷ߶ॆަ Jacobian ⸙䱥, Ҿᱟ

Df(w) =

 0 Σn−1

σn 0

 .

ળ从 5.3. 在运行算法 3 中第 4, 5 步之后,

∥ŵ − ζ̂∥ ≤ L∥ξ − z∥2 + 1

1− γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥
γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥2, (5.15)

并且

∥g(w)∥ ≤ 4∥Df̂(z)∥
1− 2γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥

γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥2 + lL∥ξ − z∥2, (5.16)
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其中

ζ ←W ∗
‡ · ξ, g(X)← U∗ · f(W‡ ·X), w = (w1, ŵ)←W ∗

‡ y, (5.17)

l 为函数 fn(X) 的 Lipschitz 常数.

䇷᱄. ⭡ (5.6) ઼ (5.13), ਟᗇ

∥ŵ − ζ̂∥ = ∥W ∗
2 (y1 − ξ1) +W ∗

4 (ŷ − ξ̂)∥ ≤ L∥ξ − z∥2 + ∥ŷ − ξ̂∥

≤ L∥ξ − z∥2 + 1

1− γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥
γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥2.

⭡ (5.7) ৺ (5.14), ਟᗇ

∥g(w)∥ = ∥U∗
1 f̂(y) + U∗

3 fn(y)∥ ≤ ∥f̂(y)∥+ L∥ξ − z∥∥fn(y)∥

≤ 4∥Df̂(z)∥
1− 2γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥

γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥2 + lL∥ξ − z∥2.

Ԕ ∆k ઼ Λk Ѫ⭡ (4.7) ৺ (4.13) Ӿ Λ1 = d1 䙂ᖂᗇࡠⲴᗞ࠶⌋࠭, ⴤࡠ
∆µ(gn) = O(1). 䴰㾱⌘᜿Ⲵᱟ, dk1 Ѫ ∆k 中ୟаⲴ⅑数Ѫ k Ⲵᗞ࠶单亩ᔿ, ∆k 中

нᆈ൘ަԆⲴ ds1 ┑䏣 s < k.

ળ从 5.4. 在运行算法 3 中第 6 步之后, 我们可得以下估计:

∥x1 − ζ1∥ = O(∥ξ − z∥2), (5.18)

其中 x = (x1, x̂)← (N2(gn, w), ŵ), ζ ← W ∗
‡ · ξ.

䇷᱄. ᖸᇩ᱃ਟԕ傼䇱, w ᱟԕл系统Ⲵㆰ单䟽ṩ:
ĥ(X) = ĝ(X)− ĝ(w),

hn(X) = gn(X)− gn(w)−
∑µ−1

k=1 ∆k(gn)(X1 − w1)
k.

ަ䟽数Ѫ µ ᒦф Dg(w) ާᴹḷ߶ර (4.12). Ҿᱟ⭡ (4.14),

hn(X) = −
∑

1≤i+j−1≤µ−2

Ti,j−1 ·Dĥ(w)−1 ĥ(X)(X1 − w1)
i(X̂ − ŵ)j−1︸ ︷︷ ︸

#1

+∆µ(hn)(X1 − w1)
µ +

∑
i+j=µ,j>0

Ci,j (X1 − w1)
i(X̂ − ŵ)j︸ ︷︷ ︸

#2

+
∑

k≥µ+1

Dkhn(w)(X − w)k

k!︸ ︷︷ ︸
#3
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+
∑

1≤i+j−1≤µ−2

Ti,j−1 ·

 ∑
k+i+j−1≥µ+1

Dĥ(w)−1 D
kĥ(w)(X − w)k

k!
(X1 − w1)

i(X̂ − ŵ)j−1︸ ︷︷ ︸
#4

 .

Ԕ gn(X) = hn(X) + gn(w) +
∑µ−1

k=1 ∆k(gn)(X1 − w1)
k, 䇮ٷ {1, Λ̄1, . . . , Λ̄µ−1}

Ѫ Dg,ζ Ⲵа㓴ᰒ㓖ส, 䛓Ѹ

0 = Λ̄µ−1(gn) = Λ̄µ−1(hn) + ∆µ−1(gn)

= µ∆µ(hn)(ζ1 − w1) + ∆µ−1(gn) + O(∥ξ − z∥2)

= µ∆µ(gn)(ζ1 − w1) + ∆µ−1(gn) + O(∥ξ − z∥2)

= −µ∆µ(gn)(N2(w1)− ζ1) + O(∥ξ − z∥2),

৏ഐสҾԕлһᇎ:

• ሩ #1, ⭡Ҿ Λ̄µ−1 ∈ Dg,ζ , ĥ(X) = ĝ(X) − ĝ(w) ᒦф⭡ (5.16), ∥ĝ(w)∥ =

O(∥ξ−z∥2),䛓Ѹሩ 1 ≤ i+j−1 ≤ µ−2, Λ̄µ−1

(
ĥ(X)(X1 − w1)

i(X̂ − ŵ)j−1
)
=

O(∥ξ − z∥2);

• ሩ #2, ⭡Ҿ j > 0, i + j − 1 = µ− 1 ᒦф⭡ (5.15), ∥ŵ − ζ̂∥ = O(∥ξ − z∥2),
ਟᗇ Λ̄µ−1

(
(X1 − w1)

i(X̂ − ŵ)j−1(X̂ − ŵ)
)
= O(∥ξ − z∥2);

• ሩ #3, ሩ k − (µ− 1) ≥ 2, ᴹ Λ̄µ−1

(
(X − w)k

)
= O(∥ξ − z∥2);

• ሩ#4,ሩ k+i+j−1−(µ−1) ≥ 2,ᴹ Λ̄µ−1

(
(X − w)k(X1 − w1)

i(X̂ − ŵ)j−1
)
=

O(∥ξ − z∥2).

ᒦф ∆µ(gn) = O(1). ഐ↔, ᖃ䘀㹼↕僔 6 ѻਾ, ᗵᴹ

∥x1 − ζ1∥ = ∥N2(w1)− ζ1∥ = O(∥ξ − z∥2).

⧠൘ᡁԜਟԕ㔉ࠪᇊ理 5.3 Ⲵ䇱᰾.

䇷᱄. ⭡Ҿ W† ઼ W‡ 䜭Ѫ↓Ӕ⸙䱥, ṩᦞ (5.4) ઼ભ仈 5.3, 5.4, лᔿᡀ・:

∥W† ·W‡ · x− ξ∥ =

∥∥∥∥∥∥
 x1 −W ∗

‡ ·W ∗
† · ξ1

x̂−W ∗
‡ ·W ∗

† · ξ̂

∥∥∥∥∥∥ = O(∥ξ − z∥2).
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᧕лᶕᡁԜሩㆰ单 3 䟽ṩᛵᖒᇊ䟿᷀࠶㇇⌅ 3 ↕僔 6 中ⲴҼ⅑᭦ᮋᙗ, ᒦ㔉
ࠪભ仈 5.4 Ⲵᇊ䟿᷀࠶⡸ᵜ. ሶ䈕ᇊ䟿᷀࠶᧘ᒯࡠԫ᜿䟽数Ⲵㆰ单䟽ṩⲴᛵᖒᒦᰐ
ᵜ䍘кⲴ䳮ᓖ.

ᇐѿ 5.3. 令 u = max{γ3(f, ξ)3∥ξ − z∥, Lγ3(f, ξ)2∥ξ − z∥}. 定义以下有理函数:

l1(u) =
(1− 2u)2

(2(1− 2u)2 − 1) · (1− u)3
,

l2(u) =
(2u− 1)6

(128u6 − 384u5 + 480u4 − 336u3 + 140u2 − 32u+ 1) · (1− u)3
,

l3(u) =

√
1 +

(
l1u

1− l1u

)2

,

b1(u) =u+
l1u

1− l1u
,

b2(u) =
(16l21l

2
3u

4 − (16l21l
2
3 + 16l1l3)u

3 + (16l1l3 + 4)u2 − 4u+ 1)
2

(1− 2u)2(1− 2l1l3u)2

·
[(

l2
3
+

17l2l
2
3

3

)
u+

7l22
3
u2 +

4l22
3
u3 +

(
l2
3
+

7l22u

3
+

8l22u
2

3

)
l1u

1− l1u

+
4l22u

3

(
l1u

1− l1u

)2

+
l2
3
· l1l

2
3u

1− l1l3u

+
8l32l

2
3u (12l

2
2l

3
3u

3 + (6l22l
2
3 − 14l2l

2
3)u

2 + (4l3 − 8l2l3)u+ 3)

3(1− 2l2l3u)3

+
2l2l

2
1l

3
3u (16l

2
1l

2
3u

3 + (4l21l
2
3 − 20l1l3)u

2 + (6− 6l1l3)u+ 3)

(1− 2l1l3u)3

]
+

l22
3

(
u+

l1u

1− l1u

)(
2(−4l21l23u2 + 4l1l3u)

2

(1− 2u)4(1− 2l1l3u)4
+

7(−4l21l23u2 + 4l1l3u)

(1− 2u)2(1− 2l1l3u)2
+ 8

)
.

ᇐ⨼ 5.4. 给定多项式系统 f , 如果 ξ 为其简单三重根, z 为近似根, 且满足
f(ξ) = 0, dim kerDf(ξ) = 1.

(1) 如果 u < u3 ≈ 0.0137, 其中 u3 为如下方程的最小正根:

b1(u)
2 + b2(u)

2 = 1,

那么算法 3 的输出满足:

∥Nf (z)− ξ∥ < ∥z − ξ∥ .

(2) 如果 u < u′
3 ≈ 0.0098, 其中 u′

3 为如下方程的最小正根:

b1(u)
2 + b2(u)

2 =
1

4
,
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那么经过 k 次迭代之后, 我们有

∥∥Nk
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

ᇊ理 5.4 Ⲵ䇱᰾׍䎆Ҿԕлࠐњભ仈.

ળ从 5.5. 当 u ≤ u3 时, 以下两个不等式成立

γ̂3(f, z) ≤ l1 · γ3(f, ξ), (5.19)

γ3,n(f, z) ≤ l2 · γ3(f, ξ). (5.20)

䇷᱄. ሩ k ≥ 2, ⭡ Dkf̂(z) ൘ ξ Ⲵ Taylor ኅᔰ, ਟᗇ∥∥∥∥∥Df̂(z)−1D
kf̂(z)

k!

∥∥∥∥∥
≤
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)

∥∥∥ · ∥∥∥∥∥Df̂(ξ)−1

(
Dkf̂(ξ)

k!
+
∑
i≥1

Dk+if̂(ξ)

k!i!
(ξ − z)i

)∥∥∥∥∥
≤
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)

∥∥∥ ·(γ3(f, ξ)k−1 +
∑
i≥1

(k + i)!

k!i!
γ3(f, ξ)

k+i−1∥ξ − z∥i
)

≤
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)

∥∥∥ · γ3(f, ξ)
k−1

(1− γ3(f, ξ)∥ξ − z∥)k+1

≤
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)

∥∥∥ · ( 1

1− u

)k+1

γ3(f, ξ)
k−1.

䛓Ѹ⭡ γ̂3 Ⲵᇊѹԕ৺к䘠нㅹᔿਟᗇ

γ̂3(f, z) ≤ max
k≥2

∥∥∥∥∥Df̂(z)−1D
kf̂(z)

k!

∥∥∥∥∥
1

k−1

(5.21)

≤ max
k≥2

(∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)
∥∥∥ 1

k−1 ·
(

1

1− u

) k+1
k−1

γ3(f, ξ)

)

≤
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)

∥∥∥ · ( 1

1− u

)3

γ3(f, ξ).

⭡ભ仈 5.1, ሩ u ≤ u3 ≈ 0.0137, ਟԕ䇱᰾:∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)
∥∥∥ ≤ (1− 2u)2

2(1− 2u)2 − 1
,

ഐ↔⭡ (5.21) ઼ᇊѹ 5.3, (5.19) ᡀ・.

与нㅹᔿ (5.21) Ⲵ䇱᰾⴨լ, ᡁԜᴹ

γ3,n(f, z) ≤
∥∥∆3(fn)(z)

−1∆3(fn)(ξ)
∥∥ · ( 1

1− u

)3

γ3(f, ξ). (5.22)
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л䶒䇱᰾ (5.20). ᡁԜ⌘᜿ࡠ:

∆3(fn)(z)
−1∆3(fn)(ξ) = (1 + (∆3(fn)(ξ)

−1∆3(fn)(z)− 1))−1.

⭡ ∂3f(z)

∂X3
1
઼ ∂2f(z)

∂X1∂X̂
൘ ξ ⛩༴Ⲵ Taylor ኅᔰ, ਟᗇ:

∆3(fn)(z) =
1

6

∂3fn(z)

∂X3
1

+ a2,z ·
∂2fn(z)

∂X1∂X̂

=
1

6

∂3fn(ξ)

∂X3
1

+
∑
k≥1

k∑
i=0

1

6 · i!(k − i)!

∂k+3fn(ξ)

∂X3+i
1 ∂X̂k−i

(ξ1 − z)i(ξ̂ − ẑ)k−i

+ a2,z ·
∂2fn(ξ)

∂X1∂X̂
+ a2,z ·

∑
k≥1

k∑
i=0

1

i!(k − i)!

∂k+2fn(ξ)

∂X1+i
1 ∂X̂1+k−i

(ξ1 − z)i(ξ̂ − ẑ)k−i

= ∆3(fn)(ξ) +
∑
k≥1

k∑
i=0

1

6 · i!(k − i)!

∂k+3fn(ξ)

∂X3+i
1 ∂X̂k−i

(ξ1 − z)i(ξ̂ − ẑ)k−i

+ a2,z ·
∑
k≥1

k∑
i=0

1

i!(k − i)!

∂k+2fn(ξ)

∂X1+i
1 ∂X̂1+k−i

(ξ1 − z)i(ξ̂ − ẑ)k−i,

ަ中

a2,z = Df̂(z)−11

2

∂2f̂(z)

∂X2
1

.

ഐ↔, ∥∥∆3(fn)(ξ)
−1∆3(fn)(z)− 1

∥∥ (5.23)

≤
∑
k≥1

k∑
i=0

(k + 3)!

6 · i!(k − i)!
γ3,n(f, ξ)

k+2∥ξ − z∥k

+ ∥a2,z∥ ·
∑
k≥1

k∑
i=0

(k + 2)!

i!(k − i)!
γ3,n(f, ξ)

k+1∥ξ − z∥k

≤1

6

∑
k≥1

(k + 3)(k + 2)(k + 1)2kγ3,n(f, ξ)
k+2∥ξ − z∥k

+ ∥a2,z∥ ·
∑
k≥1

(k + 2)(k + 1)2kγ3,n(f, ξ)
k+1∥ξ − z∥k,

ަ中

∥a2,z∥ =

∥∥∥∥∥Df̂(z)−11

2

∂2f̂(z)

∂X2
1

∥∥∥∥∥
≤
∥∥∥Df̂(z)−1Df̂(ξ)

∥∥∥ ·∥∥∥∥∥Df̂(ξ)−1

(
1

2

∂2f̂(ξ)

∂X2
1

+
∑
k≥1

k∑
i=0

1

2 · i!(k − i)!

∂k+2f(ξ)

∂X2+i
1 ∂X̂k−i

(ξ1 − z)i(ξ̂ − ẑ)k−i

)∥∥∥∥∥
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≤γ̂3(f, ξ) +
∑
k≥1

k∑
i=0

(k + 2)!

2 · i!(k − i)!
γ̂3(f, ξ)

k+1∥ξ − z∥k

≤γ̂3(f, ξ) +
1

2

∑
k≥1

(k + 2)(k + 1)2kγ̂3(f, ξ)
k+1∥ξ − z∥k

≤γ̂3(f, ξ) +
−2u(4u2 − 6u+ 3)

(2u− 1)3
.

⭡ (5.23), ਟᗇ:∥∥∆3(fn)(ξ)
−1∆3(fn)(z)− 1

∥∥
≤−8u(2u

3 − 4u2 + 3u− 1)

(2u− 1)4
+
−2u(4u2 − 6u+ 3)

(2u− 1)3
· −4u(4u

2 − 6u+ 3)

(2u− 1)3

+
∑
k≥1

(k + 2)(k + 1)2kγ3,n(f, ξ)
k+2∥ξ − z∥k

≤−4u(16u
5 − 48u4 + 60u3 − 44u2 + 20u− 5)

(2u− 1)6
.

ᖃ u ≤ u3 ᰦ, ਟԕ傼䇱

−4u(16u5 − 48u4 + 60u3 − 44u2 + 20u− 5)

(2u− 1)6
< 1,

Ҿᱟ

∥∆3(fn)(z)
−1∆3(fn)(ξ)∥ =

∥∥(1 + (∆3(fn)(ξ)
−1∆3(fn)(z)− 1))−1

∥∥
≤ 1

1− −4u(16u5−48u4+60u3−44u2+20u−5)
(2u−1)6

=
(2u− 1)6

(128u6 − 384u5 + 480u4 − 336u3 + 140u2 − 32u+ 1)
.

ഐ↔, нㅹᔿ (5.20) ᡀ・.

⌘᜿ࡠ, 䘀㹼㇇⌅ 3 中Ⲵࡽӄ↕ѻਾ, ᡁԜᴹ

ζ ←W ∗
‡ · ξ, g(X)← U∗ · f(W‡ ·X), w ←W ∗

‡ y, y ← (z1, N1(f̂ , ẑ)).

ሩ↓Ӕ⸙䱥 U ઼ W‡, ᴹ γ3(f, ξ) = γ3(U
∗ · f,W ∗

‡ · ξ) ᒦфԕлнㅹᔿᡀ・:

γ̂3(g, w) ≤ l1 · γ3(g, ζ) = l1 · γ3(f, ξ),

γ3,n(g, w) ≤ l2 · γ3(g, ζ) = l2 · γ3(f, ξ).

ળ从 5.6. 当 u ≤ u3 时,
∥w − ζ∥ ≤ l3 · ∥z − ξ∥. (5.24)
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䇷᱄. ⌘᜿ࡠ,
∥w − ζ∥ = ∥W ∗

‡ (y − ξ)∥ = ∥y − ξ∥.

⭡ભ仈 5.2 ৺ભ仈 5.5, ᖃ u ≤ u3 ᰦ,

∥ŷ − ξ̂∥ ≤ 1

1− γ̂3(f, z)∥ξ − z∥
γ̂3(f, z)∥ξ − z∥2

≤ l1u

1− l1u
∥ξ − z∥.

⭡Ҿ y1 = z1, ᖃ u ≤ u3 ᰦ,

∥w − ζ∥ = ∥y − ξ∥ ≤

√
1 +

(
l1u

1− l1u

)2

∥ξ − z∥ = l3 · ∥z − ξ∥.

൘ભ仈 5.4 中, ᡁԜᐢ㓿䇱᰾Ҷ

∥x1 − ζ1∥ = O(∥ξ − z∥2).

л䶒, ሩㆰ单й䟽ṩⲴᛵᖒ, ᡁԜ㔉ࠪભ仈 5.4 Ⲵᇊ䟿᷀࠶⡸ᵜ.

ᔦ㔝ભ仈 5.4 Ⲵ䇱᰾, 㘳㲁ྲл系统:
ĥ(X) = ĝ(X)− ĝ(w)

hn(X) = gn(X)− gn(w)−
∑2

k=1∆k(gn)(X1 − w1)
k

ࡉ w Ѫ h(X) Ⲵㆰ单й䟽ṩ, 㘼фަ Jacobian ⸙䱥ާᴹḷ߶ර. Ӿ ĥ(X) ൘ w Ⲵ

Taylor ኅᔿ中㺘⽪ࠪ X̂ − ŵ, ᒦԓޕ hn(X) ൘ w Ⲵ Taylor ኅᔿ中ਟᗇ:

hn(X) = −
∑
i+j=1

Ti,j ·Dĥ(w)−1ĥ(X)(X1 − w1)
i(X̂ − ŵ)j

+∆3(hn)(X1 − w1)
3 +

∑
i+j=3,j>0

Ci,j(X1 − w1)
i(X̂ − ŵ)j

+
∑
k≥4

Dkhn(w)(X − w)k

k!

+
∑
i+j=1

Ti,j ·
∑
k≥3

Dĥ(w)−1D
kĥ(w)(X − w)k

k!
(X1 − w1)

i(X̂ − ŵ)j

, ∆3(hn)(X1 − w1)
3 +B.

⌘᜿ࡠ, ሩ k ≥ 3, Dĥ(w) = Dĝ(w), Dkh(w) = Dkg(w),

C2,1 =
1

2

∂3gn(w)

∂X2
1∂X̂

− ∂2gn(w)

∂X1∂X̂
·Dĝ(w)−1 ∂

2ĝ(w)

∂X1∂X̂
− 1

2

∂2gn(w)

∂X̂2
·Dĝ(w)−11

2

∂2ĝ(w)

∂X2
1

,
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C1,2 =
1

2

∂3gn(w)

∂X1∂X̂2
− ∂2gn(w)

∂X1∂X̂
·Dĝ(w)−11

2

∂2ĝ(w)

∂X̂2
− 1

2

∂2gn(w)

∂X̂2
·Dĝ(w)−1 ∂

2ĝ(w)

∂X1∂X̂
,

C0,3 =
1

6

∂3gn(w)

∂X̂3
− 1

2

∂2gn(w)

∂X̂2
·Dĝ(w)−11

2

∂2ĝ(w)

∂X̂2
,

T1,0 = −
∂2gn(w)

∂X1∂X̂
,

T0,1 = −
1

2

∂2gn(w)

∂X̂2
.

⭡ γ̂3(g, w) ઼ γ3,n Ⲵᇊѹ, ਟᗇ:

∥∆3(gn)
−1C2,1∥ ≤3γ3,n(g, w)2 + 2γ3,n(g, w) · 2γ̂3(g, w) + γ3,n(g, w) · γ̂3(g, w)

≤8γ3(g, w)2,

∥∆3(gn)
−1C1,2∥ ≤3γ3,n(g, w)2 + 2γ3(g, w) · γ̂3(g, w) + γ3,n(g, w) · 2γ̂3(g, w)

≤7γ3(g, w)2,

∥∆3(gn)
−1C0,3∥ ≤γ3,n(g, w)2 + γ3,n(g, w) · γ̂3(g, w)

≤2γ3(g, w)2,

∥∆3(gn)
−1T1,0∥ ≤2γ3,n(g, w),

∥∆3(gn)
−1T0,1∥ ≤γ3,n(g, w).

Ԕ {1, Λ̄1, Λ̄2} Ѫ Dg,ζ Ⲵа㓴ᰒ㓖ส, ᒦф Λ̄1 = d1 + a1d2, 䛓Ѹ

∆̄2 = d21 + a1d1d2 + a21d
2
2,

Λ̄2 = ∆̄2 + a2d2,

ަ中 a1 = Dĝ(ζ)−1 ∂ĝ(ζ)
∂X1

, a2 = Dĝ(ζ)−1∆̄2(ĝ)(ζ).

⭡ ∂ĝ(ζ)
∂X1
൘ w ༴Ⲵ Taylor ኅᔿ

∂ĝ(ζ)

∂X1

=
∑
k≥2

k∑
i=1

1

(i− 1)!(k − i)!

∂kĝ(w)

∂X i
1∂X̂

k−i
(ζ1 − w1)

i−1(ζ̂ − ŵ)k−i,

ԕ৺ γ3(g, ζ) = γ3(f, ξ), ਟᗇ

∥a1∥ =
∥∥∥∥Dĝ(ζ)−1∂ĝ(ζ)

∂X1

∥∥∥∥
≤
∥∥Dĝ(ζ)−1Dĝ(w)

∥∥ · ∥∥∥∥Dĝ(w)−1∂ĝ(ζ)

∂X1

∥∥∥∥
≤
∥∥Dĝ(ζ)−1Dĝ(w)

∥∥ ·∑
k≥2

k∑
i=1

k!

(i− 1)!(k − i)!
γ̂3(g, w)

k−1∥ζ − w∥k−1
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=
∥∥Dĝ(ζ)−1Dĝ(w)

∥∥ · 4l1γ3(f, ξ)l3∥ξ − z∥(1− l1γ3(f, ξ)l3∥ξ − z∥)
(1− 2l1γ3(f, ξ)l3∥ξ − z∥)2

≤ 1

(1− 2u)2
· 4l1l3u(1− l1l3u)

(1− 2l1l3u)2

=
4l1l3u(1− l1l3u)

(1− 2u)2(1− 2l1l3u)2
,

ᒦф

∥a2∥ =
∥∥Dĝ(ζ)−1∆̄2(ĝ)(ζ)

∥∥
≤
∥∥∥∥Dĝ(ζ)−11

2

∂2ĝ(ζ)

∂X2
1

∥∥∥∥+ ∥a1∥ · ∥∥∥∥Dĝ(ζ)−1 ∂2ĝ(ζ)

∂X1∂X̂

∥∥∥∥
+ ∥a1∥2 ·

∥∥∥∥Dĝ(ζ)−11

2

∂2ĝ(ζ)

∂X̂2

∥∥∥∥
≤ γ3(g, ζ) + 2∥a1∥γ3(g, ζ) + ∥a1∥2γ3(g, ζ).

ળ从 5.7. 如下结论成立:

N2(gn, w)− ζ1 =
1

3
∆3(gn)

−1Λ̄2(B).

䇷᱄. ⭡Ҿ Λ̄2 = ∆̄2 + a2d2, ൘лᔿєㄟ਼ᰦ作用 Λ̄2:

gn(X) = hn(X) + gn(w) +
2∑

k=1

∆k(gn)(X1 − w1)
k,

ਟᗇ:

0 = Λ̄2(gn) = Λ̄2(hn) + ∆2(gn)

= 3∆3(hn)(ζ1 − w1) + ∆2(gn) + Λ̄2(B)

= 3∆3(gn)(ζ1 − w1) + ∆2(gn) + Λ̄2(B).

ഐ↔,

N2(gn, w)− ζ1 = w1 −
1

3
∆3(gn)

−1∆2(gn)− ζ1 =
1

3
∆3(gn)

−1Λ̄2(B).

ળ从 5.8. 当 u ≤ u3 时, 以下不等式成立:

|x1 − ζ1| ≤ b2(u)∥z − ξ∥. (5.25)

䇷᱄. ⭡ભ仈 5.7 ԕ৺к䘠䇘䇪, ਟᗇ

|N2(gn, w)− ζ1| =
∣∣∣∣13∆3(gn)

−1Λ̄2(B)

∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣13∆3(gn)
−1Λ̄2

(
T1,0 ·Dĥ(w)−1ĥ(X)(X1 − w1) + T0,1 ·Dĥ(w)−1ĥ(X)(X̂ − ŵ)

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣13∆3(gn)
−1Λ̄2

( ∑
i+j=3,j>0

Ci,j(X1 − w1)
i(X̂ − ŵ)j

)∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣13∆3(gn)
−1Λ̄2

(∑
k≥4

Dkhn(w)(X − w)k

k!

)∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣13∆3(gn)
−1Λ̄2

(∑
i+j=1

Ti,j ·
∑
k≥3

Dĥ(w)−1D
kĥ(w)(X − w)k

k!
(X1 − w1)

i(X̂ − ŵ)j

)∣∣∣∣∣
=
1

3

∥∥∆3(gn)
−1T0,1

∥∥ · ∥∥∥Dĥ(w)−1ĥ(ζ)
∥∥∥ ∥a2∥

+
1

3

∥∥∥∆3(gn)
−1 ·

(
C2,1 + C1,2 (a1 + a2(ζ1 − w1)) + C0,3

(
a21 + 2a2(ζ̂ − ŵ)

))∥∥∥ ∥ζ̂ − ŵ∥

+
1

3
·
∑

i+j=3,j>0

∥∥∆3(gn)
−1Ci,j

∥∥ |ζ1 − w1|i∥ζ̂ − ŵ∥j−1∥a2∥

+
1

3
· 1
2

∑
k≥4

k∑
i=2

i(i− 1)

i!(k − i)!

∥∥∥∥∥∆3(gn)
−1 ∂

khn(w)

∂X i
1X̂

k−i

∥∥∥∥∥ |ζ1 − w1|i−2∥ζ̂ − ŵ∥k−i

+
1

3
· ∥a1∥

∑
k≥4

k−1∑
i=1

i(k − i)

i!(k − i)!

∥∥∥∥∥∆3(gn)
−1 ∂

khn(w)

∂X i
1X̂

k−i

∥∥∥∥∥ |ζ1 − w1|i−1∥ζ̂ − ŵ∥k−i−1

+
1

3
· 1
2
∥a1∥2

∑
k≥4

k−2∑
i=0

(k − i)(k − i− 1)

i!(k − i)!

∥∥∥∥∥∆3(gn)
−1 ∂

khn(w)

∂X i
1X̂

k−i

∥∥∥∥∥ |ζ1 − w1|i∥ζ̂ − ŵ∥k−i−2

+
1

3
· ∥a2∥

∑
k≥4

k−1∑
i=0

(k − i)

i!(k − i)!

∥∥∥∥∥∆3(gn)
−1 ∂

khn(w)

∂X i
1X̂

k−i

∥∥∥∥∥ |ζ1 − w1|i∥ζ̂ − ŵ∥k−i−1

+
1

3

∑
i+j=1

∥∥∆3(gn)
−1Ti,j

∥∥ ·∑
k≥3

(
1

2

k∑
l=2

l(l − 1)

l!(k − l)!

∥∥∥∥∥Dĥ(w)−1 ∂kĥ(w)

∂X l
1X̂

k−l

∥∥∥∥∥ |ζ1 − w1|l−2∥ζ̂ − ŵ∥k−l

+ ∥a1∥
k−1∑
l=1

l(k − l)

l!(k − l)!

∥∥∥∥∥Dĥ(w)−1 ∂kĥ(w)

∂X l
1X̂

k−l

∥∥∥∥∥ |ζ1 − w1|l−1∥ζ̂ − ŵ∥k−l−1

+
1

2
∥a1∥2

k−2∑
l=0

(k − l)(k − l − 1)

l!(k − l)!

∥∥∥∥∥Dĥ(w)−1 ∂kĥ(w)

∂X l
1X̂

k−l

∥∥∥∥∥ |ζ1 − w1|l∥ζ̂ − ŵ∥k−l−2

+ ∥a2∥
k−1∑
l=0

(k − l)

l!(k − l)!

∥∥∥∥∥Dĥ(w)−1 ∂kĥ(w)

∂X l
1X̂

k−l

∥∥∥∥∥ |ζ1 − w1|l∥ζ̂ − ŵ∥k−l−1

)
|ζ1 − w1|i∥ζ̂ − ŵ∥j

≤1

3
γ3(g, w)

(
∥ζ̂ − ŵ∥+ 1

1− γ̂3(g, w)∥ζ − w∥
γ̂3(g, w)∥ζ − w∥2

)
∥a2∥

+
1

3

(
8γ3(g, w)

2 + 7γ3(g, w)
2∥a1∥+ 2γ3(g, w)

2∥a1∥2
)
∥ζ̂ − ŵ∥

+
7

3
γ3(g, w)

2∥a2∥|ζ1 − w1|∥ζ̂ − ŵ∥+ 4

3
γ3(g, w)

2∥a2∥∥ζ̂ − ŵ∥2
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+
17

3
γ3(g, w)∥ζ − w∥2∥a2∥

+
1

6

∑
k≥4

k∑
i=2

i(i− 1)k!

i!(k − i)!
γ3(g, w)

k−1|ζ1 − w1|i−2∥ζ̂ − ŵ∥k−i

+
1

3
∥a1∥

∑
k≥4

k−1∑
i=1

i(k − i)k!

i!(k − i)!
γ3(g, w)

k−1|ζ1 − w1|i−1∥ζ̂ − ŵ∥k−i−1

+
1

6
∥a1∥2

∑
k≥4

k−2∑
i=0

(k − i)(k − i− 1)k!

i!(k − i)!
γ3(g, w)

k−1|ζ1 − w1|i∥ζ̂ − ŵ∥k−i−2

+
1

3
∥a2∥

∑
k≥4

k−1∑
i=0

(k − i)k!

i!(k − i)!
γ3(g, w)

k−1|ζ1 − w1|i∥ζ̂ − ŵ∥k−i−1

+ γ3(g, w) ·
∑
k≥3

(
1

2

k∑
l=2

l(l − 1)k!

l!(k − l)!
γ̂3(g, w)

k−1∥ζ − w∥k−2

+ ∥a1∥
k−1∑
l=1

l(k − l)k!

l!(k − l)!
γ̂3(g, w)

k−1∥ζ − w∥k−2

+
1

2
∥a1∥2

k−2∑
l=0

(k − l)(k − l − 1)k!

l!(k − l)!
γ̂3(g, w)

k−1∥ζ − w∥k−2

+∥a2∥
k−1∑
l=0

(k − l)k!

l!(k − l)!
γ̂3(g, w)

k−1∥ζ − w∥k−1

)
∥ζ − w∥

=
1

3
γ3(g, w)

(
∥ζ̂ − ŵ∥+ 1

1− γ̂3(g, w)∥ζ − w∥
γ̂3(g, w)∥ζ − w∥2

)
∥a2∥

+
1

3

(
8γ3(g, w)

2 + 7γ3(g, w)
2∥a1∥+ 2γ3(g, w)

2∥a1∥2
)
∥ζ̂ − ŵ∥

+
7

3
γ3(g, w)

2∥a2∥|ζ1 − w1|∥ζ̂ − ŵ∥+ 4

3
γ3(g, w)

2∥a2∥∥ζ̂ − ŵ∥2

+
17

3
γ3(g, w)∥ζ − w∥2∥a2∥

+
1

6

∑
k≥4

2k−2k(k − 1)γ3(g, w)
k−1∥ζ − w∥k−2

+
1

3
∥a1∥

∑
k≥4

2k−2k(k − 1)γ3(g, w)
k−1∥ζ − w∥k−2

+
1

6
∥a1∥2

∑
k≥4

2k−2k(k − 1)γ3(g, w)
k−1∥ζ − w∥k−2

+
1

3
∥a2∥

∑
k≥4

2k−1kγ3(g, w)
k−1∥ζ − w∥k−1

+
1

2
γ3(g, w)

∑
k≥3

(1 + 2∥a1∥+ ∥a1∥2)2k−2k(k − 1)γ̂3(g, w)
k−1∥ζ − w∥k−1
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+ γ3(g, w)
∑
k≥3

∥a2∥2k−1kγ̂3(g, w)
k−1∥ζ − w∥k

≤ l2
3
(1 + 2∥a1∥+ ∥a1∥2)

(
u+

l1u

1− l1u

)
∥ξ − z∥

+
l2
3
(1 + 2∥a1∥+ ∥a1∥2) ·

l1l
2
3u

1− l1l3u
∥ξ − z∥

+
l22
3
(8 + 7∥a1∥+ 2∥a1∥2)

(
u+

l1u

1− l1u

)
∥ξ − z∥

+
7l22
3
(1 + 2∥a1∥+ ∥a1∥2)

(
u2 +

l1u
2

1− l1u

)
∥ξ − z∥

+
4l22
3
(1 + 2∥a1∥+ ∥a1∥2)u

(
u+

l1u

1− l1u

)2

∥ξ − z∥

+
17l2
3

(1 + 2∥a1∥+ ∥a1∥2)l23u∥ξ − z∥

+
1

6
(1 + 2∥a1∥+ ∥a1∥2) ·

8l32l
2
3u(12l

2
2l

2
3u

2 − 16l2l3u+ 6)

(1− 2l2l3u)3
∥ξ − z∥

+
1

3
(1 + 2∥a1∥+ ∥a1∥2)u ·

8l32l
3
3u(4− 6l2l3u)

(1− 2l2l3u)2
∥ξ − z∥

+
l2
2
(1 + 2∥a1∥+ ∥a1∥2) ·

4l21l
2
3u(4l

2
1l

2
3u

2 − 6l1l3u+ 3)

(1− 2l1l3u)3
∥ξ − z∥

+ (1 + 2∥a1∥+ ∥a1∥2)l2u ·
4l21l

3
3u(3− 4l1l3u)

(1− 2l1l3u)2
∥ξ − z∥

=b2(u)∥z − ξ∥.

ᖃ u < u3 ≈ 0.0137 ᰦ, ⭡ભ仈 5.3, 5.8 ઼ᇊѹ 5.3, ਟᗇ:

∥x̂− ζ̂∥ ≤ L∥ξ − z∥2 + 1

1− γ̂µ(f, z)∥ξ − z∥
γ̂3(f, z)∥ξ − z∥2

≤
(
u+

l1u

1− l1u

)
∥z − ξ∥

= b1(u) ∥z − ξ∥ .

⧠൘ᡁԜਟԕᆼᡀᇊ理 5.4 Ⲵ䇱᰾.

䇷᱄. (1) ᖃ u < u3 ≈ 0.0137 ᰦ, ਟ傼䇱 b1(u)
2 + b2(u)

2 < 1, ⭡ભ仈 5.8 ਟᗇ

∥Nf (z)− ξ∥ =∥W† ·W‡ · (x− ζ)∥

=∥x− ζ∥

=

√
|x1 − ζ1|2 + ∥x̂− ζ̂∥2
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≤
√

b1(u)2 + b2(u)2 ∥z − ξ∥

< ∥z − ξ∥ .

(2) ᖃ u < u′
3 ≈ 0.0098 ᰦ, ਟ傼䇱 b1(u)

2 + b2(u)
2 < 1

4
, ⭡ભ仈 5.8 ਟᗇ

∥Nf (z)− ξ∥ =∥W† ·W‡ · (x− ζ)∥

=∥x− ζ∥

=

√
|x1 − ζ1|2 + ∥x̂− ζ̂∥2

≤
√

b1(u)2 + b2(u)2 ∥z − ξ∥

<
1

2
∥z − ξ∥ .

ഐ↔, ԕлнㅹᔿ൘ k = 1 ᰦᡀ・:

∥∥Nk
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

ሩ k ≥ 2, 䇮㔃䇪ሩٷ k − 1 ᡀ・, ণ

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥ <

(
1

2

)2k−1−1

∥z − ξ∥ .

Ԕ u(k−1) = γ3(f, ξ)
3∥Nk−1

f (z) − ξ∥. ሩ 0 < u < u′
3, 䜭ᴹ u(k−1) < u ᒦф√

b1(u)2+b2(u)2

u
单䈳䙂໎. ഐ↔⭡ᖂ㓣ٷ䇮ਟᗇ,∥∥Nk

f (z)− ξ
∥∥

<

√
b1(u(k−1))2 + b2(u(k−1))2γ3(f, ξ)

3

u(k−1)

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥2
<

√
b1(u)2 + b2(u)2γ3(f, ξ)

3

u

∥∥Nk−1
f (z)− ξ

∥∥2
<

√
b1(u)2 + b2(u)2γ3(f, ξ)

3

u

(
1

2

)2k−2

∥z − ξ∥2

≤
(
1

2

)2k−1

∥z − ξ∥ .

⌞䠀 5.3. 算法 3 中共进行了两次正交变换, 虽然第二次正交变换近似等于恒等变
换, 但是证明过程及实际算例表明, 算法 3 中的两次正交变换对算法的二次收敛性
缺一不可.
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⌞䠀 5.4. 算法 3 中的正交变换可能会将一个稀疏多项式系统变成稠密的, 因此改
进的牛顿迭代可能会变得很费时. 作为补充, 我们可以采用链式法则来避免正交变
换可能造成的对稠密矩阵的存储或者计算. 例如, 假设 g(X) = U∗ · f(W† ·X), 那
么,

Dg(X) = U∗ ·Df(W† ·X) ·W†. (5.26)

令 y = W ∗
† z, 则

Dg(y) = U∗ ·Df(z) ·W†. (5.27)

此时不再对 Dg(X) 在 y 点取值, 而是对 Df(X) 在 z 点取值, 并进行矩阵乘法, 这
样便可避免对稠密系统 Dg(X) 的存储和计算.

相似的, 与 [31, 例 3.1] 中提到的一样, 不再计算和存储稠密的微分泛函 ∆k

和 Λk, 而去计算多项式 Lk(g) 和 Pk(g) 因为

Pk(g) =
k−1∑
j=1

j

k
·D(Lk−j(g)) · aj and Lk(g) = Pk(g) +Dg · ak, (5.28)

其中 Lk 和 Pk 分别为对应于 ∆k 和 Λk 的微分算子, a1 = (1, 0, . . . , 0)T , ak =

(0, ak,2, . . . , ak,n)
T . 多项式系统 Pk(g) 和值 ∆k(g) 可对 (5.28) 递归地应用链式法

则 (5.26) 和 (5.27) 得到.

5.4 ᮦٲᇔ僂

ᵜㄐ㇇⌅Ⲵ Maple 〻ᒿԕ৺⍻䈅㔃᷌ਟ൘ԕл䬮᧕᢮ࡠ: http://www.mmrc.

iss.ac.cn/~lzhi/Research/hybrid/SimpleMultipleZeros/

㺘 5.1 ኅ⽪Ҷ㇇⌅ 3 ሩԕлֻᆀⲴ⍻䈅㔃᷌:

1. Ojika1 [38]: x2 + y − 3, x+ 1
8
y2 − 3

2

2. Ojika2 [38]: x2 + y + z − 1, x+ y2 + z − 1, x+ y + z2 − 1

3. Ojika3 [38]: x+ y + z − 1, 2x3 + 5y2 − 10z + 5z3 + 5, 2x+ 2y + z2 − 1

4. Ojika4 [38]: x+ x3z + xy2z − xz, 10y − 2x2yz − y3z − yz,

6x4z2 − 3x2y2z2 − x2z2 + 28x2z − 3y4z3 + 2y2z2 + 7y2z + z2 − 11z + 10

5. Decker2 [39]: x+ y3, x2y − y4

6. DZ3 [35]: 14x+33y−3
√
5(x2+4xy+4y2+2)+

√
7+x3+6x2y+12xy2+8y3,

41x− 18y −
√
5 + 8x3 − 12x2y + 6xy2 − y3 + 3

√
7(4xy − 4x2 − y2 − 2)

http://www.mmrc.iss.ac.cn/~lzhi/Research/hybrid/SimpleMultipleZeros/
http://www.mmrc.iss.ac.cn/~lzhi/Research/hybrid/SimpleMultipleZeros/
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7. Dayton2 [40]: 2x2 − x− x3 + z3, x− y − x2 + xy + z2, xy2z − x2z − y2z + x3z

8. RG [41]: x2x2 − x1x
2
2, x1 − x2

2

㺘 5.1: ㇇⌅ 3 Ⲵᇎ傼㔃᷌

系统 ㆰ单䟽ṩ ᯩ〻数 ਈ䟿数 䟽数 ㋮ᓖ

Ojika1 (1, 2) 2 2 3 3→ 6→ 10→ 16

Ojika2 (1, 0, 0) 3 3 2 3→ 5→ 9→ 16

Ojika3 (−5
2
, 5
2
, 1) 3 3 2 3→ 6→ 10→ 16

Ojika4 (0, 0, 10) 3 3 3 4→ 5→ 9→ 23

Decker2 (0, 0) 2 2 4 3→ 6→ 20

DZ3 (2
√
7

5
+

√
5
5
,−

√
7
5
+ 2

√
5

5
) 2 2 5 3→ 7→ 16

Dayton2 (0, 0, 0) 3 3 5 3→ 5→ 8→ 15

RG (0, 0) 2 2 4 3→ 5→ 8→ 15

㺘 5.1 中ᴰਾаࡇѪ䘁լㆰ单䟽ṩⲴ㋮ᓖਈॆ, ⇿њ㇝ཤ㺘⽪䘀㹼а⅑䘝ԓ㇇
⌅ 3.

⌞䠀 5.5. 虽然本文中对于二次收敛性的算法及证明都是关于有精确简单重根的多
项式系统. 事实上, 算例表明, 我们的算法对一般的解析函数或者有一簇单根的多
项式系统也是有效的.

㔃ਸ [16, ᇊ理 8] Ⲵ㔃䇪, ᡁԜ਼ṧਟԕ㔉ࠪཊ亩ᔿ系统ㆰ单䟽ṩⲴਟؑ傼䇱,
ྲлֻ,

ׁᆆ 5.1. 考虑以下多项式系统: f1 =
64

73
X2

1 −
48

73
X1X2 +

9

73
X2

2 +

√
73

12
X2,

f2 = (8X1 − 3X2)
2(3X1 + 8X2).

其中 ξ = (0, 0) 为 f = {f1, f2} 的简单三重根.

ਆ䘁լṩ x0 = (−0.01, 0.01),ਟԕ傼䇱 x0 н┑䏣ᶑԦ (1.6). ሩ x0 䘋㹼є⅑㇇

⌅ 3中Ⲵ᭩䘋 Newton䘝ԓ,ᗇࡠ㋮ॆⲴ䘁լṩ x = (−4.1291·10−8,−2.9505·10−8).
Ԕ g(X) = f(X)− f(x)−H1(X − x)−H2(X − x)2. ↔ᰦ䙊䗷䇑㇇,

γ3 = γ3(g, x) = max(γ̂3(g, x), γ3,2(g, x)) =
12√
73
≈ 1.4045,
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ᒦф

∥f(x)∥+ ∥H1∥
d

4γ3
3

+ ∥H2∥
d2

16γ6
3

≈ 1.937364 · 10−8 <
d4

128γ9
3∥A−1∥

≈ 1.937370 · 10−8.

䛓Ѹ⭡ [16, ᇊ理 8], ᡁԜਟԕ䈤᰾ f ൘ԕ x Ѫശᗳ, d
4γ33
≈ 0.0076 ѪॺᖴⲴ⨳޵

ᴹфਚᴹйњṩ (䇑㇇䟽数). ৸⭡Ҿ d
4γ33

< 1
2γ3

, ⭡ᇊ理 5.3 ਟ⸕, ԕ x Ѫࡍ࿻⛩Ⲵ

㇇⌅ 3 中Ⲵ᭩䘋 Newton 䘝ԓሶՊҼ⅑᭦ᮋࡠ f Ⲵㆰ单й䟽ṩ (0, 0).



ㅢޣㄖ 㔉论фኋᵑ

ᵜ᮷ѫ㾱޵ᇩवᤜ〰⮿ཊ亩ᔿᨂ٬઼ཊ亩ᔿ系统䘁լㆰ单䟽ṩⲴ㋮ॆ.

൘ㅜҼㄐ中, ᡁԜ൘ Moitra 㔃᷌Ⲵส⹰к䇱᰾Ҷ䗷䟷ṧਟԕ֯ Hankel ⸙䱥
Ⲵཷᔲ٬ӗ⭏⴨位ケਈ, ᒦфᖃ m 䏣ཏབྷᰦ, Hm Ⲵࡽ t њཷᔲ٬䜭ሶབྷҾ 1. ഐ
↔㔉ࠪҶ䙊䗷Ự⍻ Hm Ⲵཷᔲ٬ᶕࡔᯝཊ亩ᔿ〰⮿ᓖⲴ㇇⌅. ᡁԜ਼ᰦ䇱᰾, ᖃ䗷
䟷ṧ㠣 Hankel ⸙䱥Ⲵཷᔲ٬ࠪ⧠⴨位ケਈѻਾ, Vandermonde 系统ⲴᶑԦ数਼ṧ
ਟԕ㻛᧗ࡦ, ᒦф䙊䗷аӋ䲿ᵪᯩ⌅ਟԕ儈ᾲ⦷䱽վᡰ䴰䗷䟷ṧⲴњ数. ഐ↔, ᡁ
Ԝ䙊䗷Ự⍻ Hankel ⸙䱥Ⲵཷᔲׯ٬ਟ⺞؍≲䀓ᨂ٬䰞仈Ⲵ㇇⌅䗮ࡠ数٬っᇊ.

൘ㅜйㄐ中, Ѫ؍䇱ㅜҼㄐ中㔉ࠪⲴ㇇⌅ NSD нՊ䗷ᰙⲴ㓸→, ਼ᰦҏѪҶ
എㆄ [4, ᇊ理 4] 中ᨀࠪⲴޜᔰ䰞仈, ᡁԜᇊѹҶ单亩ᔿкⲴањᯠⲴٿᒿޣ系, 䇱
᰾Ҷḷ߶Ⲵ Hankel ⸙䱥਼ṧ┑䏣ᨀࡽ㓸→ᇊ理. ᒦф, ᡁԜ࡙用 Hankel ⸙䱥ཷᔲ
٬Ⲵ⴨位ケਈᙗ䍘, 㔃ਸ䗷䟷ṧᯩ⌅઼ᨀࡽ㓸→ᇊ理, 㔉ࠪҶ߶⺞ࡔᯝཊ亩ᔿ〰⮿
ᓖⲴ㇇⌅, 数٬ᇎ傼㔃᷌㺘⧠っᇊ.

൘ㅜഋㄐ中ᡁԜㆰ㾱ӻ㓽Ҷㆰ单䟽ṩⲴԓ数㔃ᶴ, ᇊѹҶ Jacobian ⸙䱥Ⲵḷ
߶ර, ᒦ䇱᰾ަਟ䙊䗷↓Ӕਈᦒᗇࡠ, 䈕ḷ߶ර൘㇇⌅䇮䇑䗷〻中䎧Ҷ䟽㾱作用.

൘ㅜӄㄐ中, ᡁԜ俆ݸ䪸ሩ Jacobian ⸙䱥ާᴹḷ߶රⲴཊ亩ᔿㆰ单Ҽ䟽ṩ৺
ㆰ单й䟽ṩᛵᖒ, ᇊѹҶ᭩䘋Ⲵ Newton 䘝ԓ, ᇊ䟿䇱᰾ҶަҼ⅑᭦ᮋᙗᒦ㔉ࠪ᭦
ᮋॺᖴ. ሩ Jacobian ⸙䱥нާᴹḷ߶රⲴཊ亩ᔿㆰ单䟽ṩ系统, ᵜ᮷ᨀࠪݸ䙊䗷
䘁լ⛩༴Ⲵ↓Ӕਈᦒᗇާࡠᴹḷ߶රⲴཊ亩ᔿ系统, ᒦᇊѹ᭩䘋Ⲵ Newton 䘝ԓ,
൘ԫ᜿䟽ṩᛵᖒ㔉ࠪҶᇊᙗⲴҼ⅑᭦ᮋᙗ䇱᰾, ᒦ൘ㆰ单й䟽ṩᛵᖒ㔉ࠪҶᇊ䟿
Ⲵ᭦ᮋॺᖴ. 䘋а↕, 㔃ਸཊ亩ᔿ系统ṩⲴ䳄⿫⭼Ⲵ⴨ޣ㔃᷌, ᡁԜ਼ṧਟԕ㔉ࠪ
ཊ亩ᔿ系统ㆰ单䟽ṩⲴਟؑ傼䇱, ᒦ⺞؍㇇⌅ 3 ൘ᆔ・ॺᖴ޵᭦ᮋࡠୟаⲴ䟽ṩ.

ӺਾⲴᐕ作ѫ㾱वਜ਼ԕлࠐњᯩੁ:

1. ሩ䶎〫位Ⲵᨀࡽ㓸→ᇊ理㔉ࠪᴤ㋮㓶Ⲵᾲ⦷᷀࠶, ণྲօ䙊䗷໎བྷ ζ ᶕ߿ሿ

㇇⌅ཡ䍕ᾲ⦷.

2. 研究䶎㓯ᙗ系统ཷᔲṩⲴ α 理䇪.
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