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Abstract

Abstract

Strassen (1965) gave necessary and sufficient conditions on the existence of a

probability distribution on Cartesian product of two sets with given support and two

marginals. There is a simple and natural correspondence between probability theory

and quantum theory, a density operator is a quantum analog of a probability distribu-

tion, partial traces of the density operators are analog of marginals, tensor product is

analog of Cartesian product, and more. The aim of this thesis is to give the necessary

and sufficient conditions on the existence of a density operator on the tensor product of

two separable Hilbert spaces with given support and partial trace, where at least one of

the Hilbert spaces is infinite dimensional, which is called infinite dimensional quantum

Strassen theorem.

Finite Strassen theorem is reduced to a linear programming problem which can

be solved using flow theory. Finite dimensional quantum Strassen theorem has been

given and proved by L.Zhou, S.Ying, N.Yu and M.Ying(2018). The main contribution

of this thesis is the generalization of quantum Strassen theorem to infinite dimensional

case. We project the support to a finite dimensional subspace, then thansfer the problem

to a set of convex optimization problems. We prove that the necessary and sufficient

condition on the existence of quantum lifting is that the limit of solutions of these convex

optimization problems is 0. One can use an interior method to find the minimum of

each convex optimization problem in polynomial time within a given precision, then

determine whether a witness of the quantum lifting exists or not by checking the limit

of the minima. When the dimension of the given support is finite, we turn this problem

to a sequence of SDP problems. One can check the limit of solutions of these SDP

problems to judge whether a witness of the quantum lifting exists or not.

Keywords: quantum coupling, quantum lifting, quantum Strassen theorem, separable

Hilbert space, weak convergence, convex optimization, SDP
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ㅜ 1ㄐᕅ䀰

ㅢ 1ㄖ ᕋ䀶

1.1 䰤从䱾䘦ૂ⹊ガࣞᵰ

䇮ٷ µᱟਟ࠶オ䰤 Ω = [m]× [n]кⲴањᾲ⦷࠶ᐳˈ䘉䟼 m, nᱟ↓ᮤ数ˈф

[m] = {1, . . . ,m}Ǆањ ΩкⲴᾲ⦷ᆀ࠶ᐳ (sub-distribution)ᱟањ䶎䍏Ⲵ m × n

⸙䱥 A = [ai j ] ∈ Rm×n
+ ˈᆳⲴᡰᴹݳ㍐Ⲵ઼нབྷҾ 1ǄᖃᆳⲴᡰᴹݳ㍐ѻ઼Ѫ 1

ᰦˈ〠ᆳѪањ࠶ᐳ (distribution)ǄԔ 1m = (1, . . . , 1)⊤ ∈ Rmˈ䛓ѸᆳⲴ䗩䱵࠶

ᐳ˄marginal ：˅µ1 = A1nˈµ2 = A⊤1m ᱟ [m]ˈ[n]кሩ应Ⲵањᾲ⦷࠶ᐳǄµⲴ

支᫁䳶 (support)ˈ䇠Ѫ supp µˈᱟањҼ䜘മ (bipartite graph)G = (V, E)ˈ䘉䟼

V = [m] ∪ [n]ˈE = {(i, j), i ∈ [m], j ∈ [n], ai j > 0}ǄҾᱟቡᴹл䶒䘉њ㠚❦Ⲵ䘶䰞

仈：

问题 1.1. 㔉ᇊ൘ [m]઼ [n]кⲴᾲ⦷࠶ᐳ µ1ǃµ2ˈ≲ᆈ൘ањᇊѹ൘ [m] × [n]к

Ⲵᾲ⦷࠶ᐳ µˈ֯ᗇᆳⲴ支᫁䳶वਜ਼൘ањ㔉ᇊⲴҼ䜘മ G = ([m] ∪ [n], E)中ˈ

ᒦфᆳⲴ䗩䱵࠶ᐳᱟ µ1઼ µ2Ⲵ࠶ݵᗵ㾱ᶑԦǄ

䘉ᱟањ㓿ިⲴ㓴ਸՈॆ䰞仈 (combinatorial optimization)[3] ਟ̍ԕ用สᵜⲴ

⊹⎨⨶䇪 (flow theorem)ᶕ䀓ߣ [5]ǄሩҾєњ㍗ᓖ䟿オ䰤 (compact metric spaces)

҈〟ᶴᡀ䳶ਸⲴ Borel σ-ԓ数лⲴањᾲ⦷࠶ᐳˈStrassen [16]㔉ࠪҶ䰞仈1.1Ⲵ

ањ䀓ǄStrassen⋑ᴹተ䲀Ҿ䀓ߣᴹ䲀㔤Ⲵᛵᖒ ᇎ̍䱵к S̍trassen㘳㲁Ҷ䰞仈1.1Ⲵ

ањᴤа㡜Ⲵ ε ≥ 0Ⲵᖒᔿˈާփਟԕ৲㘳 [16,ᇊ⨶ 11]Ǆ

൘ᴰ䘁Ⲵаㇷ᮷ㄐ [18]中ˈઘ・ㅹӪ᧿䘠ᒦф䀓ߣҶ䰞仈1.1൘䟿ᆀᛵᖒл

Ⲵањሩ应䰞仈Ǆٷ䇮 H ᱟањ൘༽数ฏкⲴᴹ䲀㔤޵〟オ䰤 (inner product

space)ˈ㔤数Ѫ nǄḷ߶޵〟 (inner product)ᇊѹѪ：

⟨x, y⟩ = y∗x.

ᡁԜਟԕ用ਜ਼ᴹḷ߶޵〟ⲴCnオ䰤ᶕ⺞ᇊHǄB(H)ᱟ⭡ᴹ⭼㓯ᙗ算ᆀ (bounded

linear operator)A : H → H 㓴ᡀⲴ䳶ਸǄS(H) ᱟᡰᴹ自伴随算子 (selfadjoint

operator) 㓴ᡀⲴ䳶ਸˈ㺘⽪ᡀ⸙䱥ᰦˈᆳᱟ n × n ᇎ㠚ޡ䖝⸙䱥ᶴᡀⲴオ䰤Ǆ

S+(H)ᱟ S(H)中ॺ↓ᇊ算ᆀ (semidefinite operator)ᶴᡀⲴࠨ䭕 (cone)ˈS+,1(H)

ᱟ S(H) 中䘩Ѫ 1 Ⲵॺ↓ᇊ算ᆀᶴᡀⲴࠨ䳶ˈᱮ❦ S+(H) ⊃ S+,1(H)Ǆ密度算

子 (density operator) ᱟ䘩Ѫ 1 Ⲵॺ↓ᇊ算ᆀˈᡰᴹⲴᇶᓖ算ᆀ㓴ᡀⲴ䳶ਸণѪ
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S+,1(H)Ǆ൘ S(H)中ˈᡁԜᇊѹањ偏序 (partial order)ˈ

A ⪰ B,ྲ᷌A − B ∈ S+(H).

ሩҾᡰᴹⲴ ρ ∈ S(H)ˈρⲴ支撑集 (support)ᇊѹѪ⭡ ρⲴ䶎䴦⢩ᖱੁ䟿ᕐᡀⲴ

ᆀオ䰤ˈ䇠作 supp ρˈ䘉ҏᱟH൘ ρ作用лⲴ٬ฏ ρ(H) Ǆ̍

㤕H1 ≡ Cm,H2 ≡ CnǄԔH = H1 ⊗H2 ≡ Cm ⊗Cn ≡ Cm×nѪᆳԜᇊѹⲴҼ䜘

オ䰤 (bipartite space)Ǆオ䰤 B(H)ਟԕⴻ作ᱟ⭡ (mn)× (mn)⸙䱥 T = [t(i,p)(j,q)] ∈
C(mn)×(mn) ᶴᡀⲴˈ䘉䟼 i, j ∈ [m], p, q ∈ [n]Ǆ⭡↔ਟԕࠪ߉єњ㠚❦Ⲵ᭦㕙᱐ሴ

(contraction map)

Tr2 : B(H) → B(H1), Tr2 T =

[
n∑

p=1

t(i,p)(j,p)

]
, i, j ∈ [m],

Tr1 : B(H) → B(H2), Tr1 T =

[
m∑
i=1

t(i,p)(i,q)

]
, p, q ∈ [n].

ᇶᓖ算ᆀ ρ ∈ S+,1(H)ᱟᾲ⦷䇪中ᾲ⦷࠶ᐳ൘䟿ᆀ计算中类լⲴᇊѹǄн䳮

ਁ⧠ ρ1 = Tr2 ρ ∈ S+,1(H1)ˈρ2 = Tr1 ρ ∈ S+,1(H2)ᱟ䗩䱵࠶ᐳ µ1઼ µ2൘䟿ᆀ计

算中Ⲵ类լᇊѹǄഐ↔ሩ应ൠਟԕᢺ䰞仈1.1᭩߉Ѫ：

问题 1.2. ԔH = H1⊗H2 H̍1઼H2ᱟᴹ䲀㔤Ⲵ޵〟オ䰤Ǆ㤕X ⊆ Hᱟањ䰝ᆀ

オ䰤Ǆ㔉ᇊєњᇶᓖ算ᆀ ρi ∈ S+,1(Hi) i̍ = 1, 2Ǆᆈ൘ ρ ∈ S+,1(H), supp(ρ) ⊆ X

֯ᗇ ρ1 = Tr2 ρ, ρ2 = Tr1 ρⲴ࠶ݵᗵ㾱ᶑԦᱟӰѸ˛

䘉њ䰞仈ਟԕ用ањॺ↓ᇊՈॆ䰞仈 (semi-definite programming, SDP)ᶕ᧿

䘠：Ԕ PX Ѫ൘ X кⲴ↓ӔᣅᖡǄ㘳㲁л䶒䘉њ≲ᴰབྷ٬Ⲵ䰞仈

max{Tr XPX ; X ∈ S+(H), Tr2 X = ρ1,Tr1 X = ρ2}. (1.1)

ᖃ X ∈ S+(H)ᰦˈTr X = Tr XPX ᜿ણ⵰ supp X ⊂ XǄ䰞仈1.2ᴹ䀓ᖃфӵᖃ䘉

њᴰབྷ٬䰞仈Ⲵ䀓ᱟ 1Ǆᡰԕ䟿ᆀᨀॷ䰞仈ਟ䖜ॆѪॺ↓ᇊ㿴ࡂ䰞仈Ǆ䘀用޵⛩

⌅ ൘̍ањ㔉ᇊⲴ ε > 0л ਟ̍ԕ൘ཊ亩ᔿᰦ䰤޵᢮ࡠॺ↓ᇊ㿴ࡂ䰞仈Ⲵᴰབྷ٬ˈ

ާփᯩ⌅৲㘳 Nesterov઼ NemirovskyⲴ㪇作 [12]Ǆ

ઘ・ㅹӪ൘᮷ㄐ [18]中㔉ࠪҶᴹ䲀㔤䟿ᆀᨀॷⲴ࠶ݵᗵ㾱ᶑԦ：ሩҾԫ᜿

Yi ∈ S(Hi), i ∈ [2]ᴹл䶒Ⲵᔿᆀᡀ・：

PX⊥ ≥ Y1 ⊗ I2 − I1 ⊗ Y2 ⇒ Tr(ρ1Y1) ≤ Tr(ρ2Y2). (1.2)

䘉њᶑԦ与䀓ߣ䰞仈1.1用ⲴᶑԦ类լǄ

䘉ㇷ䇪᮷ⲴⴞⲴቡᱟഎㆄ䰞仈1.2൘H1઼H2䜭ᱟᰐ䲀㔤ⲴᛵᖒǄ
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ㅜ 1ㄐᕅ䀰

问题 1.3. ԔH = H1⊗H2 H̍1઼H2ᱟਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤 (separable Hilbert space)Ǆ

㤕 X ⊆ Hᱟањ䰝Ⲵᆀオ䰤Ǆ㔉ᇊєњᇶᓖ算ᆀ ρi ∈ S+,1(Hi)ˈi = 1, 2ˈᆈ൘

ρ ∈ S+,1(H), supp(ρ) ⊆ X ֯ᗇ ρ1 = Tr2 ρ, ρ2 = Tr1 ρⲴ࠶ݵᗵ㾱ᶑԦᱟӰѸ˛

൘ᾲ⦷䇪中ˈᾲ⦷㙖ਸ઼ᾲ⦷ᨀॷᑨᑨ用ᶕ∄䖳єњᾲ⦷࠶ᐳѻ䰤Ⲵޣ系ˈ

⴨应Ⲵˈ䟿ᆀ㙖ਸ઼䟿ᆀᨀॷ (ᇊѹ൘ㅜ2.2㢲)ҏਟԕ用ᶕ∄䖳єњ䟿ᆀ〻ᒿѻ

䰤Ⲵޣ系 䘉̍ሶѪ䟿ᆀ〻ᒿ傼䇱ᑖᶕᖸབྷⲴ࡙ׯ ҏ̍ᱟӺਾањᖸ䟽㾱Ⲵ研究ᯩ

ੁǄⴞࡽઘ・ㅹӪ䇱᰾Ҷᴹ䲀㔤䟿ᆀ Strassenᇊ⨶ ণ̍൘Hᱟᴹ䲀㔤Ⲵᛵᖒ 䟿̍

ᆀᨀॷᆈ൘Ⲵ࠶ݵᗵ㾱ᶑԦˈ⭡↔䈤᰾Ҷ䟿ᆀ㙖ਸ઼䟿ᆀᨀॷᇊѹ൘ᴹ䲀㔤ᰦ

Ⲵਸ⨶ᙗǄ൘ᾲ⦷䇪中ˈStrassenᇊ⨶ᆈ൘ᴹ䲀㔤ᖒᔿ઼ᰐ䲀㔤ᖒᔿˈ䛓Ѹањ

㠚❦Ⲵ䰞仈ቡᱟˈ൘ᰐ䲀㔤ᰦˈ䟿ᆀᨀॷᆈ൘Ⲵ࠶ݵᗵ㾱ᶑԦᱟӰѸ˛

1.2 论文㔉ᶺૂѱ㾷ᡆ᷒

൘䘉ㇷ䇪᮷中 ᡁ̍ԜӾਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤ⲴаӋสᵜᇊѹᔰ࿻ ᢺ̍䟿ᆀ计算

中สᵜ研究ሩ䊑Ⲵᇊѹ᧘ᒯࡠਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤中ˈ❦ਾ޽䇱᰾ᰐ䲀㔤ᛵᖒл

Ⲵ䟿ᆀᨀॷᆈ൘Ⲵ࠶ݵᗵ㾱ᶑԦǄѫ㾱ᡀ᷌ྲлǄ

• ൘ H1,H2 ᱟᴹ䲀㔤ⲴᛵᖒлˈᡁԜ㔉ࠪҶањᴤѪа㡜Ⲵॺ↓ᇊՈॆ䰞

仈

µ(ρ1, ρ2,X ) = max{Tr(XPX ); X ∈ S+(H),Tr2 X ⪯ ρ1,Tr1 X ⪯ ρ2}.

ᡁԜ䇱᰾Ҷ䘉њॺ↓ᇊՈॆ䰞仈┑䏣ᕪሩڦᙗ (strong duality)ᶑԦˈᡰԕਟԕ通

䗷≲ሩڦભ仈ᶕ≲䀓৏ભ仈ˈᒦф䇱᰾Ҷ䟿ᆀᨀॷᆈ൘Ⲵ࠶ݵᗵ㾱ᶑԦᱟ

µ(ρ1, ρ2,X ) = 1.

䘉а䜘࠶工作Ⲵӻ㓽൘䇪᮷ㅜ3.2㢲Ǆ

• ᰐ䲀㔤Ⲵ䟿ᆀ Strassenᇊ⨶

ѪҶ䀓ߣᰐ䲀㔤Ⲵ䟿ᆀ Strassenᇊ⨶ˈᡁԜሩ䘉њ䰞仈䘋㹼Ҷ࠶䀓ˈ俆ݸ㘳

㲁 X ᱟᴹ䲀㔤ᛵᖒˈ޽㘳㲁 X ᱟᰐ䲀㔤ᛵᖒǄ

- 䇮ٷ X ᱟᴹ䲀㔤Ⲵ H̍1,H2ᱟᰐ䲀㔤ਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤 e̍i,1 and ei,2, i ∈ N
ᱟᆳԜⲴа㓴สǄ用 Pn,i㺘⽪൘ᆀオ䰤 span(e1,i, . . . , en,i)кⲴ↓Ӕᣅᖡ n̍ ∈ N, i ∈
[2]ǄԔ Xn = (Pn,1 ⊗ Pn,2X )ˈρi,n = Pn,iρiPn,i, i ∈ [2]Ǆ㘳㲁л䶒䘉њᴰ٬䰞仈

µn(ρ1, ρ2,X ) = max{Tr(XPXn
);

Tr2 X ⪯ ρ1,n,Tr1 X ⪯ ρ2,n, X ∈ (Pn,1 ⊗ Pn,2)S+(H)(Pn,1 ⊗ Pn,2)}

3



ᰐ䲀㔤䟿ᆀ Strassenᇊ⨶

ᡁԜ䇱᰾Ҷᆈ൘䟿ᆀᨀॷⲴ࠶ݵᗵ㾱ᶑԦᱟ

lim
n→∞
µn(ρ1, ρ2,X ) = 1.

䘉а䜘࠶工作Ⲵӻ㓽൘䇪᮷ㅜ3.3.2㢲Ǆ

- 䇮ٷ X ᱟᰐ䲀㔤Ⲵˈф xi, i ∈ Nᱟ X Ⲵа㓴สǄ㤕H1,H2ᱟᰐ䲀㔤ਟ࠶

ᐼቄ՟⢩オ䰤Ǆ൘䘉⿽ᛵᖒл ᡁ̍Ԝ㔉ࠪҶањᯠⲴࠨՈॆ (convex optimization)

䰞仈ˈᒦ㔉ࠪҶ䟿ᆀᨀॷᆈ൘Ⲵ࠶ݵᗵ㾱ᶑԦǄᢺ Xn 䇠Ѫ⭡ x1, ..., xn ᕐᡀⲴᆀ

オ䰤ˈ㘳㲁൘ B(Xn)кⲴањᴹ⭼䘎㔝࠭ࠨ数 (continuous and convex function)

f (L) = ∥ Tr2 L − ρ1∥1 + ∥ Tr1 L − ρ2∥1.

❦ਾ㘳㲁л䶒䘉њՈॆ䰞仈

µn(ρ1, ρ2) = min{ f (X), X ∈ S+,1(H) ∩ B(Xn)},

䘉䟼 n ∈ NǄᡁԜ䇱᰾Ҷ䟿ᆀᨀॷᆈ൘Ⲵ࠶ݵᗵ㾱ᶑԦѪ

lim
n→∞
µn(ρ1, ρ3) = 0.

ᖃ H1,H2中ᴹањᱟᴹ䲀㔤ᰦˈᡁԜ㔉ࠪҶањㆰ⸝Ⲵ䇱᰾Ǆ㘼ሩҾа㡜ᛵᖒˈ

ণH1,H2䜭ᱟᰐェ㔤ᰦˈสҾ Banach-Saksᇊ⨶ˈ↓Ӕᣅᖡˈሩ䀂㓯ݳ㍐与ཷᔲ

٬Ⲵޣ系ㅹˈᡁԜ䇱᰾Ҷᕅ⨶3.17ǄᴹҶ䘉њᕅ⨶ˈᡁԜਟԕ䖫ᶮൠ㔉ࠪᰐ䲀㔤

Strassenᇊ⨶Ⲵ䇱᰾Ǆ䘉а䜘࠶工作Ⲵӻ㓽൘䇪᮷ㅜ3.3.3㢲Ǆ
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ㅜ 2ㄐ㛼Ჟ⸕䇶

ㅢ 2ㄖ 㜂Ქ⸛䇼

2.1 ਥ࠼ᑂቊե⢯グ䰪

ᡁԜഎ亮䇪᮷中䴰㾱用ࡠⲴᴹޣਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤 HⲴаӋ㔃䇪Ǆѫ㾱৲

㘳Ⲵᱟ [6, 14]ǄH中Ⲵݳ㍐用ሿ߉Ⲵ࣐㋇ᆇ⇽ᶕ㺘⽪ˈֻྲ xǄᢺHオ䰤中Ⲵ޵

〟䇠Ѫ ⟨x, y⟩ˈ䘉њޣ〟޵Ҿ xᱟ㓯ᙗⲴˈޣҾ yᱟ৽㓯ᙗⲴǄxⲴ㤳数ᇊѹѪ

∥x∥ =
√
⟨x, x⟩.

ᢺ HкᇊѹⲴ㓯ᙗ⌋࠭ (linear functional)䇠Ѫ H∨ǄH∨ 中ањ⭡ y ∈ H⺞ᇊⲴ

㓯ᙗ⌋࠭ f Ѫ：

∀x ∈ H, f (x) = ⟨x, y⟩.

ᡁԜᢺ䘉њ f 䇠Ѫ y∨Ǆ䘉䟼：

(a1y1 + a2y2)∨ = ā1y∨1 + ā2y∨2 .

ᢺ N䇠Ѫ↓ᮤ数Ⲵ䳶ਸǄሩҾ n ∈ NˈᡁԜ䇠 [n] = {1, . . . , n}ˈфԔ [∞] = NǄH

ᱟਟ࠶Ⲵˈྲ ᷌ᆳᴹа㓴↓Ӕส ei, i ∈ [N] 䘉̍䟼 N ∈ N∪ {∞}Ǆഐ↔ᖃ N ∈ Nᰦˈ

Hᱟᴹ䲀㔤ⲴǄ

ᡁԜ用བྷ߉ᆇ⇽ L : H → Hˈ㺘⽪ᴹ⭼㓯ᙗ算ᆀǄL Ⲵ算子范数 (operator

norm)ᇊѹѪ

∥L∥ = sup{∥Lx∥, |x| ≤ 1}.

L Ⲵ伴随算子 (adjoint operator)䇠Ѫ L∨ˈф┑䏣

⟨Lx, y⟩ = ⟨x, L∨y⟩.

ᇊѹ 2.1 (ਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤Ⲵཷᔲ࠶٬䀓 (singular value decomposition,SVD)). L

ᱟањᴹ⭼㓯ᙗ算ᆀˈྲ᷌ᆳਟԕ㺘⽪ᡀ

L =
∞∑
i=1

σi(L)gif∨i , (2.1)

∥L∥ = σ1(L) ≥ · · · ≥ σn(L) ≥ · · · ≥ 0, lim
i→∞
σi(L) = 0.

䛓ѸᡁԜ〠ᆳᴹཷᔲ࠶٬䀓˄ᡆ者〠Ѫᯭᇶ⢩࠶䀓 Ǆ˅

䘉䟼 {g1, . . . , gn, . . .}, {f1, . . . , fn, . . .}ᱟH中є㓴єє↓ӔⲴੁ䟿䳶ਸǄσn(L)

㻛〠Ѫ LⲴㅜ nњཷᔲ٬ (singular value) g̍n f̍n㻛〠Ѫ LⲴㅜ nњᐖཷᔲੁ䟿ˈ

઼ਣཷᔲੁ䟿Ǆ
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ᰐ䲀㔤䟿ᆀ Strassenᇊ⨶

ሩҾањᴹ⭼㓯ᙗ算ᆀ L,ᡁԜࠪࡇл䶒ࠐњѫ㾱Ⲵᾲᘥ：

1. L㻛〠Ѫ㠚դ䲿算ᆀˈྲ᷌ L∨ = LǄྲ᷌ Lᆈ൘ཷᔲ࠶٬䀓ˈ䛓Ѹ Lᱟ

㠚դ䲿Ⲵᖃфӵᖃ fi = εigi, εi ∈ {−1, 1}ሩᡰᴹ i ∈ Nᡀ・Ǆ
2. L 㻛〠Ѫ半正定（正定）算ᆀˈྲ᷌ ⟨Lx, x⟩ ≥ 0 (⟨Lx, x⟩ > 0) ሩᡰᴹⲴ

x , 0䜭ᡀ・Ǆ

3. L㻛〠Ѫ秩一 (rank one)算ᆀˈྲ᷌ L = xy∨ˈ䘉䟼 x, y , 0Ǆഐ↔ L(z) =

⟨z, y⟩xǄањ〙а算ᆀ L ᱟ㠚դ䲿Ⲵᖃфӵᖃ y = axሩҾḀањ a ∈ Cᡀ・Ǆ
4. L㻛〠Ѫ紧算ᆀˈྲ᷌ L൘ԫօᴹ⭼ᆀ䳶лሩ应Ⲵۿ䳶ᱟањ㍗Ⲵ䳶ਸǄ

L ᱟањ㍗算ᆀˈᖃфӵᖃ L ᆈ൘ཷᔲ࠶٬䀓Ǆ

5. L㻛〠Ѫ迹类 (trace class)算ᆀˈྲ ᷌ Lᴹཷᔲ࠶٬䀓 ф̍
∑∞

i=1 σi(L) < ∞Ǆ

ሩҾањᐼቄ՟⢩オ䰤HˈᡁԜ㔉ࠪӾH᱐ሴࡠHⲴ算ᆀ㓴ᡀⲴオ䰤ⲴаӋᇊ

ѹ：

1. B(H)䇠Ѫᴹ⭼㓯ᙗ算ᆀ㓴ᡀⲴオ䰤Ǆ

2. S(H) ⊂ B(H)䇠Ѫ㠚դ䲿算ᆀ㓴ᡀⲴオ䰤Ǆ᱃⸕䘉Ӌ算ᆀ䜭ᱟᇎ算ᆀǄ

3. S++(H)(S+(H))䇠Ѫ⭡↓ᇊ˄ॺ↓ᇊ˅㠚դ䲿算ᆀ㓴ᡀⲴᔰ䳶Ǆ

4. K(H)䇠Ѫ㍗算ᆀⲴ䰝⨶ᜣ˄ᐖ⨶ᜣᡆ者ਣ⨶ᜣ Ǆ˅

5. T(H)ᱟ K(H)中Ⲵ䘩类算ᆀ㓴ᡀⲴᆀ䳶Ǆ

ሩҾ A, B ∈ S(H)ˈᡁԜᇊѹањٿᒿĀ≻, ⪰ā̍ ሩ应Ⲵ䇠Ѫ A ≻ B઼ A ⪰ Bˈྲ

᷌ A − B ∈ S++(H)ᡆ者 A − B ∈ S+(H)Ǆᇩ᱃ᗇࠪ L ∈ S+(H) ∩ K(H)ᖃфӵᖃ

൘ L Ⲵཷᔲ࠶٬䀓中 fi = gi ሩҾᡰᴹⲴ i ∈ Nᡀ・Ǆഐ↔ᡰᴹⲴ σi(L)2 ᱟ㍗算

ᆀ LL∨, L∨L ∈ S+(H) ∩ K(H)Ⲵ↓⢩ᖱ٬Ǆ

ྲ᷌ A ∈ B(H) L̍ ∈ K(H)ˈ䛓Ѹ AL, LA ∈ K(H)Ǆ䘋а↕ⲴˈᡁԜਟԕᗇࡠ

ྲлⲴнㅹᔿ

σi(AL), σi(LA) ≤ σi(L)∥A∥, i ∈ N.

ሩҾ S(H)中Ⲵањ算ᆀ LˈᡁԜᢺ L Ⲵ支撑集ᇊѹѪ H൘᱐ሴ L лۿ䳶Ⲵ䰝

वˈ䇠作 supp LǄ䘉ṧᡁԜቡਟԕᢺ L ′ ∈ B(supp L)ሩ应ൠⴻᡀ L䲀ࡦ൘ᆳⲴ支

᫁䳶中Ⲵ算ᆀǄ

ᡁԜᢺ L ∈ T(H)Ⲵ 1㤳数 (䘩㤳数 (trace norm),∥·∥1)䇠Ѫ ∥L∥1 =
∑∞

i=1 σi(L) <

∞Ǆ䘉ṧ ∥L∥1ᱟ T(H)中ᇊѹⲴањ㤳数Ǆ䘋а↕ൠ T̍(H)൘䘉њ㤳数лᱟањ

䰝Ⲵᐤ᤯䎛オ䰤Ǆ⭡ѻࡽᨀࡠⲴޣҾཷᔲ٬Ⲵнㅹᔿਟԕ᧘ࠪˈྲ᷌ L ∈ T(H)
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ㅜ 2ㄐ㛼Ჟ⸕䇶

䛓Ѹ AL, L A ∈ T(H)Ǆᒦф

∥AL∥1, ∥L A∥1 ≤ ∥L∥1∥A∥. (2.2)

ྲ᷌ L ∈ T(H)ˈ䛓ѸሩҾ⇿ањ↓Ӕส ei, i ∈ Nˈᴹྲлнㅹᔿᡀ・ˈ
∞∑
i=1

|⟨Lei, ei⟩| ≤ ∥L∥1.

↔ཆˈ≲઼
∑∞

i=1⟨Lei, ei⟩Ⲵ٬ᱟ与สᓅⲴ䘹ਆᰐޣⲴˈᡰԕᡁԜᢺ LⲴ䘩 (trace)

ᇊѹѪ

Tr L =
∞∑
i=1

⟨Lei, ei⟩.

㔉ᇊ L Ⲵањཷᔲ࠶٬䀓 (2.1)ˈᡁԜਟԕᗇࡠ

Tr L =
∞∑
i=1

σi(L)⟨gi, fi⟩. (2.3)

ഐ↔ˈྲ᷌ L ∈ S(H) ∩ T(H)ˈ䛓Ѹ L Ⲵ䘩ቡᱟ L Ⲵᡰᴹ⢩ᖱ٬Ⲵ઼Ǆ⢩别

ൠˈTr L = ∥L∥1 ᖃфӵᖃ L ∈ S+(H) ∩ K(H)ǄሩҾањ㔉ᇊⲴਟ࠶ᐼቄ՟⢩

オ䰤ˈᡁԜᢺ S+,1(H) ⊂ S+(H) 䇠Ѫᡰᴹ䘩Ѫ 1 Ⲵॺ↓ᇊ算ᆀ㓴ᡀⲴ䳶ਸǄ䇠

T+(H) = S+(H) ∩ T(H)ˈT+,1(H) = S+,1(H) ∩ T(H)Ǆ

ᴰਾᡁԜഎ亮л䶒䘉њ㔃䇪：

Tr LA = Tr AL = Tr A1/2L A1/2 ≥ 0

䘉䟼 L ∈ T+(H)ф A ∈ S+(H)Ǆ

᧕лᶕᡁԜ䇘䇪൘H઼ T(H)кⲴ弱收敛Ǆ

ᇊѹ 2.2. 1. 䇮Hᱟањᐼቄ՟⢩オ䰤 а̍њᒿࡇ xn ∈ H, n ∈ N〠Ѫ൘ᕡᤃ

ᢁ (weak topology)л᭦ᮋࡠ x ∈ Hˈ䇠Ѫ xn
w.t .→ xˈ㤕

∀y ∈ H, lim
n→∞

⟨xn, y⟩ = ⟨x, y⟩.

2. 䇮 Hᱟањᐼቄ՟⢩オ䰤ˈањᒿࡇ An ∈ B(H), n ∈ N〠Ѫ൘ᕡ算ᆀᤃ
ᢁ (weak operator topology)л᭦ᮋࡠ A ∈ B(H)ˈ䇠Ѫ An

w.o.t .→ Aˈ㤕

∀x, y ∈ H, lim
n→∞

⟨Anx, y⟩ = ⟨Ax, y⟩.

㔉ᇊањᴹ⭼ᒿࡇ xn, ∥xn∥ ≤ c, n ∈ Nˈᆈ൘ањᆀࡇ nk, k ∈ N, ઼ањ
x ∈ H,֯ᗇ xnk

w.t .→ xǄ↔ཆˈᡁԜ䘈ਟԕᗇࡠнㅹᔿ

∥x∥ ≤ lim inf
n→∞

∥xnk ∥. (2.4)
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ᰐ䲀㔤䟿ᆀ Strassenᇊ⨶

ᇎ䱵кˈྲ᷌ᡁԜࠪ߉ኅᔰ xn =
∑∞

i=1 xi,neiˈ❦ਾ᤹ᓧᢈሩ䀂৏⨶䘹ਆањᆀࡇ

nk, k ∈ N֯ᗇ limk→∞ xi,nk = xiሩᡰᴹⲴ i ∈ N䜭ᡀ・ ❦̍ਾᡁԜԔ x =
∑n

i=1 xieiˈ

ࡉ xᱟ䘉њᆀࡇ xnk Ⲵањᕡᶱ䲀Ǆ

л䶒Ⲵֻᆀ䈤᰾Ҷнㅹᔿ (2.4)൘ḀӋᛵߥлᱟਆнࡠㅹਧⲴ

ֻ 2.1. H ᱟањਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤ˈᆳⲴа㓴สѪ ei, i ∈ NǄᒿࡇ ei, i ∈ N
ᱟањᴹ⭼ᒿࡇǄ∀y ∈ H, limn→∞⟨en, y⟩ = 0 = ⟨0, y⟩ˈᡰԕ ei

w.t .→ 0Ǆ∥0∥ <

lim infi→∞ ∥ei∥ = 1Ǆ

㤕 An

w.o.t .→ Aˈࡉ (An)
∨ w.o.t .→ A∨Ǆ⢩别Ⲵˈྲ᷌ An ∈ S(H)ሩҾᡰᴹⲴ n ∈ N

ᡀ・ˈ䛓Ѹ A ∈ S(H)Ǆ↔ཆˈྲ᷌ An ∈ S+(H), n ∈ Nˈ䛓Ѹ A ∈ S+(H).

᧕лᶕ䘉њᕅ⨶ᱟ㓿ިⲴˈᡁԜ൘䘉䟼ѪҶ䇪᮷Ⲵᆼᮤᙗ㔉ࠪᆳⲴањ䇱

᰾Ǆ

ᕅ⨶ 2.1. H是一个可分希尔伯特空间。

(1) 假设 An, Bn ∈ S(H) 对 n ∈ N 成立，且 An ⪰ Bn 对 n ∈ N 成立。此外，

An

w.o.t .→ A, Bn

w.o.t .→ B ∈ S(H)，那么 A ⪰ B。

(2) 假设 An ∈ T(H)且 ∥An∥1 ≤ c对 n ∈ N都成立。那么存在一个子列 {nk}

使得 Ank

w.o.t .→ A ∈ T(H)，并且满足 ∥A∥1 ≤ lim inf ∥Ank ∥1。

证明. (1) An ⪰ Bn ㅹԧҾнㅹᔿ ⟨Anx, x⟩ ≥ ⟨Bnx, x⟩ ሩҾᡰᴹ x ∈ H ᡀ・Ǆ⭡

An

w.o.t .→ A, Bn

w.o.t .→ B ∈ S(H) ਟ⸕ limn→∞⟨Anx, x⟩ = ⟨Ax, x⟩, limn→∞⟨Bnx, x⟩ =

⟨Bx, x⟩,ሩҾᡰᴹⲴ x ∈ H䜭ᡀ・Ǆഐ↔ A ⪰ BǄ

њ⇿ࠪ߉(2) AnⲴཷᔲ࠶٬䀓:

An =
∞∑
i=1

σi(An)gi,nf∨i,n.

䘉䟼 {σi(An)}ᱟањ䶎໎ᒿࡇˈф֯ᗇ
∑∞

i=1 σi(An) ≤ cˈሩҾᡰᴹⲴ n ∈ N䜭ᡀ
・Ǆᒦф 䳶̍ਸ {gi,n}, {fi,n}, i ∈ NᱟH中є㓴↓Ӕੁ䟿㓴ᡀⲴ䳶ਸǄ用ᓧᢈሩ䀂

৏ࡉ䘹ਆањᆀࡇ nk, k ∈ N֯ᗇ

lim
k→∞
σi(Ank ) = σi, gi,nk

w.t .→ gi, fi,nk
w.t .→ fi,i ∈ N.

᱃ᗇˈ{σi}ᱟањ䶎䍏н໎Ⲵᒿࡇˈ֯ᗇሩҾ N ∈ N中⇿ањ䜭ᴹ
N∑
i=1

σi = lim
k→∞

N∑
i=1

σi(Ank ) ≤ c.

8
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ഐ↔
∑∞

i=1 σi ≤ cф limi→∞ σi = 0Ǆ

Ԕ A =
∑∞

i=1 σigif∨iǄ⌘᜿ࡠ

∥A∥1 ≤
∞∑
i=1

∥σigif∨i ∥1 =
∞∑
i=1

σi∥gi∥∥fi∥ ≤
∞∑
i=1

σi ≤ c.

ഐ↔ A ∈ T(H)Ǆᡰԕˈᴹ ∥A∥1 ≤ lim inf ∥Ank ∥1Ǆ

л䶒ਚ㾱䇱᰾ Ank

w.o.t .→ AǄѪҶㆰׯфнཡа㡜ᙗˈᡁԜ㔉ࠪл䶒єњٷ

䇮Ǆㅜаˈnk = k ሩᡰᴹ k ∈ NǄㅜҼˈ㔉ᇊⲴ x, y ∈ H┑䏣 ∥x∥, ∥y∥ ≤ 1ǄѪ

Ҷ䇱᰾ Ak

w.o.t .→ AˈᡁԜ䴰㾱傼䇱ԕлᶑԦᡀ・：ሩҾањ㔉ᇊⲴ ε > 0ˈᆈ൘

K(ε) = K(ε, x, y) ∈ N֯ᗇ ሩ̍Ҿԫ᜿ k > K(ε)ᡁԜਟԕᗇࡠ |⟨(Ak−A)x, y⟩| < 3εǄ

⭡ σk ≥ 0, k ∈ Nф ∑∞
k=1 σk ≤ cਟ⸕ˈᆈ൘ N ∈ N֯ᗇ ∑∞

k=N σk < εǄ⢩别

ൠˈσN < εǄ⧠൘ᡁԜԔ

Bk =
N∑
i=1

σi(Ak)gi,kf∨i,k, Ck =
∞∑

i=N+1

σi(Ak)gi,kf∨i,k,

B =
N∑
i=1

σigif∨i , C =
∞∑

i=N+1

σigif∨i

ഐ↔ Ak = Bk+Ck A̍ = B+CǄ᱃⸕ Bk

w.o.t .→ BǄഐ↔ ᆈ̍൘ K1(ε) = K1(ε, x, y) ∈ N

֯ᗇሩҾ k > K1(ε)ᴹ |⟨(Bk − B)x, y⟩| < εǄ৸ഐѪ limk→∞ σN(Ak) = σN < εˈਟ

⸕ᆈ൘ K2(ε)֯ᗇሩҾ k > K2(ε)ᴹ σN(Ak) < εǄഐѪ σi(Ak), i ∈ Nᱟањ䶎໎

Ⲵᒿࡇˈਟ⸕ᖃ i ≥ N ˈk > K2(ε)ᰦˈσi(Ak) < εǄ⌘᜿ࡠк䶒ޣҾ Ck Ⲵ࠶䀓

ᱟ Ck Ⲵཷᔲ࠶٬䀓ˈ⭡↔ਟ⸕ ∥Ck ∥ = σN+1(Ak)Ǆഐ↔ ∥Ck ∥ < εሩҾ k > K2(ε)

ᡀ・Ǆᡰԕˈᴹ |⟨Ckx, y⟩| ≤ ∥Ck ∥∥x∥y∥ < εᖃ k > K2(ε)ᰦᡀ・Ǆ⌘᜿ࡠ

∥C∥ ≤
∞∑

i=N+1

∥σigif∨i ∥ ≤
∞∑

i=N+1

σi < ε.

ഐ↔ |⟨Cx, y⟩| < εǄԔ K(ε) = max(K1(ε),K2(ε))ˈ䛓Ѹ

|⟨(Ak − A)x, y⟩| ≤ |⟨(Bk − B)x, y⟩| + |⟨Ckx, y⟩| + |⟨Cx, y⟩| < 3ε.

□

䇮 Hᱟᰐ䲀㔤ਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤ˈ用 K(H),B(H)㺘⽪ H中Ⲵ㍗算ᆀ઼ᴹ

⭼㓯ᙗ算ᆀˈ䛓Ѹ K(H) ⊂ B(H)Ǆԫ᜿ањ㍗算ᆀ L ∈ Kᆈ൘ཷᔲ࠶٬䀓˄ᯭ

ᇶ⢩࠶䀓 ：˅

L =
∞∑
i=1

σi(L)gif∨i ,

∥L∥ = σ1(L) ≥ · · · ≥ σn(L) ≥ · · · ≥ 0, lim
i→∞
σi(L) = 0.

9
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ሩҾ p ∈ [1,∞)ᡁԜ用 Tp(H) ⊂ K㺘⽪㤳数ᇊѹѪ ∥L∥p =
( ∑∞

i=1 σ
p
i (L)

)1/p
Ⲵ㍗

算ᆀᶴᡀⲴ Banachオ䰤Ǆ

л䶒ᡁԜ䇘䇪 T1(H) オ䰤中Ⲵࠐ⿽ᤃᢁǄ俆ݸᡁԜᐢ⸕ [14, ᇊ⨶ VI.26]

T1(H) = (K(H))∨ˈB(H) = T∨
1 (H)ˈ䘉䟼

A 7→ Tr Aρ, A ∈ K(H), ρ ∈ T1(H),

ρ 7→ Tr ρB, ρ ∈ T1(H), B ∈ B(H),

ᱟሩ应Ⲵ K(H)ˈT1(H)中Ⲵ㓯ᙗ⌋࠭Ǆ䇮Hᱟањᐼቄ՟⢩オ䰤ˈᇊѹ T1(H)

кⲴ ∗ᕡᤃᢁѪ

ᇊѹ 2.3 (∗ᕡᤃᢁ). 䇮Hᱟањᐼቄ՟⢩オ䰤,ањᒿࡇ ρn ∈ T1(H), n ∈ N〠Ѫ

∗ᕡᤃᢁл᭦ᮋࡠ ρ ∈ T1(H)ˈ䇠Ѫ ρn
w∗
→ ρˈ㤕

∀A ∈ K(H), lim
n→∞

Tr Aρn = Tr Aρ.

л䶒ᡁԜ㔉ࠪањ㓿ިⲴ㔃䇪ˈᒦф㔉ࠪަㆰ⸝䇱᰾

ᕅ⨶ 2.2. 在 T1(H)中，∗弱收敛和弱算子收敛等价。

证明. ᡁԜ䇱᰾൘ T1(H)中Ⲵᕡ算ᆀ᭦ᮋᱟ T1(H)中 ∗ᕡ᭦ᮋǄһᇎкˈྲ᷌൘

T1(H)中ˈρn
w∗
→ ρˈ䛓ѸሩҾ⇿њ A ∈ K(H)ˈlimn→∞ Tr Aρn = Tr AρǄٷ䇮 A

ᱟ〙Ѫ 1Ⲵ算ᆀ：A = xy∨Ǆ䛓Ѹ Tr Aρ = Tr ρA = ⟨ρx, y⟩Ǆഐ↔ ∗ᕡ᭦ᮋ᜿ણ⵰
൘ T1(H)中ᕡ算ᆀ᭦ᮋǄ৽ѻӖ❦ ྲٷ̍ ρn

w.o.t .→ ρ 䛓̍Ѹ limn→∞ Tr Aρn = Tr Aρ

ሩҾ⇿њ〙а算ᆀ䜭ᡀ・Ǆഐ↔䘉њㅹᔿሩҾᡰᴹᴹ䲀〙Ⲵᛵᖒ䜭ᡀ・ǄഐѪ൘

K(H)Ⲵ算ᆀ㤳数лˈ⇿њ㍗Ⲵ Aਟԕ用ањᴹ䲀〙Ⲵ算ᆀ䙬䘁ˈᡰԕᕡ算ᆀᤃ

ᢁ᭦ᮋਟԕ᧘ࠪ ∗ᕡ᭦ᮋǄ □

൘ T1(H)中ˈྲ᷌ᢺ޵〟ᇊѹѪ ⟨A, B⟩ = Tr AB∨ˈᕡ᭦ᮋ઼ᕡ算ᆀ᭦ᮋн

ㅹԧǄл䶒Ѯࠪањ৽ֻǄ

ֻ 2.2. 䇮 H ᱟањᐼቄ՟⢩オ䰤ˈԔ {ei}, i ∈ N ᱟ H Ⲵа㓴↓ӔสǄ䛓Ѹ

en
w.t→ 0Ǆഐ↔ ene∨n, n ∈ N൘ᕡ算ᆀᤃᢁл᭦ᮋࡠ 0ǄԔ I ∈ B(H)ᱟᚂㅹ算ᆀǄ䛓

Ѹ Tr I(ene∨n) = ⟨en, en⟩ = 1Ǆഐ↔ ene∨n, n ∈ N൘ᕡᤃᢁлн᭦ᮋࡠ 0Ǆ

л䶒ᡁԜ䇘䇪 T2(H)中ᕡ᭦ᮋ઼ᕡ算ᆀ᭦ᮋⲴᙗ䍘 T̍2(H)オ䰤ᱟᐼቄ՟⢩

ᯭᇶ⢩算ᆀ (Hilbert-Schmidt operators)ᶴᡀⲴオ䰤Ǆᆳᱟањᐼቄ՟⢩オ䰤ˈަ

10
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кⲴ޵〟ਟԕᇊѹѪ ⟨A, B⟩ = Tr AB∨ǄሩҾ A, B ∈ T2(H)ˈ算ᆀ AB∨ ∈ T1(H)Ǆ

ሩҾањH中പᇊⲴ↓Ӕส ei, i ∈ NˈA ∈ T2(H)ਟԕ用ॺᰐ䲀⸙䱥 (half infinite

matrix)[⟨Aei, ej⟩]i, j∈Nᶕ㺘⽪ A̍∨用ᆳⲴդ䲿⸙䱥˄ণޡ䖝䖜㖞˅̍ [⟨Aei, ej⟩]∗ᶕ㺘
⽪Ǆ䛓Ѹ

⟨A, B⟩ = Tr AB∨ =
∑
i, j∈N

⟨Aei, ej⟩⟨ej, Bei⟩,

∥A∥22 =
∑
i, j∈N

|⟨Aei, ej⟩|2.

ഐѪ T2(H)ᱟањਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤 (ᆳⲴа㓴↓Ӕสᱟ eie∨j , i, j ∈ N)Ǆл䶒䘉

њᕅ⨶ᱟสᵜⲴˈᡁԜѪҶ᮷ㄐᆼᮤᙗ㔉ࠪᆳⲴ䇱᰾：

ᕅ⨶ 2.3. 在 T2(H)空间，弱收敛和弱算子收敛等价。

证明. ࡇ䇮ᒿٷ {An}, n ∈ N൘T2(H)中Ⲵᕡᤃᢁл᭦ᮋࡠ A ণ̍ limn→∞ Tr AnB∨ =

Tr AB∨ ሩ⇿њ B ∈ T2(H) ᡀ・ǄԔ B = xy∨ˈ䛓Ѹ xy∨ ∈ T2(H) ф Tr Axy∨ =

⟨Ax, y⟩Ǆഐ↔ˈྲ᷌ An, n ∈ Nᕡ᭦ᮋࡠ Aˈ䛓Ѹ䘉њᒿࡇҏ᤹➗ᕡ算ᆀᤃᢁ᭦

ᮋǄл䶒ٷ䇮 {An} ⊂ T2(H)᤹➗ᕡ算ᆀᤃᢁ᭦ᮋࡠ Aˈ⢩别Ⲵ

lim
n→∞

⟨Anei, ej⟩ = ⟨Aei, ej⟩ = ai j, i, j ∈ N.

䘉䟼 ei, i ∈ NᱟHⲴа㓴↓ӔสǄ䘋а↕ൠˈ∥An∥2 ≤ K, n ∈ NǄٷ䇮 B ∈ T2(H)

ᐢ㓿㔉ᇊҶǄ䛓Ѹ

B =
∑
i, j∈N

Bi jeie∨j , Bi j = Tr Beje∨i , i, j ∈ N, ∥B∥2 = ∥B∨∥2 =
√∑

i, j∈N
|Bi j |2.

㔉ᇊањ ε > 0ˈഐѪ ∥B∥2 < ∞ˈᡰԕᆈ൘ M(ε)ˈ֯ᗇ

BM =
M∑

i=j=1

Bi jeie∨j , ∥B − BM ∥2 = ∥B∨ − B∨
M ∥2 <

ε

2K
for M ≥ M(ε).

പᇊ M ≥ M(ε)ˈഐѪ BM ᱟᴹ䲀〙ˈᡰԕᆈ൘ N(ε)ˈᖃ n > N(ε)ᰦˈᴹ

| Tr(An − A)B∨
M | = | Tr AnB∨

M −
M∑

i=j=1

ai j B̄i j | < ε/2 .

ഐ↔

| Tr AnB∨ − Tr AB∨ | = | Tr An(B∨ − B∨
M) +

Tr(An − A)B∨
M + Tr A(B∨ − B∨

M)| ≤

∥An∥∥B∨ − B∨
M ∥ + | Tr(An − A)B∨

M | + ∥A∥2∥B∨ − B∨
M ∥2 ≤ 3ε/2

ሩҾ n > N(ε)䜭ᡀ・Ǆഐ↔ An

w.t .→ AǄ □

11
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ሩҾањᴹ䲀㔤Ⲵᆀオ䰤 V ∈ Hˈ用䇠ਧ P(V)㺘⽪ᣅᖡ൘ VкⲴ↓Ӕᣅᖡ

算ᆀǄ䘹ࠪᆳⲴа㓴ส v1, . . . , vk 䛓̍Ѹ P(V) =
∑

i=1 vv∨i ∈ S1,+(H)ǄԔW ⊂ Hᱟ

ਖањᴹ䲀㔤Ⲵᆀオ䰤Ǆ䛓ѸᡁԜਟԕᇊѹV઼Wѻ䰤Ⲵ䐍⿫ˈֻ ྲᢺ ∥P(V)−
P(W)∥1 ᇊѹѪᆳԜѻ䰤Ⲵ䐍⿫ǄഐѪᴹ䲀㔤ᆀオ䰤Ⲵᒿࡇ Vn ᭦ᮋࡠ Vᖃфӵ

ᖃ limn→∞ ∥P(Vn)−P(V)∥1 = 0Ǆਟԕⴤ᧕ᗇࡠˈྲ ᷌ limn→∞ ∥P(Vn)−P(V)∥1 = 0ˈ

䛓ѸሩҾᡰᴹ n > Nˈᆈ൘ N ∈ N֯ᗇ dimVn = dimVǄ

ᡁԜ⧠൘᷀࠶ T2(H)中Ⲵ㤳数᭦ᮋǄ

ᕅ⨶ 2.4. 若 A, B, ∈ T2(H)，且假设 limn→∞ ∥An − A∥2 = 0。那么

(1)
∞∑
i=1

|σi(A) − σi(B)|2 ≤ ∥A − B∥22 .

(2) 假如

A =
∑
i=1

σi(A)gifi, ⟨gi, gj⟩ = ⟨fi, fj⟩ = δi j, i, j ∈ N.

An =
∑
i=1

σi(An)gi,nfi,n, ⟨gi,n, gj,n⟩ = ⟨fi,n, fj,n⟩ = δi j, i, j ∈ N.

那么对于每个 i, n ∈ N，有 |σi(An) − σi(A)| ≤ ∥An − A∥。假如 σi(A) > 0，那么存

在 p, q ∈ N, p ≤ i ≤ q使得 σp−1(A) > σp(A) = · · · = σq(A) > σq+1(A) ≥ 0. 记

Up,q = span(gp, . . . , gq), Vp,q = span(fp, . . . , fq).

那么存在 Np = · · · = Nq ∈ N使得 σp−1(An) > σp(An)且 σq(An) > σq+1(An)对于

n > Np 成立。对于 n > Np 记

Up,q,n = span(gp,n, . . . , gq,n), Vp,q,n = span(fp,n, . . . , fq,n).

那么

lim
n→∞

∥P(Up,q,n) − P(Up,q)∥1 = 0, lim
n→∞

∥P(Vp,q,n) − P(Vp,q)∥1 = 0.

更精确地，把由 gpf∨p, . . . , gqf∨q 张成的 q − p + 1维子空间记为Wp,q ⊂ T2(H)。对

于 n > Np，把由正交基

gp,nf∨p,n, . . . , gq,nf∨q,n

张成的 q − p + 1维子空间，记为Wp,q,n ⊂ T2(H)。那么

lim
n→∞

∥P(Wp,q,n) − P(Wp,q)∥1 = 0.

12
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证明. 䇮ٷ(1) B =
∑∞

j=1 σi(B)uiv∨i ᱟ BⲴཷᔲ࠶٬䀓ᔿǄᇊѹ

Am =
m∑
i=1

σi(A)gif∨i , σ1(A) ≥ · · · ≥ σl(A) > 0, ⟨gi, gj⟩ = ⟨fi, fj⟩ = δi j, i. j ∈ [m].

Bm =
m∑
j=1

σi(B)uiv∨i , σ1(B) ≥ · · · ≥ σm(B) > 0, ⟨ui, uj⟩ = ⟨vi, vj⟩ = δi j, i. j ∈ [l].

ᇊѹ

Xm = span(g1, . . . , gm, u1, . . . , um), Ym = span(f1, . . . , fm, v1, . . . , vm).

䛓Ѹ Am, Bm : Ym → XmˈA∨
m, B

∨
m : Xm → YmǄഐ↔ᡁԜਟԕᢺ Am ઼ Bm ⴻᡀ

Mm × Nm㔤༽⸙䱥 Cm઼ Dmˈ䘉䟼 Mm = dim XmˈNm = dimYmǄCm઼ DmⲴ↓

Ⲵ⢩ᖱ٬ሩ应ൠ⭡ Am઼ BmⲴ↓⢩ᖱ٬⺞ᇊǄᒦфˈ

∥Am − Bm∥22 = Tr(Cm − Dm)(C∗
m − D∗

m) = TrCmC∗
m + Tr DmD∗

m − 2ℜTrCmD∗
m =(

m∑
i=1

(σ2
i (Am) + σ

2
i (Bm)

)
− 2ℜTrCmD∗

m.

എ亮 von Neumannнㅹᔿ [7,ᇊ⨶ 4.11.8]：ℜTrCmD∗
m ≤ ∑M

i=1 σi(Cm)σi(D)mǄ䘉

䈤᰾Ҷ√√
m∑
i=1

(σi(A) − σi(B))2 ≤ ∥Am − Bm∥2 =

∥(Am − A) + (B − Bm) + (A − B)∥2 ≤ ∥Am − A∥2 + ∥B − Bm∥2 + ∥A − B)∥2.

Ԕ m → ∞ਟԕᗇࡠ (1)Ǆ

(2)ᡁԜݸ䇱᰾ limn→∞ ∥A∨
n An − A∨A∥1 = 0Ǆ䘉ਟԕ⭡ᕅ⨶3.15ᗇࡠǄ俆ݸ⌘

᜿ࡠ Fn = A∨
n An, F = A∨A ∈ S1,+(H)ˈ৸ഐѪ Fn

w.o.t .→ FǄᡰԕˈሩҾԫ᜿㔉ᇊⲴ

x, y ∈ HᡁԜਟԕᗇࡠ

lim
n→∞

∥Anx − Ax∥ = 0, lim
n→∞

∥Any − Ay∥ = 0 ⇒

lim
n→∞

⟨A∨
n Anx, y⟩ = lim

n→∞
⟨Anx, Any⟩ = ⟨Ax, Ay⟩ = ⟨A∨Ax, y⟩.

᱃⸕ Tr A∨
n An = ∥An∥22,Tr A∨A = ∥A∥22ǄഐѪ limn→∞ ∥An∥2 = ∥A∥2ᡁԜਟԕ᧘ࠪ

limn→∞ Tr Fn = Tr FǄ

л䶒ᡁԜࠪ߉ Fn઼ F Ⲵ䉡࠶䀓ᖒᔿ：

Fn =
∞∑
i=1

σi(An)
2fi,nf∨i,n, n ∈ N,

F =
∞∑
i=1

σi(A)2fif∨i .

13
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⭡

|σi(An) − σi(A)| ≤ (
∞∑
i=1

(σi(An) − σi(A))2)1/2 ≤ ∥An − A∥2

ਟ⸕ limn→∞ σi(An) = σi(A)ሩ⇿њ i ∈ Nᡀ・Ǆٷ䇮 σq(A) > σq+1(A)ˈᆈ൘ Nq

֯ᗇᖃ n > Nq ᰦˈл䶒нㅹᔿᡀ・Ǆ

σq(An) > (σq(A) + σq+1(A))/2 > σq+1(A).

Ԕ Vq,Vq,nѪ⭡ f1, . . . , fq ઼ f1,n, . . . , fq,nᕐᡀⲴᆀオ䰤кⲴᣅᖡǄԔ

fi,n,q =

q∑
j=1

⟨fi,n, fj⟩fj, i ∈ [q], n ∈ N.

ߥ䇮ᴰㆰ单Ⲵᛵٷݸ q = 1：σ1(A) > σ2(A)Ǆᐢ⸕ σ2
1 (An) = σ1(Fn) = ⟨Fnf1,n, fn⟩Ǆ

ᐢ⸕л䶒нㅹᔿᡀ・

|⟨(Fn − F)f1,n, f1,n⟩| = | Tr(An − A)(f1,nf∨1,n)| ≤

∥Fn − F∥1∥(f1,nf∨1,n)∥ = ∥Fn − F∥1.

䘉䟼 ∥(f1,nf∨1,n)∥ᱟ f1,nf∨1,nⲴ算ᆀ㤳数ˈഐ↔ㅹҾ 1Ǆሩ F Ⲵᴰབྷ⢩ᖱ٬ σ1(F)用

ᶱབྷ٬৏⨶ (maximum eigenvalue)ਟ⸕

σ1(F) ≥ ⟨Ff1,n, f1,n⟩ ≥ σ1(Fn) − ∥Fn − F∥1.

ഐѪ limn→∞ σ1(Fn) = σ1(F)ф limn→∞ ∥Fn − F∥1 = 0ˈᡰԕ limn→∞⟨Ff1,n, f1,n⟩ =

σ1(F)Ǆ৸ഐѪ

⟨Ff1,n, f1,n⟩ =
∞∑
i=1

σ2
i (A)|⟨f1,n, f1⟩|2 ≤ σ1(A)2 |⟨f1,n, f1⟩|2 + σ2(A)2(1 − |⟨f1,n, f1⟩|2).

ᡰԕ limn→∞ |⟨f1,n, f1⟩| = 1ˈㅹԧҾ limn→∞ ∥P(V1,n) − P(V1)∥1 = 0Ǆ(ㅹԧҾᡁԜ

ਟԕ䘹ਆ f1,nⲴ⴨位 (phase)֯ᗇ limn→∞ ∥f1,n − f1∥ = 0Ǆ)

ሩҾа㡜Ⲵᛵᖒਟԕ᧘ᒯࡠ q ⅑ཆ〟 (wedge product)∧qAn,∧qA[9] ⲴᛵᖒǄ

□

2.2 䠅ᆆ Strassenᇐ⨼

ᡁԜ俆ݸㆰ单ൠӻ㓽алᾲ⦷㙖ਸˈѫ㾱Ⲵᇊѹᶕ㠚Ҿ৲㘳᮷⥞ [18]ǄԔ

A ᱟањᴹ䲀㔤ᡆ者ਟ数ᰐ䲀㔤Ⲵ䳶ਸǄྲ᷌ањ᱐ሴ µ : A → [0, 1] ֯ᗇ∑
a∈A µ(a) ≤ 1 䛓̍ѸᡁԜᢺ䘉њ µ〠ѪᱟAкⲴањᆀ࠶ᐳ ᖃ̍ㅹਧਆࡠᰦ 〠̍

ᆳѪ AкⲴањ࠶ᐳǄ
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ㅜ 2ㄐ㛼Ჟ⸕䇶

ᇊѹ 2.4 (ᾲ⦷㙖ਸ (probabilistic coupling)). 㤕 µ1, µ2ᱟ A1,A2кⲴᆀ࠶ᐳǄ䛓Ѹ

൘ A1 × A2 кⲴањ࠶ᐳ µˈ〠Ѫᱟ (µ1, µ2)Ⲵањ㙖ਸˈྲ᷌ᆳ┑䏣 π1(µ) =

µ1, π2(µ) = µ2Ǆ

н䳮ਁ⧠ˈሩҾєњᆀ࠶ᐳˈᆳԜⲴᾲ⦷㙖ਸ൘ᖸཊᰦىнᱟୟаⲴˈ䛓Ѹ

᧕лᶕᡁԜ㔉ࠪᨀॷⲴᇊѹˈ用ᶕ䘹ᤙањ指ᇊⲴ㙖ਸǄ

ᇊѹ 2.5 (ᾲ⦷ᨀॷ (probabilistic lifting)). 㤕 µ1, µ2ᱟ A1,A2кⲴᆀ࠶ᐳˈфR ⊆

A1 × A2 ᱟањޣ系Ǆ䛓Ѹ A1 × A2 кⲴањᆀ࠶ᐳ〠Ѫ൘ (µ1, µ2) Ⲵ R-ᨀॷ

(R-lifting)Ⲵањ䇱ᦞ (witness)ˈྲ᷌ᆳ┑䏣л䶒ⲴᶑԦ：

1. µᱟ (µ1, µ2)Ⲵањ㙖ਸ˗

2. supp(µ) ⊆ R.

ྲ᷌ᆈ൘ањ䇱ᦞˈ䛓ѸᡁԜቡ䈤 µ1ˈµ2ᱟR-ᨀॷ⴨ޣⲴˈ䇠作 µ1R#µ2Ǆ

类լൠ൘ᐼቄ՟⢩オ䰤中ᇊѹ䟿ᆀ㙖ਸ઼䟿ᆀᨀॷ [18]Ǆ

ᇊѹ 2.6 (䟿ᆀ㙖ਸ (quantum coupling)). 㤕 ρ1 ∈ D(H1)ˈρ2 ∈ D(H2)ˈ䛓Ѹ ρ ∈

D(H1 ⊗ H2)〠Ѫᱟ (ρ1, ρ2)Ⲵањ㙖ਸˈྲ᷌ Tr1 ρ = ρ2,Tr2 ρ = ρ1ᡀ・Ǆ

ᇊѹ 2.7 (䟿ᆀᨀॷ (quantum lifting)). 㤕 ρ1 ∈ D(H1) ρ̍2 ∈ D(H2) ф̍X ᱟH1⊗H2

Ⲵањᆀオ䰤Ǆ䛓Ѹ ρ ∈ D(H1 ⊗ H2)〠Ѫᱟᨀॷ ρ1X #ρ2Ⲵањ䇱ᦞˈྲ᷌：

1. ρᱟ (ρ1, ρ2)Ⲵањ䟿ᆀ㙖ਸ˗

2. supp(ρ) ⊆ X .

л䶒ӻ㓽ᾲ⦷䇪中Ⲵањสᵜᇊ⨶ˈStrassenᇊ⨶ [16]Ǆ

ᇊ⨶ 2.5 (Strassen ᇊ⨶). 设 µ1, µ2 为 A1,A2 上有着相同权重的两个概率子分布

(|µ1 | = |µ2 |)，以及二元关系R ⊆ A1 ×A2。那么

µ1R#µ2 ⇔ ∀S1 ⊆ A1, µ1(S1) ≤ µ2(R(S1)). (2.5)

其中R(S1)是 S1在R下的像：

R(S) ≡ {a2 ∈ A2 : ∃a1 ∈ A1, (a1, a2) ∈ R}.

ઘ・ㅹӪ൘ԆԜⲴ᮷ㄐ中㔉ࠪҶᴹ䲀㔤ᐼቄ՟⢩オ䰤中Ⲵ䟿ᆀ Strassen ᇊ

⨶Ǆ

15
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ᇊ⨶ 2.6 (䟿ᆀ Strassenᇊ⨶). 对于两个迹相同的密度算子 ρ1 ∈ H1,ρ2 ∈ H2，X

是H1 ⊗ H2中的一个子空间，下面 3个命题是等价的：

1. ρ1X #ρ2.

2. 对于H1和H2中所有的自伴随算子 Y1,Y2满足 PX⊥ ≥ Y1 ⊗ I2 − I1 ⊗ Y2，可

以推出

Tr(ρ1Y1) ≤ Tr(ρ2Y2).

3. 对于H1和H2中所有的半正定算子 Y1,Y2满足 PX⊥ ≥ Y1 ⊗ I2 − I1 ⊗ Y2，可

以推出

Tr(ρ1Y1) ≤ Tr(ρ2Y2).

16



ㅜ 3ㄐᰐ䲀㔤䟿ᆀ Strassenᇊ⨶

ㅢ 3ㄖ ᰖ䲆㔪䠅ᆆ Strassenᇐ⨼

൘䘉аㄐ䟼䶒 ᡁ̍ԜݸᇊѹҶᰐ䲀㔤ਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤Ⲵ䜘࠶䘩 䇱̍᰾Ҷ䜘

䘩ⲴаӋᙗ䍘Ǆ❦ਾ用䘉Ӌᇊѹˈሶᴹ䲀㔤Ⲵ࠶ Strassenᇊ⨶᧘ᒯࡠᰐ䲀㔤Ǆ俆

㘳㲁支᫁䳶ݸ X ᱟᴹ䲀㔤Ⲵᛵᖒˈ通䗷≲䀓ॺ↓ᇊՈॆ䰞仈ᶕ傼䇱ᱟ੖ᆈ൘䟿

ᆀᨀॷǄ❦ਾ㘳㲁支᫁䳶 X ᱟᰐ䲀㔤Ⲵᛵᖒ 䘀̍用 Banach-Saksᕅ⨶઼ࠨՈॆⲴ

⸕䇶ˈ㔉ࠪҶᆈ൘䟿ᆀᨀॷⲴ࠶ݵᗵ㾱ᶑԦǄ

3.1 ᑂቊե⢯グ䰪㇍ᆆⲺжӑ㔉论

л䶒ӻ㓽єњਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤Ⲵᕐ䟿〟H1⊗H2Ǆٷ䇮൘Hi中Ⲵ޵〟ᇊѹ

Ѫ ⟨·, ·⟩i 䛓̍Ѹ൘H1⊗H2オ䰤中䈡导Ⲵ޵〟┑䏣ᶑԦ ⟨x⊗y, u⊗v⟩ = ⟨x, u⟩1⟨y, v⟩2Ǆ

䇮Hlٷ ᴹа㓴↓Ӕส ei,l, i ∈ [Nl]ˈ൘䘉䟼ሩҾ l ∈ [2]ˈᴹ Nl ∈ N ∪ {∞} l̍ ∈ [2]Ǆ

䘉є㓴↓Ӕส䈡导ࠪH1 ⊗H2中Ⲵа㓴ส ei,1 ⊗ ej,2 i̍ ∈ [N1], j ∈ N2Ǆަ中Ⲵањ

ੁ䟿 a ∈ H1 ⊗ H2ᴹኅᔰᔿ

a =
N1,N2∑
i=j=1

ai jei,1 ⊗ ej,2, ∥a∥ =

√√√N1,N2∑
i=j=1

|ai j |2 < ∞. (3.1)

⌘᜿ࡠ aሩ应Ҷањᴹ⭼㓯ᙗ算ᆀ A : H2 → H1ᇊѹѪ

A(a) =
N1,N2∑
i=j=1

ai jei,1e∨j,2. (3.2)

൘ H1 ⊗ H2 中Ⲵᕡ᭦ᮋሩ应Ҿᕡ算ᆀ᭦ᮋ An

w.o.t .→ A ∈ B(H2,H1): ሩҾᡰᴹⲴ

x ∈ H1, y ∈ H2ᴹㅹᔿ limn→∞ x∨(Any) = x∨(Ay)ᡀ・Ǆ

ᡁԜਟԕᢺ Aⴻᡀᱟањ⸙䱥 Â = [ai j ]
N1,N2
i=j=1ǄᡁԜ䇠 Â† = [a†

pq]
N2,N1
p=q=1ˈ䘉

䟼ሩҾᡰᴹ p ∈ [N2], q ∈ [N1]ˈԔ a†
pq = āqpǄ(Â† ᱟ Â Ⲵޡ䖝䖜㖞Ǆ) Ԕ b =∑N1,N2

i=j=1 bi jei,1 ⊗ ej,2 ∈ H1 ⊗ H2Ǆ䇠 B̂ = [bi j ]
N1.N2
i=j=1ˈࡉ ⟨a, b⟩ = Tr ÂB̂† = Tr B̂† ÂǄ

䇮ٷ F ∈ T(H1⊗H2) л̍䶒ᡁԜӻ㓽䜘࠶䘩ᡆ〠Ѫٿ䘩 (partial trace) Tr1(F) ∈
T(H2) T̍r2(F) ∈ T(H1)Ǆٷݸ䇮 Fᱟањ〙аⲴ算ᆀ: (x ⊗ y)(u ⊗ v)∨ˈ类լҾ৲
㘳᮷⥞ [13]中Ⲵᇊѹᴹ：

Tr1((x ⊗ y)(u ⊗ v)∨) = ⟨x, u⟩yv∨, (3.3)

Tr2((x ⊗ y)(u ⊗ v)∨) = ⟨y, v⟩xu∨. (3.4)

17
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ഐ↔

∥(x ⊗ y)(u ⊗ v)∨∥1 = ∥x∥∥y∥∥u∥∥v∥,

∥ Tr1(x ⊗ y)(u ⊗ v)∨)∥1 = |⟨x, u⟩|∥y∥∥v∥,

∥ Tr2((x ⊗ y)(u ⊗ v)∨)∥1 = |⟨y, v⟩|∥x∥∥u∥.

ᕅ⨶ 3.1. 假设Hi是一个可分希尔伯特空间，维数是 Ni，给出它的一组基 ej,i, j ∈
[Ni]，i ∈ [2]。记H = H1 ⊗ H2，取其中元素 a, b ∈ H。假设 a有类似(3.1)的展开

式。假设 b也有类似展开式，且 Â = [ai j ], B̂ = [bi j ], i ∈ [N1], j ∈ [N2]是 a, b对应

的矩阵表示。记 C和 D为下面的算子:

Tr2 ab∨ = C =
N1∑

i=p=1

cipei,1e∨p,1,Tr1 ab∨ = D =
N2∑

j=q=1

djqej,2e∨q,2. (3.5)

那么有

Ĉ = ÂB̂† = [cip]
N1
i=p=1, D̂ = Â⊤B̂ = [djq]

N2
j=q=1. (3.6)

进一步地，C ∈ T1(H1),D ∈ T1(H2)，且下面的等式和不等式成立

max(∥ Tr2 ab∨∥1, ∥ Tr1 ab∨∥1) ≤ ∥a∥∥b∥ = ∥ab∨∥1, (3.7)

⟨(Tr2 ab∨)x, y⟩ =
N2∑
j=1

⟨x ⊗ ej,2, b⟩⟨a, y ⊗ ej,2⟩, x, y ∈ H1, (3.8)

⟨(Tr1 ab∨)u, v⟩ =
N1∑
i=1

⟨ei,1 ⊗ u, b⟩⟨a, ei,1 ⊗ v⟩, u, v ∈ H2. (3.9)

特别地

Tr ab∨ = Tr Tr2 ab∨ = Tr Tr1 ab∨ = ⟨a, b⟩. (3.10)

证明. ᱃⸕ ab∨ ∈ T1(H)ˈф

∥ab∨∥ = ∥a∥∥b∥ =
(
N1,N2∑
i=j=1

|ai j |2
) 1

2
(

N1,N2∑
p=q=1

|bi j |2
) 1

2

.

ਖཆˈ

ab∨ =

(
N1,N2∑
i=j=1

ai jei,1 ⊗ ej,2

) (
N1,N2∑
p=q=1

bpqep,1 ⊗ eq,2

)∨
=

N1,N2,N1,N2∑
i=j=p=q=1

ai j b̄pq(ei,1 ⊗ ej,2)(ep,1 ⊗ eq,2)∨.
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⭡(3.3)઼(3.4)ਟ≲算ᆀ C = Tr2(ab∨)ˈD = Tr1(ab∨)ˈᡁԜ用⸙䱥 Ĉ઼ D̂࠶别㺘

⽪ᆳԜˈᒦф┑䏣(3.6)઼(3.8)-(3.9)Ǆ

л䶒䇱᰾ C ઼ D ᱟ䘩类算ᆀǄ俆ݸᡁԜ⸕䚃 Â઼ B̂ 㺘⽪Ⲵ算ᆀᱟ㍗算ᆀˈ

ഐ↔ Ĉ઼ D̂ҏ㺘⽪Ҷ㍗算ᆀǄл䶒ᡁԜ䇱᰾ (3.7)ᡀ・Ǆ

㿲ሏࡠ Ĉ┑䏣л䶒Ⲵнㅹᔿ

|cip | = |
N2∑
j=1

ai j b̄pj | ≤ (
N2∑
j=1

|ai j |2)1/2(
N2∑
j=1

|bpj |2)1/2 ≤ ∥a∥∥b∥, i, p ∈ N1,

N2∑
i=1

|cii | ≤
N1∑
i=1

(
N2∑
j=1

|ai j |2)1/2(
N2∑
j=1

|bi j |2)1/2 ≤ ∥a∥∥b∥ = ∥ab∨∥1.

ྲ᷌ Ĉ ᱟањሩ䀂⸙䱥ˈ䛓Ѹ ∥C∥1 =
∑N1

i=1 |cii |ˈ⭡↔ਟԕᗇࡠнㅹᔿ ∥C∥1 ≤
∥a∥∥b∥Ǆྲٷ C нᱟሩ䀂⸙䱥Ǆᢺ C ⴻᡀᱟањ㓯ᙗਈᦒ C : H1 → H1 = H3Ǆ

䛓ѸᡁԜਟԕ䘹ਆ H1 ઼ H3 Ⲵє㓴н਼Ⲵ↓Ӕสᓅˈ֯ᗇ൘䘉є㓴สᓅлˈC

ਟԕ㺘⽪Ѫሩ䀂⸙䱥 Ĉ = [ĉi j ]Ǆ˄Ĉ ᱟ C ൘䘉є㓴สᓅлⲴཷᔲ࠶٬䀓ᖒᔿǄ˅

нㅹᔿ
∑N1

i=1 |ĉii | ≤ ∥a∥∥b∥ ↔ᰦ׍ᰗᡀ・Ǆ䘉᜿ણ⵰ ∥C∥1 ≤ ∥a∥∥b∥Ǆ਼ṧൠˈ

∥D∥1 ≤ ∥a∥∥b∥Ǆഐ↔(3.7)ᡀ・Ǆ

л䶒䇱᰾(3.10)ǄഐѪ σ1(ab∨) = ∥a∥∥b∥ˈф䲔↔ѻཆⲴ ab∨ Ⲵཷᔲ٬䜭ᱟ

0ˈ⭡(2.3)ਟ⸕ Tr ab∨ = ⟨a, b⟩Ǆ৸ഐѪ

Tr(Tr2 ab∨) =
N1∑
i=1

⟨(Tr2 ab∨)ei,1, ei,1⟩ =

N1∑
i=1

N2∑
j=1

⟨ei,1 ⊗ ej,2, b⟩⟨a, ei,1 ⊗ ej,2⟩ = ⟨a, b⟩.

ᡰԕㅹᔿ Tr(Tr1 ab∨) = ⟨a, b⟩ҏ਼ṧᡀ・Ǆ □

л䶒Ⲵᕅ⨶ҏᱟสᵜⲴˈᡁԜ൘䘉䟼ѪҶᆼᮤᙗ㔉ࠪᆳⲴањㆰ⸝Ⲵ䇱᰾Ǆ

ᕅ⨶ 3.2. 如果 F ∈ T1(H1 ⊗ H2)，下面给出几个关于 F 的迹的性质

1. Tr1(F) ∈ T1(H2),Tr2(F) ∈ T1(H1).

2. ∥ Tr1(F)∥1, ∥ Tr2(F)∥1 ≤ ∥F∥1.

3. Tr(Tr1 F) = Tr(Tr2 F) = Tr F.

4. 如果 F ∈ T1,+(H)，那么可得 Tr1(F),Tr2(F) ⪰ 0且

∥F∥1 = Tr(F) = Tr(Tr1(F)) = ∥ Tr1(F)∥ = Tr(Tr2(F)) = ∥ Tr2(F)∥.
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证明. 䇮ٷ F Ⲵཷᔲ࠶٬䀓Ѫ：

F =
∞∑

k=1

σi(F)akb∨k , (3.11)

൘䘉䟼 ⟨ak, al⟩ = ⟨bk, bl⟩ = δi j, k, l ∈ N, ∥F∥1 =
∑∞

k=1 σk(F).ഐ↔

Tr2 F =
∞∑

k=1

σk(F)Tr2 akb∨k ,

∥ Tr2 F∥1 ≤
∞∑

k=1

σk(F)∥ Tr2 akb∨k ∥1 ≤
∞∑

k=1

σk(F)∥ak ∥∥bk ∥

≤
∞∑

k=1

σk(F) = ∥F∥1.

䘉䈤᰾Ҷ Tr2 F ∈ T+(H1)ф ∥ Tr2 F∥1 ≤ ∥F∥1Ǆ用(3.10)ᔿਟᗇ Tr F = Tr(Tr2 F)Ǆ

਼ṧൠሩҾ Tr1 F ҏᴹ类լⲴ㔃䇪Ǆ

л䶒ٷ䇮 F ⪰ 0Ǆ䛓Ѹ൘к䶒 FⲴኅᔰᔿ(3.11)中 a̍k = bk ሩ k ∈ N䜭ᡀ・Ǆ

⭡(3.10)ᔿਟ⸕

Tr F =
∞∑

k=1

σi(F)Tr aka∨k =
∞∑

k=1

σi(F)⟨ak, ak⟩ =
∞∑

k=1

σi(F) = ∥F∥1.

л䶒ᡁԜ䇱᰾ Tr2 F ⪰ 0Ǆ⭡(3.8)ᔿਟ⸕

⟨(Tr2 F)x, x⟩ =
∞∑

k=1

N2∑
j=1

σk(F)⟨x ⊗ ej,2, ak⟩⟨ak, x ⊗ ej,2⟩ ≥ 0, (3.12)

ሩҾᡰᴹ x ∈ H1 䜭ᡀ・Ǆഐ↔ Tr2 F ⪰ 0Ǆഐ↔ ∥ Tr2 F∥1 = Tr(Tr2 F) = Tr F =

∥F∥1Ǆ਼ṧਟԕ类լᗇࡠ Tr1 F Ⲵ㔃䇪Ǆ □

л䶒ᡁԜӻ㓽ᴹޣਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤中与ᕡ᭦ᮋ઼ᕡ算ᆀ᭦ᮋᴹޣⲴ㔃䇪Ǆ

ᕅ⨶ 3.3. Hl 是可分希尔伯特空间，它的维数为 Nl ∈ N ∪ {∞}，l ∈ [2]。令 H =

H1 ⊗ H2。

(1) 若 an, bn, ∈ H, n ∈ N是两个有界序列，并且满足 an
w.t .→ a, bn

w.t .→ b，那么

anb∨n
w.o.t .→ ab∨, (3.13)

lim inf Tr ana∨n ≥ Tr aa∨. (3.14)

对于每个 xi ∈ Hi，i ∈ [2]有下面的不等式成立

lim inf⟨(Tr1 ana∨n)x2, x2⟩ ≥ ⟨(Tr1 aa∨)x2, x2⟩, (3.15)

lim inf⟨(Tr2 ana∨n)x1, x1⟩ ≥ ⟨(Tr2 aa∨)x1, x1⟩.
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假如 Nl 有限，l 等于 1或 2，那么

Trl anb∨n
w.o.t .→ Trl ab∨. (3.16)

(2) 若 ρn ∈ T+(H) 是有界的，即 Tr ρn ≤ c 对所有 n ∈ N 都成立，并且

ρn
w.o.t .→ ρ，那么 ρ ∈ T+(H)，且下面的条件都成立：

lim inf Tr ρn ≥ Tr ρ, (3.17)

lim inf⟨(Tr1 ρn)x2, x2⟩ ≥ ⟨(Tr1 ρ)x2, x2⟩, (3.18)

lim inf⟨(Tr2 ρn)x1, x1⟩ ≥ ⟨(Tr2 ρ)x1, x1⟩. (3.19)

如果 Nl 是有限的，那么

Trl ρn
w.o.t .→ Trl ρ. (3.20)

证明. (1) ሩҾ⇿њ u, v ∈ H ᴹㅹᔿ ⟨(anb∨n)u, v⟩ = ⟨u, bn⟩⟨an, v⟩ ᡀ・Ǆ৸ഐѪ

an
w.t .→ a, bn

w.t .→ bᡁԜਟԕ᧘ࠪᔿᆀ(3.13)ǄഐѪ lim inf ∥an∥ ≥ ∥a∥ ф̍ሩҾ c ∈ Hˈ

ᴹ Tr cc∨ = ∥c∥2ˈ䛓Ѹਟԕ᧘ࠪᔿᆀ(3.14)Ǆ

䇮ٷ N2 ᴹ䲀ˈᡁԜሩ l = 2 䇱᰾ᔿᆀ(3.16)ᡀ・Ǆ⭡ᔿᆀ(3.8)ਟ⸕ˈሩҾ

an, bn:

⟨(Tr2 anb∨n)x, y⟩ =
N2∑
j=1

⟨x ⊗ ej,2, bn⟩⟨an, y ⊗ ej,2⟩, x, y ∈ H1

䇙 n → ∞ਟԕᗇࡠᔿᆀ(3.8)Ǆഐ↔ l = 2ᰦ (̍3.16)ᔿᡀ・Ǆ਼ṧਟԕሩҾ N1ᱟ

ᴹ䲀㔤Ⲵᛵᖒ䇱᰾↔ᰦᶱ䲀઼䜘࠶䘩ਟӔᦒǄ

л䇱ᔿᆀ(3.15)Ǆٷݸ䇮 N2 ᱟᴹ䲀㔤Ⲵˈ⭡ᔿᆀ(3.16)ਟԕ᧘ࠪᔿᆀ(3.15)Ǆ

ྲٷ N2 = ∞ˈ䘹ᤙањ N ∈ N֯ᗇ Ln,N ઼ LN ᱟྲл T1(H1)中Ⲵᴹ䲀〙Ⲵ算

ᆀ:

⟨Ln,Nx, y⟩ =
N∑
j=1

⟨x ⊗ ej,2, an⟩⟨an, y ⊗ ej,2⟩,

⟨LNx, y⟩ =
N∑
j=1

⟨x ⊗ ej,2, a⟩⟨a, y ⊗ ej,2⟩.

᱃⸕ˈሩҾ⇿њ N ∈ Nˈᒿࡇ Ln,N, n ∈ Nᕡ᭦ᮋࡠ LNǄ৸ഐѪ

⟨(Tr2 ana∨n)x, x⟩ =
∞∑
j=1

|⟨an, x ⊗ ej,2⟩|2 ≥ ⟨Ln,Nx, x⟩.
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ᡰԕ

lim inf⟨(Tr2 ana∨n)x, x⟩ ≥ ⟨LNx, x⟩.

⭡ limN→∞⟨LNx, x⟩ = ⟨(Tr2 aa∨)x, x⟩ਟԕ᧘ࠪᔿᆀ(3.15)中ㅜҼњнㅹᔿǄ਼ṧਟ

ԕᗇࡠᔿᆀ(3.15)中ㅜањнㅹᔿǄ

䇮ٷ(2) ρn Ⲵ䉡࠶䀓ኅᔰѪ
∑∞

k=1 σk(ρn)ak,na∨k,nǄሩҾ l ∈ [2]ˈਆᇊ xl ∈ HlǄᡁ

Ԝݸਆањᆀࡇ np, p ∈ N֯ᗇㅜ (2)䜘࠶中ˈρnp
ᴹᶱ䲀Ǆ᱃⸕ ρnp

w.o.t .→ ρǄഐ

↔нཡа㡜ᙗⲴˈᡁԜਟԕ䇙 np = pˈp ∈ NǄਆᆳⲴањᆀࡇ nm,m ∈ N֯ᗇ

lim
m→∞
σk(ρnm

) = σk, ak,nm

w.t .→ ak, k ∈ N.

л䶒ᡁԜ用ᕅ⨶2.1ㅜ˄2˅䜘࠶Ⲵ㔃䇪䇱᰾ˈഐѪ ρnm
ҏᕡ᭦ᮋࡠ ρˈᡰԕᡁԜ

ᗇࡠ

ρ =
∞∑

k=1

σnaka∨k , ∥ak ∥ ≤ 1,k ∈ N,

∥ Tr ρ∥1 ≤
∞∑

k=1

σk ≤ lim inf Tr ρn.

ഐ↔ ρ+ ∈ T+(H)ф

∥ρ∥1 = Tr ρ =
∞∑

k=1

σk ⟨ak, ak⟩ ≤
∞∑

k=1

σk ≤ lim inf Tr ρn.

䘉ቡ䇱᰾Ҷㅜ (2)䜘࠶ㅜањнㅹᔿǄ

ѪҶ䇱᰾ㅜ (2)䜘࠶ㅜҼњнㅹᔿˈᡁԜݸ用ᕅ⨶2.1˄2˅中Ⲵᯩ⌅Ǆ਼ṧˈ

ѪҶ֯䇠ਧᴤѪㆰׯˈᡁԜԔ nm = m m̍ ∈ NǄਆањ ε > 0ˈᆈ൘ N = N(ε)֯

ᗇ
∑∞

k=N σk < εǄਖཆˈᆈ൘ k > K2(ε)֯ᗇ σN(ρk) < εǄԔ

Bn =
N∑

k=1

σk(ρn)ak,na∨k,n, Cn =
∞∑

k=N+1

σk(ρn)ak,na∨k,n,

B =
N∑

k=1

σkaka∨k , C =
∞∑

k=N+1

σkaka∨k

䛓Ѹᴹ

ρn = Bn + Cn, ρ = B + C, Bn,Cn, B,C ∈ T+(H), ∥ρ − B∥1 = ∥C∥1 < ε,

Trl ρn ⪰ Trl Bn, ∥ Trl ρ − Trl B∥1 = ∥ Trl C∥1 ≤ ∥C∥1 < ε, n ∈ N, l ∈ [2].

ሩҾ l ∈ [2]ˈԔ {l ′} = [2] \ {l}Ǆㅜ (1)䜘࠶ᐢ㓿䇱᰾Ҷ

lim inf⟨(Trl′ ρn)xl, xl⟩ ≥ lim inf⟨(Trl′ Bn)xl, xl⟩ ≥

⟨(Trl′ B)xl, xl⟩ ≥ ⟨(Trl′ ρ)xl, xl⟩ − ε∥xl∥2.
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ഐѪ ε > 0ਟԕਆԫ᜿ሿˈᡰԕᡁԜ䇱᰾Ҷ (2)中ަ։ⲴнㅹᔿǄ

䇮ٷ N2 ᱟᴹ䲀㔤ⲴǄ䛓Ѹ HㅹԧҾ N2 њ H1 Ⲵⴤ઼Ǆ⇿њ H1, j Ⲵสᓅਟ

ԕ䇠Ѫ ei,1 ⊗ ej,2ˈi ∈ [N1]ǄԔ ρn, j : H1, j → H1, j ᱟॺ㓯ᙗᖒᔿ ⟨ρnu, v⟩ 䲀ࡦ൘

H1, j кⲴᖒᔿˈ䘉䟼 u = x ⊗ ej,2, v = y ⊗ ej,2Ǆ৸ഐѪ Tr2 ρn =
∑N2

j=1 ρn, jǄ਼

ṧൠˈሩҾ j ∈ [N2]ˈ类լൠᇊѹ ρ
(j)Ǆ᱃⸕ˈρn, j

w.o.t .→ ρ(j) for j ∈ [N2]Ǆഐ↔

Tr2 ρn
w.o.t .→ Tr2 ρ =

∑N2
j=1 ρ

(j)Ǆ਼ ṧሩҾ N1ᱟᴹ䲀Ⲵᛵᖒ ҏ̍ਟԕ类լൠ䇱᰾Ǆ □

л䶒ᡁԜ㔉ࠪањㆰ单Ⲵֻᆀˈᶕ䈤᰾䘉њᕅ⨶ㅜ (1)䜘࠶中Ⲵнㅹᔿਟԕ

ਆнࡠㅹਧǄ

ֻ 3.1. 䇮ٷ N1 = ∞ˈ㘳㲁 ρn = (en ⊗ e1)(en ⊗ e1)∨, n ∈ Nˈ䛓Ѹ en ⊗ e1
w.o.t .→ 0Ǆ

ᡰԕ ρn
w.o.t .→ ρ = 0Ǆ᱃⸕ Tr2(ρn) = ene∨n

w.o.t .→ 0ˈնᱟ Tr1 ρn = e1e∨1Ǆᡰԕ Tr1 ρn
н᭦ᮋࡠ Tr1 ρǄ

3.2 ᴿ䲆㔪᛻ᖘсжѠᴪж㡢Ⲻ䠅ᆆ Strassenᇐ⨼Ⲻݻ㾷ᶗԬ

H = H1 ⊗ H2 ᱟањᴹ䲀㔤Ⲵᐼቄ՟⢩オ䰤ǄԔ X ⊆ Hˈᱟањ䰝Ⲵᆀオ

䰤Ǆ㔉ᇊєњ䜘࠶ᇶᓖ算ᆀ˄ণॺ↓ᇊ算ᆀф䘩བྷҾ 0ሿҾㅹҾ 1˅ρi ∈ S+(Hi),

i ∈ [2]ˈ㔉ࠪл䶒䘉њॺ↓ᇊՈॆ䰞仈：

µ(ρ1, ρ2,X ) = (3.21)

max{Tr(XPX ), X ∈ S+(H),Tr2 X ⪯ ρ1,Tr1 X ⪯ ρ2}.

䰞仈ǄڦᆳⲴ৏䰞仈઼ሩࠪ߉

৏䰞仈

≲ᴰབྷ٬： ⟨A, X⟩,

䲀ࡦᶑԦ： Φ(X) ⪯ B;

X ∈ Pos(H1 ⊗ H2).

ሩڦ䰞仈

≲ᴰሿ٬： ⟨B,Y⟩

䲀ࡦᶑԦ： Φ∗(Y) ⪰ A;

Y ∈ Pos(H1 ⊕ H2);

䘉䟼:

A = PX , B =


ρ1

ρ2

 ,
Φ(X) =


Tr2(X)

Tr1(X)

 ,
Φ∗(Y) = Φ∗


Y1 ·
· Y2

 = Y1 ⊗ I2 + I1 ⊗ Y2.
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ᖸᇩ᱃傼䇱л䶒Ⲵㅹᔿ:

∀M, N, ⟨Φ(M), N⟩ = ⟨M,Φ∗(N)⟩.

ਖཆˈ䘉њॺ↓ᇊ系统Ⲵᕪሩڦᙗ䍘ਟԕ通䗷ྲл傼䇱৏䰞仈Ⲵਟ㹼ฏᱟ䶎オ

Ⲵˈфሩڦ䰞仈Ⲵਟ㹼ฏᴹ޵⛩ᗇࡠǄ

• ৏䰞仈ਟ㹼ฏⲴањ䀓:Ԕ X = ρ1⊗ρ2 ∈ Pos(H1⊗H2),Tr1(X) ⪯ ρ2,Tr2(X) ⪯

ρ1Ǆ

• ሩڦ䰞仈ਟ㹼ฏⲴањ޵⛩: Ԕ Y = I1 ⊕ I2 ∈ Pos(H1 ⊕H2),Φ
∗(Y) = 2I12 ≻

PXǄ

ഐ↔ˈ䘉䟼Ⲵ৏䰞仈ሩڦ䰞仈⋑ᴹሩڦ䰤䳉Ǆ

ᇊ⨶ 3.4. 令 ρi ∈ S+,1(Hi), i ∈ [2]，若 X ⊂ H，那么存在 ρ ∈ S+,1(H), supp ρ ⊆ X

使得 Tr2 ρ = ρ1,Tr1 ρ = ρ2，当且仅当 µ(ρ1, ρ2,X ) = 1。

证明. 㤕ᆈ൘ ρ ∈ S+,1(H), supp ρ ⊆ X ֯ᗇ Tr2 ρ = ρ1,Tr1 ρ = ρ2ǄԔ X = ρˈ䛓

Ѹ Tr(ρPX ) = Tr(ρ) = 1ф supp ρ ⊆ XǄሩҾ⇿ањਟ㹼⛩ X ,

Tr(XPX ) ≤ Tr(X) = Tr(Tr2(X)) ≤ Tr(ρ1) = 1,

ᡰԕ µ(ρ1, ρ2,X ) = 1Ǆ

৽ѻˈ㤕 µ(ρ1, ρ2,X ) = 1ˈфᖃ X = Xmax ᰦਆࡠᴰབྷ٬Ǆࡉ

1 = Tr(XmaxPX ) ≤ Tr(Xmax) ≤ Tr(ρ1) = 1,

ᡰԕ Tr(XmaxPX ) = Tr(Xmax)ˈণ支᫁䳶 supp(Xmax) ⊂ XǄ⭡ Tr2 X ⪯ ρ1 ઼
Tr(ρ1 − Tr2(Xmax)) = 0ˈਟᗇ ρ1 = Tr2(Xmax)Ǆ用਼ṧⲴᯩ⌅ਟԕ䇱᰾ ρ2 =

Tr1(Xmax)Ǆ □

⭡ᇊ⨶3.4ˈᡁԜਟԕ通䗷计算 µ(ρ1, ρ2,X )ᱟ੖ㅹҾ 1ᶕ傼䇱ᱟ੖ᆈ൘䟿ᆀ

ᨀॷǄሩҾԫ᜿ањ↓数 εˈਚ䴰㾱ཊ亩ᔿᰦ䰤ˈቡਟԕ傼䇱ᱟ੖ᆈ൘

µ(ρ1, ρ2,X ) > 1 − ε,

ާփᯩ⌅ਟԕ৲㘳 Nesterov઼ NemirovskyⲴҖ [12]Ǆ
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3.3 ᰖ䲆㔪䠅ᆆ Strassenᇐ⨼

3.3.1 ᗻ㾷ᶗԬ

ᡁԜ⧠൘䇱᰾ [18]中㔉ࠪⲴᗵ㾱ᶑԦ ሩ̍Ҿԫ᜿Ⲵਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤H1,H2

ҏᡀ・:

ᕅ⨶ 3.5. H1,H2是两个可分希尔伯特空间，H = H1 ⊗ H2。假设 ρ ∈ T+(H)，令

ρ1 = Tr2(ρ) ∈ T+(H1)，ρ2 = Tr1(ρ) ∈ T+(H2)。假设 X ⊂ H是一个闭的子空间使

得 supp(ρ) ⊆ X。用 PX⊥ ∈ S+(H)表示在 X ⊥上的正交投影（X 在H中的正交补

空间）。那么接下来的两个条件成立：

(1) 若 Yi ∈ S(Hi), i ∈ [2]满足 PX⊥ ≥ Y1 ⊗ I2 − I1 ⊗ Y2，则 Tr(ρ1Y1) ≤ Tr(ρ2Y2)。

(2) 若 Yi ∈ S+(Hi), i ∈ [2]满足 PX⊥ ≥ Y1 ⊗ I2 − I1 ⊗Y2，则 Tr(ρ1Y1) ≤ Tr(ρ2Y2)。

证明. (1)⇒(2)ᱮ❦ л̍䶒䇱᰾ (2)⇒(1) 䇮Yiٷ̍ ∈ SHi
, i ∈ [2]┑䏣 PX⊥ ≥ Y1⊗I2−I1⊗

Y2ǄԔY ′
i = Yi+t IiǄ䘹ਆ t ≫ 0֯ᗇY ′

i ∈ S+(Hi)Ǆ᱃⸕Y1⊗I2−I1⊗Y2 = Y ′
1⊗I2−I1⊗Y ′

2Ǆ

ഐѪ Tr ρ1 = Tr ρ2ˈᡰԕ Tr(ρ1Y1) − Tr(ρ2Y2) = Tr(ρ1Y ′
1 ) − Tr(ρ2Y ′

2 )Ǆഐ↔ᶑԦ (1)

ㅹԧҾ (2)Ǆ

л䶒ٷ䇮 ρ ∈ T+(X ) ф ρ1 = Tr2 ρ, ρ2 = Tr1 ρǄᖃ supp(ρ) ⊆ X ᰦˈᴹ

Tr ρPX⊥ = 0Ǆл䶒䇱᰾ᶑԦ (1)ᡀ・Ǆ㤕Yi ∈ S(Hi), i ∈ [2]┑䏣 PX⊥ ≥ Y1⊗I2−I1⊗Y2Ǆ

䛓Ѹ PX⊥ − Y1 ⊗ I2 + I1 ⊗ Y2 ⪰ 0Ǆഐ↔

0 ≤ Tr(ρ(PX⊥ − Y1 ⊗ I2 + I1 ⊗ Y2)) = −Tr ρY1 + Tr ρY2.

□

ሩҾᰐ䲀㔤ᛵᖒˈᡁԜሩ X 䘋㹼䇘䇪ˈ൘ X ᴹ䲀㔤ᰦสҾॺ↓ᇊՈॆ㔉ࠪ

ањ䖳Ѫㆰ单Ⲵ䇱᰾ˈ൘ X ᰐ䲀㔤ᰦสҾࠨՈॆ㔉ࠪ䇱᰾Ǆ

3.3.2 X ᱥᴿ䲆㔪ᆆグ䰪

3.3.2.1 H1ᱥᰖ䲆㔪ਥ࠼ᑂቊե⢯グ䰪θH2ᱥᴿ䲆㔪ᑂቊե⢯グ䰪

䇮ٷ X ᱟᴹ䲀㔤ⲴǄ㤕ަ中ᴹањᐼቄ՟⢩オ䰤ᱟᰐ䲀㔤ˈਖањオ䰤ᱟ

ᴹ䲀㔤 䘉њ䰞仈ਟԕ䖜ॆѪєњオ䰤䜭ᱟᴹ䲀㔤Ⲵᛵᖒࡉ̍ ᡰ̍ԕ䘉⿽ᛵߥᱟㆰ

单ⲴǄᡁԜ㔉ࠪԕл㔃䇪：

ᕅ⨶ 3.6. H1,H2 是两个可分希尔伯特空间，维数分别为 N1 = ∞, N2 < ∞。假设
X ⊂ H是一个有限维的子空间，维数是 N。那么存在H′

1 ⊂ H1，维数最多为 NN2

使得 X ⊂ H′ = H′
1 ⊗ H2.
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证明. 䇮ٷ ei,1, i ∈ Nᱟ H1 Ⲵа㓴↓ӔสˈH2 Ⲵа㓴↓ӔสѪ {e1,2, . . . , eN2,2}Ǆ

䇮ٷ x1, . . . , xN ᱟ X Ⲵа㓴↓ӔสǄ䛓Ѹ

xl =
∞,N2∑
i=p=1

xip,lei,1 ⊗ ep,2, l ∈ [N].

Ԕ ul,p =
∑∞

i=1 xip,l⊗ei,1Ǆ䛓Ѹ xl =
∑N2

p=1 ul.p⊗ep,2ǄԔH′
1ᱟ⭡ ul.p l̍ ∈ [N], p ∈ [N2]

㓴ᡀⲴH1Ⲵањᴹ䲀㔤ᆀオ䰤ˈ䛓Ѹ dimH′
1 ≤ NN2ф X ⊆ H′

1 ⊗ H2Ǆ □

ഐ↔ˈ൘䘉⿽ᛵߥл䘉њ䰞仈ᱟањᴹ䲀㔤Ⲵ䰞仈Ǆ

3.3.2.2 H1ૂH2䜳ᱥᰖ䲆㔪ਥ࠼ᑂቊե⢯グ䰪

䇮ٷ H ᱟањᰐ䲀㔤ਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤ˈX ᱟањ䰝ᆀオ䰤Ǆ䛓Ѹ B(X )

ᱟᡰᴹ┑䏣 L(X ) ⊆ X ф L(X ⊥) = 0Ⲵᴹ⭼算ᆀ L ∈ B(H)㓴ᡀⲴᆀオ䰤Ǆ⢩别

Ⲵ L ∈ B(H)ˈᆳⲴ支᫁䳶൘ X 中ᖃфӵᖃ L ∈ B(X )Ǆ

л䶒ᡁԜٷ䇮 X ᱟᴹ䲀㔤Ⲵˈ㔤数Ѫ N = dimXǄ䛓Ѹ B(X )Ⲵ㔤数Ѫ N2Ǆ

䘉䈤᰾ᆳਟԕ㻛 CN×N ⺞ᇊлᶕˈ䘹ᇊ X Ⲵа㓴↓Ӕส x1, . . . , xNǄ䛓Ѹਟԕᗇ

ࡠ B(X )Ⲵа㓴ส xix∨j i̍, j ∈ [N]Ǆഐ↔ L ∈ B(X )ਟԕ㺘⽪ᡀ L =
∑N

i=j=1 ai jxix∨jˈ

ഐ↔ L 与 A = [ai j ] ∈ CN×N ааሩ应Ǆ⭡↔ਟԕᗇࡠ L ∈ S(X )ᖃфӵᖃ Aᱟ㠚

䖝ⲴǄޡ

ᕅ⨶ 3.7. [6]设H是一个希尔伯特空间，它有几组可数基为 {hn}, n ∈ N。用记号

Pn : H → H表示在子空间 span{h1, ..., hn}，n ∈ N上的正交投影。那么对于所有

的 x ∈ H，g ∈ B(H)

lim
n→∞

∥Pnx − x∥ = lim
n→∞

∥gPnx − gx∥ = lim
n→∞

∥PngPnx − gx∥ = 0.

上面的引理等价于：

lim
n→∞

Pn = Id, lim
n→∞

gPn = lim
n→∞

PngPn = g

在强算子拓扑下收敛。

ᡁԜ䴰㾱л䶒䘉њᕅ⨶ᶕ䇱᰾ਾ䶒Ⲵᇊ⨶Ǆ

ᕅ⨶ 3.8. H 是一个无限维可分希尔伯特空间。假设 X ⊂ H 是一个有限维子空

间，维数是 N。假设 x1, . . . , xN 是 X 的一组正交基底。若 Qn, n ∈ N是一组投影
组成的序列，使得在强算子拓扑下 Qn → I。令 Xn = QnX。
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(1) 存在 K ∈ N使得 dimXn = N，n > K .

(2) 若 ρ(n) ∈ S+(Xn)且 Tr ρ(n) ≤ c，n > K，那么存在一个子列 ρ(nk ) 在迹范

数下收敛到 ρ ∈ S+(X )。

(3) H = H1 ⊗H2，这里H1是一个无限维可分希尔伯特空间，它有一组正交

基为 en,1, n ∈ N。令 Pn,1 ∈ S+(H1)是投影在子空间 (e1,1, . . . , en,1)，n ∈ N上的正
交投影。令 Qn = Pn,1 ⊗ I2，那么在强算子拓扑下，Qn → I1 ⊗ I2。假如 ρ(n), n ∈ N
满足 (2)中的假设，且 ρ(nk )在迹范数下收敛到 ρ ∈ S+(X )，那么 Tri ρ(nk )在迹范

数下收敛到 Tri ρ，对于 i ∈ [2]都成立。

(4) H = H1 ⊗H2，这里Hi是一个无限维可分希尔伯特空间，它有一组正交

基为 en,i, n ∈ N∪{∞}，i ∈ [2]。令 Pn,i ∈ S+(Hi)是投影在子空间 span(e1,i, . . . , en,i)，

n ∈ N上的投影算子。令 Qn = Pn,1 ⊗ Pn,2，那么在强算子拓扑下 Qn → I1 ⊗ I2。假

如 ρ(n), n ∈ N满足 (2)中的假设条件，且 ρ(nk )在迹范数下收敛到 ρ ∈ S+(X )。那

么 Tri ρ(nk )在迹范数下收敛到 Tri ρ，对于 i ∈ [2]都成立。

证明. 俆ݸഐѪ Qn ᱟᣅᖡ算ᆀˈᡰԕᡁԜᴹнㅹᔿ ∥Qnxi∥ ≤ 1ˈi ∈ [N]ˈn ∈ N

ᡀ・Ǆṩᦞ limn→∞ ∥Qnxi − xi∥ = 0ˈi ∈ [N]ਟ⸕ˈԫਆ ε > 0ᆈ൘ K(ε)֯ᗇ

1 − ε < ⟨Qnxi,Qnxi⟩ ≤ 1, |⟨Qnxi,Qnxj⟩| < ε for i, j ∈ [N]фi , j .

Ԕ Wn = [⟨Qnxi,Qnxj⟩] ∈ CN×Nˈ䛓Ѹᱮ❦ Wn ᱟ㠚ޡ䖝ⲴǄн䳮䇱᰾ˈ൘

ε < 1/N ᰦˈWn ᱟ↓ᇊⲴǄᴤ䘋а↕ൠˈᡁԜਟԕ䇱᰾ σ1(Wn − IN) < NεǄ(䘉

ᱟ⭡ Perron-Frobeniusᇊ⨶ᗇࡠⲴˈഐѪ⇿ањ⸙䱥 I −Wn中ݳ㍐Ⲵ㔍ሩ٬䜭ሿ

Ҿ εǄਟԕ৲㘳 [7]Ǆ)ᢺ λ1(Wn) ≥ · · · ≥ λN(Wn)䇠ѪWnⲴ⢩ᖱ٬ǄഐѪWn − IN

ᱟ㠚ޡ䖝Ⲵˈᡰԕਟԕᗇࡠ |λi(Wn − IN)| ≤ NεǄ

(1)ᖃ K = K(1/N)ᰦˈW ᱟ↓ᇊⲴǄഐ↔ Qnx1, . . . ,QnxN ൘ n > K ᰦᱟ㓯

ᙗᰐޣⲴǄ

(2) 䇮ٷ n > Kˈ用䇠ਧ W1/2
n 㺘⽪ Wn Ⲵᒣᯩṩˈ䘉њᒣᯩṩᱟୟаⲴˈ

фᱟањ↓ᇊ⸙䱥Ǆ਼ᰦW1/2
n Ⲵ⢩ᖱ٬┑䏣нㅹᔿ |λi(W1/2

n − IN)| < NεǄഐ↔

limn→∞ W1/2
n = INǄሩҾԫ᜿ањ算ᆀ L ∈ B(Xn)ᴹኅᔰᖒᔿ

∑N
i=j=1 ai jQnxi(Qnxj)∨Ǆ

ਖཆˈρ ∈ S+(Xn)ᖃфӵᖃ A = [ai j ] ∈ CN×N ᱟ㠚ޡ䖝фॺ↓ᇊǄ❦㘼 LⲴ䘩н

ㅹҾ AⲴ䘩ˈնᱟㅹҾ W−1/2
n AW−1/2

n Ⲵ䘩ˈ䘉њ䘩ㅹҾ TrW−1
n AǄ䘉ᱟഐѪ Xn

ᴹа㓴↓Ӕส (x1, . . . , xN)W1/2Ǆ⌘᜿ࡠ

(1 − Nε)IN ⪯ Wn ⪯ (1+ Nε)IN ⇐⇒ (1+ Nε)−1IN ⪯ Wn ⪯ (1 − Nε)−1IN .
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ഐ↔ˈ㤕 A ⪰ 0ਟԕᗇࡠ

(1+ Nε)−1 Tr A ≤ Tr ρ ≤ (1 − Nε)−1 Tr A

䇮ٷ ρ(n) ∈ S+(Xn)ᱟањ䘩ᴹ⭼Ⲵᒿࡇ Ԕ̍ ρ(n) =
∑N

i=j=1 ai j,nQnxi(Qnxj)∨, n > Kˈ

An = [ai j,n] ∈ CN×NǄ䛓Ѹ An, n > K ᱟॺ↓ᇊф䘩ᴹ⭼Ⲵ⸙䱥Ǆഐ↔ᆈ൘ањᆀ

ࡇ Ank ⇿ањݳ㍐䜭单⤜᭦ᮋࡠ A = [ai j ]ǄԔ ρ =
∑N

i=j=1 ai jxix∨jˈ䛓Ѹਟԕᗇࡠ

limk→∞ ∥ρ(nk ) − ρ∥1 = 0Ǆ

(3)ሩҾ䘉њᛵߥ ᡁ̍Ԝ㘳㲁ањᴤഠ䳮Ⲵᛵᖒ ণ̍H2ҏᱟᰐ䲀㔤ⲴǄ䛓Ѹ

x ∈ H1 ⊗ H2ਟԕ㺘⽪Ѫ⸙䱥 X = [xpq], p, q ∈ Nˈ䘉䟼 ∥x∥2 = ∑N
p=q=1 |xpq |2Ǆݳ

㍐ (Pn,1 ⊗ I2)xi ሩ应⸙䱥 X ′
n = [xpq], p ∈ [n], q ∈ NǄᢺ X̂n 㺘⽪Ѫ X ′

n 㠚❦ᔦᤃࡠ

H1⊗H2кሩ应Ⲵݳ㍐Ǆ䘉䟼ᡰᴹ p > nⲴ㹼઼ࡇ䜭ᱟ䴦Ǆ᱃⸕ l̍imn→∞ ∥ X̂n−X ∥ =
0Ǆഐ↔ Qn ൘ᕪ算ᆀᤃᢁл᭦ᮋࡠ I1 ⊗ I2ǄԔ Y = [ypq], p, q ∈ N与 y ∈ Hሩ应Ǆ

䛓Ѹ Tr2 xy∨ሩ应Ҿ XY ∗Ǆ᧕лᶕਚ㾱䇱᰾

lim
n→∞

∥XY ∗ − X̂nŶ ∗
n ∥1 = lim

n→∞
∥Y ∗X − Ŷ ∗

n X̂n∥1 = 0. (3.22)

㤕 x, y ∈ Hˈ䛓Ѹ ∥xy∨∥1 = ∥x∥∥y∥ф ∥ Tri(xy)∥1 ≤ ∥x∥∥y∥Ǆ䛓Ѹ

∥XY ∗ − X̂nŶ ∗
n ∥1 = ∥XY ∗ − XŶ ∗

n + XŶ ∗
n − XnŶ ∗

n ∥1 ≤

∥X(Y ∗ − Ŷ ∗
n )∥1 + ∥(X − Xn)Ŷ ∗

n ∥1 ≤ ∥X ∥∥Y ∗ − Ŷ ∗
n ∥ + ∥X − Xn∥∥Ŷ ∗

n ∥

ഐ↔ሩҾԫ᜿ i, j ∈ [N]ਟԕᗇࡠㅹᔿ limn→∞ Trl Qnxi(Qnyj)∨ = Trl xiy∨j i̍, j ∈ NǄ

䘉䈤᰾ limk→∞ Trl ρ(nk ) = Trl ρǄ

(4)䇱᰾䗷〻਼ (3)Ǆ

□

ᕅ⨶ 3.9. H1,H2是两个可分的希尔伯特空间，且有对应的正交基为 ei,1, ei,2，i ∈ N。
令 H = H1 ⊗ H2。假如 ρ ∈ S+(H), ρi ∈ S+(Hi)给定，且 Tri ρ = ρi, i ∈ [2]。令

Pn,i ∈ S+(Hi)是投影在子空间 Hi,n = span(e1,i, . . . , en,i)上的正交投影。对于所有

的 n ∈ N, i ∈ [2]，ρi,n = Pn,iρiPn,i。令 ρ(n) = (Pn,1 ⊗ Pn,2)ρ(Pn,1 ⊗ Pn,2)，那么我们

可以得到 Tr2 ρ(n) ⪯ ρ1,n,Tr1 ρ(n) ⪯ ρ2,n。

证明. ࠪ߉ ρⲴኅᔰᔿˈሩަڊ䜘࠶䘩ਟԕᗇࡠ

ρ =
∞∑

p,q=1

ρ1,pq ⊗ ep,2e∨q,2 =
∞∑

i, j=1

ei,1e∨j,2 ⊗ ρ2,i j,
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ρ1 = Tr2 ρ =
∞∑

p=1

ρ1,pp,

ρ2 = Tr1 ρ =
∞∑
i=1

ρ2,ii .

䘉䟼 ρ1,pq ᱟH1オ䰤кⲴ䘩类算ᆀˈρ2,i j ᱟH2オ䰤кⲴ䘩类算ᆀǄ䛓Ѹ

Tr2 ρ(n) = Tr2

(
(Pn,1 ⊗ Pn,2)(

∞∑
p,q=1

ρ1,pq ⊗ ep,2e∨q,2)(Pn,1 ⊗ Pn,2)

)
= Tr2

(
n∑

p,q=1

Pn,1ρ1,pqPn,1 ⊗ ep,2e∨q,2

)
=

n∑
p=1

Pn,1ρ1,ppPn,1 ⪯
∞∑

p=1

Pn,1ρ1,ppPn,1 = ρ1,n.

类լൠˈTr1 ρ(n) ⪯ ρ2,nǄ □

ᇊ⨶ 3.10. H1,H2 是两个可分的希尔伯特空间，对应的正交基为 ei,1, ei,2，i ∈

N∪{∞}。令H = H1⊗H2。若X ⊂ H是有限维的。假设 ρi ∈ S+(Hi)给定，且他们

的迹 Tr ρ1 = Tr ρ2 = 1。令 Pn,i ∈ S+(Hi)是投影到子空间Hi,n = span(e1,i, . . . , en,i)

上的正交投影。对所有的 n ∈ N, i ∈ [2]，令 Xn = (Pn,1 ⊗ Pn,2X )，ρi,n = Pn,iρiPn,i。

考虑如下的半正定优化问题

µn(ρ1, ρ2,X ) = max{Tr(XPXn
);

Tr2 X ⪯ ρ1,n,Tr1 X ⪯ ρ2,n, X ∈ (Pn,1 ⊗ Pn,2)S+(H)(Pn,1 ⊗ Pn,2)}

那么下面的条件是等价的

(1) ∃ρ ∈ S+,1(H1 ⊗ H2)满足条件

Tr1(ρ) = ρ2,Tr2(ρ) = ρ1, supp(ρ) ⊂ X (3.23)

(2) limn→∞ µn(ρ1, ρ2,X ) = 1.

证明. (1) ⇒ (2) 䇮ᆈ൘ањٷ ρ ∈ S+,1(H) ֯ᗇᶑԦ (3.23) ᡀ・ǄԔ ρ(n) =

(Pn,1 ⊗ Pn,2)ρ(Pn,1 ⊗ Pn,2), ρ(n) ∈ (Pn,1 ⊗ Pn,2)S+(H)(Pn,1 ⊗ Pn,2)Ǆ⭡ᕅ⨶3.9ਟ⸕ˈ

Tr2 ρ(n) ⪯ ρ1,n,Tr1 ρ(n) ⪯ ρ2,nǄഐ↔ ρ(n) ᱟ䘉њ≲ᴰབྷ٬䰞仈Ⲵањਟ㹼䀓Ǆਖ
ཆˈഐѪ supp(ρ) ⊂ Xˈᡰԕ ρ(n)(H) = (Pn,1 ⊗ Pn,2)ρ(Pn,1 ⊗ Pn,2)(H) ⊂ XnǄ৸ഐ

Ѫ Xnᱟ䰝Ⲵˈф supp(ρ(n))ᱟ ρ(n)(H)Ⲵ䰝वˈᡰԕ supp(ρ(n)) ⊂ XnǄᡰԕᡁԜ

ਟԕᗇࡠ

µn(ρ1, ρ2,X ) ≥ Tr(ρ(n)PXn
) = Tr(ρ(n)). (3.24)
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⭡ᕅ⨶3.8(4)ˈਟ⸕൘ᕪ算ᆀᤃᢁлᖃ n → ∞ ᰦˈPn,1 ⊗ Pn,2 → I1 ⊗ I2Ǆ޽用

ᕅ⨶3.7ˈਟԕᗇࡠ limn→∞ ρ
(n) = limn→∞(Pn,1 ⊗ Pn,2)ρ(Pn,1 ⊗ Pn,2) = ρǄᡰԕ

limn→∞ Tr ρ(n) = Tr ρ = 1Ǆ

ഐѪ PXn
≤ Iˈᒦф X ∈ S+(H),Tr2 X ⪯ ρ1ˈᡰԕ

Tr XPXn
= Tr X1/2X1/2PXn

= Tr X1/2PXn
X1/2 ≤

Tr X1/2I X1/2 = Tr X = Tr(Tr2 X) ≤ Tr ρ1 = 1.

ഐ↔ Tr(ρ(n)) = Tr(ρ(n)PXn
) ≤ µn(ρ1, ρ2,X ) ≤ 1Ǆє䗩ਆᶱ䲀ਟԕᗇࡠ

lim
n→∞
µn(ρ1, ρ2,X ) = 1.

(2) ⇒ (1)Ԕ εn, n ∈ Nᱟ↓Ⲵ单䈳䙂߿䎻ੁҾ 0Ⲵа㓴ᒿࡇǄٷ䇮

Tr(ρ(n)PXn
) ≥ µn(ρ1, ρ2,X ) − εn,

ф Tr2 ρ(n) ⪯ ρ1,n,Tr1 ρ(n) ⪯ ρ2,nˈρ(n) ∈ (Pn,1 ⊗ Pn,2)S+(H)(Pn,1 ⊗ Pn,2) ⊂ S+(Xn)Ǆ

⭡ᕅ⨶3.8(2)ਟ⸕ˈᆈ൘ nkˈ֯ᗇ ρ
(nk ) ൘䘩类л᭦ᮋࡠ ρ ∈ S+(X )ˈ৸⭡ᕅ⨶

3.8(4)ˈਟ⸕ Tri ρ(nk ) ൘䘩㤳数л᭦ᮋࡠ Tri ρሩ i ∈ [2]Ǆሩл䶒нㅹᔿє䗩ਆᶱ

䲀ˈ

µn(ρ1, ρ2,X ) − εn ≤ Tr(PXnk
ρ(nk )) ≤ Tr(ρ(nk )) ≤ 1.

ਟԕᗇࡠ limn→∞ Tr(ρ(nk )) = 1Ǆ৸ഐѪ ρ(nk ) ൘䘩㤳数л᭦ᮋࡠ ρˈਟԕ᧘ࠪ

Tr(ρ) = 1Ǆ

ሩҾ⇿ањ nk ᴹ

Tr2(ρ(nk )) ⪯ ρ1,nk . (3.25)

䶒ᐢ㓿䇱᰾䗷ࡽ Tr2(ρ(nk ))൘䘩㤳数л᭦ᮋࡠ Tr2(ρ)Ǆ⭡ᕅ⨶3.7 ਟ̍⸕ ρ1,nk ൘䘩

㤳数л᭦ᮋࡠ ρ1Ǆ通䗷ሩᔿᆀ(3.25)є䗩ਆᶱ䲀 ᡁ̍ԜਟԕᗇࡠTr2 ρ ⪯ ρ1Ǆ䘋а↕
ൠ T̍r(Tr2 ρ) = Tr ρ1 = 1 ᡰ̍ԕTr2 ρ = ρ1ǄഐѪ ρ1−Tr2 ρ ⪰ 0 ф̍Tr(ρ1−Tr2 ρ) = 0

ᡁԜਟԕᗇࡠ ρ1 − Tr2 ρ = 0ˈণ Tr2 ρ = ρ1Ǆ਼ṧਟ䇱 Tr1 ρ = ρ2Ǆഐ↔䘉њ ρ

┑䏣ᶑԦ (1)Ǆ □

3.3.3 X ᱥᰖ䲆㔪ᆆグ䰪

䇮ٷ X ᱟH = H1 ⊗ H2中䰝Ⲵᰐ䲀㔤ᆀオ䰤Ǆ

л䶒ݸ䇱᰾ᗵ㾱ᶑԦ：
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ᕅ⨶ 3.11. H = H1⊗H2，X ⊂ H是其中的一个闭的子空间（可以是无限维），并且它

有一组正交的基为 xi, i ∈ N。假设 ρ ∈ S+,1(H), supp ρ ⊆ X 且 ρi ∈ S+,1(Hi), i ∈ [2]。

对于取定的 n ∈ N，我们把 x1, . . . , xn 张成的子空间记作 Xn。那么 B(Xn) 是由

xix∨j , i, j ∈ [n]张成的。在 B(Xn)上考虑下面这个有界的凸函数

f (L) = ∥ Tr2 L − ρ1∥1 + ∥ Tr1 L − ρ2∥1.

那么 f 是 B(Xn)上的一个连续的凸函数。考虑下面这个最小值问题：

µn(ρ1, ρ2) = min{ f (X), X ∈ S+,1(H) ∩ B(Xn)}, (3.26)

这里 n ∈ N。那么 µn(ρ1, ρ2), n ∈ N是一个单调的序列。假设 ρ1 = Tr2 ρ和 ρ2 =

Tr1 ρ，那么：

(1) limn→∞ µn(ρ1, ρ2) = 0.

(2) 令 εn, n ∈ N是正的单调趋向于零的序列。假设 f (Qn) ≤ µn(ρ1, ρ2)+εn，这
里Qn ∈ S+,1(H)∩B(Xn)，n ∈ N。对于所有 n ∈ N，令 ρ1,n := Tr2 Qn，ρ2,n := Tr1 Qn，

那么

lim
n→∞

∥ρ1,n − ρ1∥1 = 0, lim
n→∞

∥ρ2,n − ρ2∥1 = 0.

证明. 用 ∥ · ∥1Ⲵй䀂нㅹᔿˈਟԕᗇࡠ

| f (X) − f (Y)| ≤ ∥ Tr2(X) − Tr2(Y)∥1 + ∥ Tr1(X) − Tr1(Y)∥1 ≤ 2∥X − Y ∥1.

ᡰԕ f ൘ T(H)кˈ൘䘩㤳数᜿ѹлᱟ䘎㔝ⲴǄ f Ⲵࠨᙗᱟⴤ᧕ਟԕ䇱᰾ⲴǄ

ᐢ⸕ B(Xn) ᱟањᴹ䲀㔤༽オ䰤ˈ㔤数ᱟ n2ˈxix∨j ˈi, j ∈ [n] ᱟᆳⲴа㓴

สǄণ X ∈ B(Xn)ਟԕ߉ᡀ X =
∑n

i=j=1 ai jxix∨j ⲴᖒᔿǄഐ↔ᡁԜਟԕ用 Cn×nᶕ

⺞ᇊ B(Xn)中Ⲵݳ㍐ˈ䘉䟼 X 用 A = [ai j ]ᶕ⺞ᇊǄഐѪ x1, . . . , xnᱟ↓ӔⲴˈ᱃

ᗇ ∥X ∥1 = ∥A∥ =
∑n

i=1 σi(A)Ǆ䛓ቡᱟ䈤ˈ᱐ሴ X → AᱟӾ B(Xn)ࡠ C
n×n Ⲵа

њ਼ᶴǄᴤ㋮⺞ൠˈ᱐ሴ Xn → Cn ᱟањ਼ᶴˈ䘉䟼 Cn 中㮤ਜ਼ањḷ߶Ⲵ޵

〟Ǆ⢩别ൠˈ∥X ∥ = ∥A∥ = σ1(A)Ǆ⌘᜿ࡠ S(Xn)઼ᡰᴹ㠚ޡ䖝⸙䱥㓴ᡀⲴ䳶ਸ

Hn ⊂ Cn×n਼ᶴ S̍+,1(H)∩B(Xn)઼ n× nⲴᇶᓖ⸙䱥㓴ᡀⲴࠨ䳶 Hn,+,1਼ᶴǄ⭡

Xn+1 ⊃ Xn ਟ⸕ˈµn(ρ1, ρ2)ᱟањн໎Ⲵᒿࡇˈᡰԕ µn(ρ1, ρ2)ᆈ൘ᶱ䲀Ǆл䶒

䇮ٷ Tr2 ρ = ρ1,Tr1 ρ = ρ2ǄᡁԜݸ䇱᰾ limn→∞ µn(ρ1, ρ2) = 0Ǆ俆ࠪ߉ݸ ρⲴ䉡

䀓ᖒᔿ࠶

ρ =
∞∑
i=1

λiyiy∨i , ⟨yi, yj⟩ = δi j, i, j ∈ N,
∞∑
i=1

λi = 1, λi ≥ λi+1 ≥ 0, i ∈ N.
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ഐѪ supp ρ ⊆ Xˈᡰԕ yi ∈ Xˈi ∈ NǄԔ PnᱟHкᣅᖡ൘ᆀオ䰤 XnкⲴ↓Ӕ

ᣅᖡǄ䛓Ѹ

PnρPn =
∞∑
i=1

λi(Pnyi)(Pnyi)∨,

∥PnρPn −
N∑
i=1

λi(Pnyi)(Pnyi)∨∥1 = Tr(
∞∑

i=N+1

λi(Pnyi)(Pnyi)∨) ≤
∞∑

i=N+1

λi .

⸕䇮ਟٷ⭡

ρ1 = Tr2 ρ =
∞∑
i=1

λi Tr2(yiy∨i ), ρ2 = Tr1 ρ =
∞∑
i=1

λi Tr1(yiy∨i )

പᇊ ε ∈ (0, 1/4) 䇮ٷ̍
∑N

i=1 λi > 1−εǄ৸⌘᜿ࡠ limn→∞ ∥∑N
i=1 λiPnyi(Pnyi)∨−∑N

i=1 λiyiy∨i ∥1 = 0Ǆ䘹ਆ n > K(ε)֯ᗇ ∥∑N
i=1 λiPnyi(Pnyi)∨ −

∑N
i=1 λiyiy∨i ∥1 < ε2Ǆ

ഐ↔

| Tr(
N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨ −
N∑
i=1

λiyiy∨i )| = | Tr(
N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨) −
N∑
i=1

λi | ≤ ε2.

Ԕ

ρN,n =
1

Tr(
∑N

i=1 λiPnyi(Pnyi)∨)

N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨, ρ̃N,n =
N∑
i=1

λiyiy∨i .

⌘᜿ࡠ䘉ṧᇊѹⲴ ρN,n ∈ S+,1(Xn)Ǆਟԕ᧘ࠪ

∥ρN,n − ρ̃N,n∥1 ≤ ∥
N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨ −
N∑
i=1

λiyiy∨i ∥1 +

∥1 − Tr(
∑N

i=1 λiPnyi(Pnyi)∨)
Tr(

∑N
i=1 λiPnyi(Pnyi)∨)

N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨∥1 ≤

ε2 +
|1 − Tr(

∑N
i=1 λiPnyi(Pnyi)∨)|

Tr(
∑N

i=1 λiPnyi(Pnyi)∨)
∥

N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨∥1.

䘋а↕ൠˈ

∥
N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨∥1 = Tr(
N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨,

|1 − Tr(
N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨)| = | Tr(
∞∑
i=1

λ1yiy∨i −
N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨)| ≤

∥
∞∑
i=1

λ1yiy∨i −
N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨∥1 ≤ ∥
N∑
i=1

λ1yiy∨i −
N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨∥1 +

∥
∞∑

i=N+1

λ1yiy∨i ∥1 ≤ ε2 + ε.
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ഐ↔ ∥ρN,n − ρ̃N,n∥1 ≤ 2ε2 + ϵ < 3εǄᡰԕ

∥ Tr2 ρN,n − ρ1∥1 ≤ ∥ Tr2(ρN,1 − ρ̃N,n)∥1 + ∥
∞∑

i=N+1

λi Tr2(yiy∨i )∥1 ≤

∥ρN,1 − ρ̃N,n∥1 +
∞∑

i=N+1

λi ≤ 3ε + ε = 4ε.

਼⨶ ∥̍ Tr1 ρN,n − ρ2∥1 ≤ 4εǄ䘉䈤᰾Ҷ µn(ρ1, ρ2) ≤ 8ε. ⭡Ҿ ε䘹ਆⲴԫ᜿ᙗ ᡁ̍

Ԝਟԕᗇࠪ limn→∞ µn(ρ1, ρ2) = 0Ǆ

(2)ഐѪᒿࡇ {µn(ρ1, ρ2)}, {εn}᭦ᮋࡠ䴦 ᡰ̍ԕ limn→∞ ∥ρj,n−ρj ∥1 = 0 ሩ̍Ҿ j ∈ [2]

䜭ᡀ・Ǆ □

л䶒ٷݸ䇮 H1 ઼ H2 中ањᱟᴹ䲀㔤ˈањᱟᰐ䲀㔤ਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤Ǆ

䘉⿽ᛵߥлᡁԜⴤ᧕ਟԕ䇱᰾ᇊ⨶Ⲵ࠶ݵᙗᡀ・Ǆ

ᇊ⨶ 3.12. H1 和 H2 是两个可分希尔伯特空间。假设其中 H1 是无限维，H2 是

有限维的。H = H1 ⊗ H2，假设 X ⊂ H 是无限维子空间，xi, i ∈ N 是它得一

组基。假设 ρi ∈ S+,1(Hi), i ∈ [2]。若 µn(ρ1, ρ2), n ∈ N 的定义和引理3.11中相

同，那么存在 ρ ∈ S+,1(H), supp ρ ⊆ X 使得 Tr2 ρ = ρ1,Tr1 ρ = ρ2 当且仅当

limn→∞ µn(ρ1, ρ2) = 0。

证明. ᗵ㾱ᙗᐢ㓿൘ᕅ⨶3.11Ⲵㅜ (1) 䜘࠶䇱᰾ҶǄٷ䇮 limn→∞ µn(ρ1, ρ2) = 0ˈ

Qn ∈ S+,1(Xn), n ∈ NⲴᇊѹ઼ᕅ⨶3.11中Ⲵᇊѹ⴨਼Ǆ䘹ਆ Qnk Ⲵа㓴ᆀࡇᕡ᭦

ᮋࡠ ρ ∈ S+(H)ǄԔ ρ1,nk = Tr2 Qnk, ρ2,nk = Tr1 Qnk ǄഐѪ Hᱟᴹ䲀㔤Ⲵˈ⭡ᕅ

⨶3.3ਟ⸕ ρ1,nk = Tr2 Qnk ᤹➗ᕡᤃᢁ᭦ᮋࡠ Tr2 ρǄᕅ⨶3.11中䇱᰾Ҷ ρ1,n ᤹➗

∥ · ∥1 㤳数᭦ᮋࡠ ρ1ˈഐ↔ Tr2 ρ = ρ1Ǆᡰԕ Tr ρ = Tr ρ1 = 1Ǆ৸ഐѪ ρ2,n ᤹➗

㤳数 ∥ · ∥1 ᭦ᮋࡠ ρ2Ǆ⭡ᕅ⨶3.3ˈਟ⸕ Tr1 ρ ⪯ ρ2ˈ㘼൘䘉䟼 Tr ρ = 1ˈᡰԕᴹ

Tr1 ρ = ρ2Ǆ

л䶒ਚ㾱䇱᰾ supp ρ ⊆ XǄ⌘᜿ࡠ suppQn ⊆ Xn ⊂ XǄԔ z ∈ X ⊥Ǆ䛓Ѹ

Qnz = 0ˈഐ↔ ⟨Qnz, z⟩ = 0ǄഐѪ limk→∞⟨Qnkz, z⟩ = ⟨ρz, z⟩ˈᡰԕ ⟨ρz, z⟩ = 0ˈഐ

↔ ρz = 0ˈᗇࠪ supp ρ ⊆ XǄ □

ѪҶ䇱᰾ H1ˈH2 䜭ᱟᰐ䲀㔤ਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤ⲴᛵߥˈᡁԜ䴰㾱ࠐњᕅ

⨶Ǆ俆ݸӻ㓽㪇名Ⲵ Banach-Saksᇊ⨶ [1]

ᇊ⨶ 3.13. H是一个希尔伯特空间，假设 (xn ∈ H)n∈N在弱拓扑下收敛到 x。那么

存在一个子列 (xn j
)j∈N使得，对这组子列求算术平均数得到的一组新的序列在强
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拓扑下收敛到 x，即

lim
m→∞

1
m

m∑
j=1

xn j
= x.

ࡇ䇮ᴹањᒿٷ {ρn}n∈N ⊂ T1(H)൘ᕡ算ᆀᤃᢁл᭦ᮋࡠ ρ ∈ T1(H)Ǆ䛓ᡁ

Ԝਟ⸕൘ T2(H)中ˈρn
w.t .→ ρҏᡀ・Ǆ൘ㅜҼㄐ䟼ˈᡁԜ⸕䚃൘ T2 オ䰤中ᕡ᭦

ᮋ与ᕡ算ᆀ᭦ᮋᱟа㠤Ⲵˈᒦф T2 オ䰤ᱟањᐼቄ՟⢩オ䰤ˈᡰԕਟԕ൘к䶒

应用 Banach-Saksᇊ⨶Ǆ

ᕅ⨶ 3.14. 设 H是一个希尔伯特空间，若 ρn ∈ T1(H)是一组有界线性算子组成

的序列，且 (ρn)n∈N 在弱算子拓扑下收敛到 ρ。那么存在一组子列 (ρn j
)j∈N 使得

这组子列的算术平均组成的一组新的序列在 T2(H)中强收敛到 ρ，即

lim
m→∞

∥ 1
m

m∑
j=1

ρn j
− ρ∥2 = 0.

ᕅ⨶ 3.15. 若 An ∈ S+,1(H), n ∈ N，且假设 An

w.o.t .→ A ∈ T1(H)。那么

lim
n→∞

∥An − A∥1 = 0 ⇐⇒ lim
n→∞

Tr An = Tr A.

证明. ⌘᜿ࡠˈሩҾ A ∈ S+,1(H)ᡁԜᴹ ∥A∥1 = Tr AǄഐ↔

lim
n→∞

∥An − A∥1 = 0 ⇒ lim
n→∞

∥An∥1 = ∥A∥1 ⇒ lim
n→∞

Tr An = Tr A.

ྲٷ An

w.o.t .→ A ∈ T1(H)ф limn→∞ Tr An = Tr AǄٷ䇮㔃䇪нᡀ・ˈণ {An}

൘㤳数 T1(H)лн᭦ᮋࡠ AǄഐ↔ᆈ൘ ε0 > 0઼ᆀࡇ {Ank }֯ᗇ ∥Ank − A∥1 ≥ ε0
ሩᡰᴹ k ∈ Nᡀ・ǄѪҶ导ࠪ⸋⴮ˈнཡа㡜ᙗˈᡁԜԔ nk = k, k ∈ NǄሩҾ⇿
њ Anڊл䶒䘉ṧⲴཷᔲ࠶٬䀓：

An =
∞∑
i=1

σi(An)gi,ng∨i,n, ⟨gi, gj⟩ = δi j, i, j ∈ N.

⭡ᕅ⨶2.1⸕ˈᆈ൘ањᆀࡇ nk, k ∈ N֯ᗇ

lim
k→∞
σi(Ank ) = σi, gi,nk

w.t .→ gi, ሩҾԫ᜿Ⲵi ∈ N,

A =
∞∑
i=1

σigig∨i .

䘉䟼 {σi} ᱟ䶎䍏单䈳䙂߿Ⲵˈф
∑∞

i=1 σi ≤ lim inf ∥Ank ∥ = Tr AǄഐ↔ ∥gi∥ ≤
1, i ∈ NǄ⭡ᕅ⨶2.1Ⲵ䇱᰾ਟ⸕ˈ

Tr A =
∞∑
i=1

σi∥gi∥2 ≤
∞∑
i=1

σi ≤ Tr A.
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ഐ↔ሩҾ⇿њ σi > 0 ਟ⸕ ∥gi∥ = 1Ǆ⭡ᕅ⨶2.1ਟ⸕ˈሩҾ⇿њ σi > 0 ᴹ

limn→∞ ∥gi,n − gi∥ = 0Ǆ

л䶒ᡁԜ䇱᰾ᴤ䳮Ⲵᛵᖒ：σi > 0 i̍ ∈ NǄ䘹ᇊ ε ∈ (0, 1/8) 䛓̍Ѹᆈ൘ M(ε)

֯ᗇ
M(ε)∑
i=1

σi ≥ (1 − ε)
∞∑
i=1

σi = (1 − ε)Tr A.

ഐ↔
∑∞

i=′M(ε)+1 σi ≤ ε Tr AǄṩᦞٷ䇮 limn→∞ Tr An = Tr Aਟ⸕ᆈ൘ N(ε)֯ᗇሩ

Ҿ n > N(ε)ˈнㅹᔿ Tr An ≤ (1+ ε)Tr Aᡀ・ǄഐѪ limk→∞ σi(Ank ) = σi i̍ ∈ N
ˈᡰԕᆈ൘ N1(ε)֯ᗇሩҾ⇿њ k > N1(ε)нㅹᔿ

|
M(ε)∑
i=1

σi(Ank ) −
M(ε)∑
i=1

σi | ≤
M(ε)∑
i=1

|σi(Ank ) − σi | ≤ ε Tr A

ᡀ・Ǆഐ↔ˈᖃ k > max(N(ε), N1(ε))ᰦ

M(ε)∑
i=1

σi(Ank ) ≥ (1 − 2ε)Tr A,

∞∑
i=M(ε)+1

σi(Ank ) ≤ 3ε Tr A.

ᡁԜ用 ∥Ank − A∥1൘ n > max(N(ε), N1(ε))ᰦˈՠ计ᗇࡠ：

∥Ank − A∥1 = ∥
∞∑
i=1

σi(Ank )gi,nkg∨i,nk −
∞∑
i=1

σigig∨i ∥1 ≤

M(ε)∑
i=1

∥σi(Ank )gi,nkg∨i,nk − σigig
∨
i ∥1 +

∞∑
i=M(ε)+1

∥σi(Ank )gi,nkg∨i,nk ∥1 +
∞∑

i=M(ε)+1

∥σigig∨i ∥1 ≤

M(ε)∑
i=1

∥σi(Ank )gi,nkg∨i,nk − σigig
∨
i ∥1 +

∞∑
i=M(ε)+1

σi(Ank ) +
∞∑

i=M(ε)+1

σi ≤

M(ε)∑
i=1

∥σi(Ank )gi,nkg∨i,nk − σigig
∨
i ∥1 + 4ε Tr A.

ሩҾԫ᜿ањ i ∈ Nˈㅹᔿ

lim
k→∞

∥σi(Ank )gi,nkg∨i,nk − σigig
∨
i ∥1 = 0

ᡀ・Ǆࠪ߉ᔿᆀ

σi(Ank )gi,nkg∨i,nk − σigig
∨
i =

(σi(Ank ) − σi)gi,nkg∨i,nk + σi(A)(gi,nk − gi)g∨i,n + σi(A)gi(g∨i,nk − g∨i )
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ᡁԜ⧠൘ਟԕ䈤ˈ⇿ањк䶒Ⲵ࣐数䜭൘ ∥ · ∥1㤳数л䎻ੁҾ 0Ǆ俆ݸ ∥̍xy∨∥1 =

∥x∥∥y∥Ǆަ⅑ˈ

lim
k→∞

|σi(Ank )) − σi | = 0, lim
k→∞

∥gi,nk − gi∥ = 0ሩҾᡰᴹi ∈ N.

ഐ↔ᆈ൘ N2(ε) > max(N(ε), N1(ε))֯ᗇሩᡰᴹ k > N2(ε)нㅹᔿ

M(ε)∑
i=1

∥σi(Ank )gi,nkg∨i,nk − σigig
∨
i ∥1 ≤ ε Tr A.

ᡀ・Ǆᢺк䶒Ⲵᡰᴹᔿᆀ㚄系䎧ᶕ㘳㲁ˈਟԕ᧘ࠪ ∥Ank − A∥ ≤ 5ε Tr Aሩᡰᴹ

k > N2(ε)ᡀ・Ǆ䘹ᤙ ε <
ε0

5Tr Aˈ与ᡁԜⲴٷ䇮 ∥Ak − A∥1 ≥ ε0ˈk ∈ N⴨ӂ⸋

⴮Ǆ □

ᕅ⨶ 3.16. H是一个可分的希尔伯特空间，A ∈ S(H) ∪ T(H)是一个自伴随的算

子，它的奇异值为 σi(A), i ∈ N，对角线上的元素为 di, i ∈ N (在H的任意一组基

下)。那么
∞∑
i=1

|di | ≤
∞∑
i=1

σi(A).

证明. ᡁԜ൘HⲴа㓴പᇊⲴสлˈ㘳㲁 B(H)中算ᆀⲴሩ䀂㓯кݳ㍐ǄሩҾḀ

ањ算ᆀ Cˈᢺ CⲴ⢩ᖱ٬઼ཷᔲ٬䇠Ѫ λi(C)�σi(C)ǄԔ Bᱟањ䇙 ABⲴሩ

䀂㓯ݳ㍐䜭ਈᡀ䶎䍏Ⲵ算ᆀˈф B ᱟањሩ䀂⸙䱥ˈሩ䀂㓯кݳ㍐ਚਆ 1ᡆ者

−1ˈᡰԕ BB = IdHǄ(AB)∗ = B∗A∗ = BAˈᡰԕ AB(AB)∗ = ABBA = AA = AA∗ˈ

⭡↔ਟᗇ
∑∞

i=1 σi(A) =
∑∞

i=1 σi(AB)Ǆᡰԕ

∞∑
i=1

|di | = Tr(AB) ≤
∞∑
i=1

|λi(AB)| ≤
∞∑
i=1

σi(AB) =
∞∑
i=1

σi(A).

□

ᕅ⨶ 3.17. 令H = H1 ⊗H2，这里H1和H2是无限维可分希尔伯特空间。假如我

们有一个有界的序列 ρn ∈ S1,+(H), n ∈ N在弱拓扑下收敛到 ρ ∈ S+(H)，且满足

下面两个条件

lim
n→∞

∥ Tr1 ρn − ρ2∥1 = 0, ρ2 ∈ S1,+(H2),

lim
n→∞

∥ Tr2 ρn − ρ1∥1 = 0, ρ1 ∈ S1,+(H1).

那么我们可以推出 Trp ρ = ρq，这里 {p, q} = {1, 2}。进一步地，可以得到 ρn 在
∥ · ∥1下收敛到 ρ，即

lim
n→∞

∥ρn − ρ∥1 = 0.
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证明. ṩᦞᕅ⨶3.14ˈᡁԜᢺᒿࡇ ρn, n ∈ NᴯᦒѪ ρ̂n, n ∈ Nˈ䘉ᱟ ρn, n ∈ NⲴḀ

њᆀࡇⲴ算术ᒣ൷ˈ֯ᗇ

lim
n→∞

∥ ρ̂n − ρ∥2 = 0.

᱃⸕ Tr1 ρ̂n઼ Tr2 ρ̂n൘䘩㤳数л䘈ᱟ᭦ᮋࡠ ρ2઼ ρ1Ǆ

䀓ᖒᔿ࠶䇮ᡁԜᴹ䉡ٷ

ρ̂n =
∞∑
i=1

λi,nxi,nx∨i,n, {λi,n} ↘ 0, ⟨xi,n, xj,n⟩ = δi j,Tr ρ̂n =
∞∑
i=1

λi,n,

ρ =
∞∑
i=1

λixix∨i , {λi} ↘ 0, ⟨xi, xj⟩ = δi j,Tr ρ =
∞∑
i=1

λi .

⭡ᕅ⨶2.4ਟ⸕ limn→∞ λi,n = λi ሩᡰᴹ i ∈ Nᡀ・Ǆਖཆˈ通䗷ਆа⅑ᆀࡇ
ρ̂nˈᡁԜਟԕٷ䇮 limn→∞ ∥xi,n − xi∥ = 0ሩᡰᴹⲴ λi > 0䜭ᡀ・Ǆ

л䶒ᡁԜ㾱䇱᰾ Tr2 ρ = ρ1ˈTr1 ρ = ρ2Ǆ

ㅜа↕ˈᡁԜ䇱᰾ ρ′2 = ρ2 − Tr1 ρ ∈ T+(H), ρ′1 = ρ1 − Tr2 ρ ∈ T+(H)Ǆ

ṩᦞᕅ⨶3.3ਟ⸕

ρ′2 = ρ2 − Tr1 ρ ⪰ 0,

ρ′1 = ρ1 − Tr2 ρ ⪰ 0.

ṩᦞᕅ⨶3.2ˈTr1 ρᱟ䘩类算ᆀˈഐ↔ᡁԜᗇࡠ

ρ′2 = ρ2 − Tr1 ρ ∈ T+(H).

਼ṧⲴˈᡁԜਟԕ䇱᰾

ρ′1 = ρ1 − Tr2 ρ ∈ T+(H).

㘳㲁 ρ′1઼ ρ
′
2Ⲵ䉡࠶䀓ᖒᔿ：

ρ′1 =
∞∑
i=1

σi,1gig∨i , {σi,1 ≥ 0} ↘ 0, ⟨gi, gj⟩ = δi j,Tr ρ′1 =
∞∑
i=1

σi,1,

ρ′2 =
∞∑
i=1

σi,2fif∨i , {σi,2 ≥ 0} ↘ 0, ⟨fi, fj⟩ = δi j,Tr ρ′2 =
∞∑
i=1

σi,2.

䇮ٷ ρ′1, ρ
′
2䜭нㅹҾ 0ˈ䛓Ѹᆈ൘ δ > 0ˈ֯ᗇ

σ1,1 > δ, σ1,2 > δ. (3.27)
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л䶒ᡁԜሶ⭡↔ᗇࡠањ⸋⴮Ǆ

ㅜҼ↕ˈ㔉ᇊ ε = o(δ)ˈ䘹ᤙањਸ䘲Ⲵ N ֯ᗇ ∥ ρ̃′N1 ∥1 < εˈ∥ ρ̃′N2 ∥1 < εǄ

Ԕ

ρ′N1 =
N∑
i=1

σi,1gig∨i , ρ̃′N1 =
∞∑

i=N+1

σi,1gig∨i ,

ρ′N2 =
N∑
i=1

σi,2fif∨i , ρ̃′N2 =
∞∑

i=N+1

σi,2fif∨i .

ഐѪ ρ′1, ρ
′
2 ∈ T+(H)ˈሩҾањ㔉ᇊⲴ ε = o(δ)ˈᆈ൘ N(ε)ˈ֯ᗇ

∥ ρ̃′N1 ∥1 < ε, ∥ ρ̃′N2 ∥1 < ε. (3.28)

ሩҾањ㔉ᇊⲴ ε = o(δ)ˈ൘䘉䟼പᇊ Nˈл䶒Ⲵ䇱᰾中 N Ⲵ٬н޽ਈॆǄ

ㅜй↕ ሩ̍Ҿк䶒㔉ᇊⲴ ε = o(δ) 䘹̍ᤙањm > Nˈ֯ ᗇ᱐ሴ Rm = Pm⊗Qm

┑䏣 ∥RmρRm − ρ∥1 < εǄ

Ԕ H̃1, H̃2ᱟ⭡ᡰᴹ gi, fiᕐᡀⲴᆀオ䰤Ⲵ䰝व Ԕ̍ Ĥiᱟ H̃i, i ∈ [2]൘H中Ⲵ

↓Ӕ㺕オ䰤Ǆ䘹ਆ Ĥ1ˈĤ2ᱟᰐ䲀㔤ᆀオ䰤фᴹа㓴↓Ӕส䇠Ѫ ĝiˈ઼ f̂i, i ∈ NǄ

H1,H2Ⲵа㓴↓Ӕสˈ䇠Ѫ

{e1,1, . . . , en,1, . . .}, {ei,2, . . . , en,2, . . .} (3.29)

e2i−1,1 = gi, e2i,1 = ĝi, e2i−1,2 = fi, e2i,2 = f̂i, 1 ≤ i ≤ N .

Ԕ Pm ઼ Qm ᱟ span(e1,1, . . . , e2m,1) ⊂ H1 ઼ span(e1,2, . . . , e2m,2) ⊂ H2 кⲴ↓

ӔᣅᖡˈRm = Pm ⊗ QmǄ

⌘᜿ࡠ

lim
m→∞

∥RmρRm − ρ∥1 = 0.

ሩҾࡽ䶒㔉ᇊⲴ ε ਟ̍ԕ䘹ਆањ L(ε) > Nˈ֯ ᗇሩҾԫ᜿Ⲵ m > L(ε) > N ᡁ̍

Ԝਟԕ᧘ࠪ

∥RmρRm − ρ∥1 < ε. (3.30)

൘䘉䟼ਆᇊањ m > L(ε)֯ᗇ m > N ф ∥RmρRm − ρ∥1 < εǄ

ㅜഋ↕ ሩ̍ҾപᇊⲴ N m̍ ᡁ̍Ԝ䇱᰾ᖃ nᖸབྷⲴᰦى ∥̍ Tr1(ρ̂n−Rm ρ̂nRm)−
ρ′N2 ∥1 ≤ 4ε, ∥ Tr2(ρ̂n − Rm ρ̂nRm) − ρ′N1 ∥1 ≤ 4ε.
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ഐѪ limn→∞ ∥ ρ̂n − ρ∥2 = 0ˈᡰԕ

∥Rm(ρ̂n − ρ)Rm∥2 ≤ ∥Rm∥∥ ρ̂n − ρ∥2∥Rm∥ ≤ ∥ ρ̂n − ρ∥2.

ഐ↔

lim
n→∞

∥Rm ρ̂nRm − RmρRm∥2 = 0.

ሩҾк䶒㔉ᇊⲴ ε઼ mˈᡁԜਟԕਆањ K1(ε,m)ˈᖃ n > K1(ε,m)ᰦˈᡁ

Ԝਟԕᗇࡠ

∥Rm ρ̂nRm − RmρRm∥2 <
ε

m
.

⌘᜿ࡠ Rm ρ̂nRm઼ RmρRmᱟ൘オ䰤 (PmH1) ⊗ (QmH2)к䶒ᇊѹⲴˈ䘉ᱟањᴹ

䲀㔤Ⲵオ䰤ˈഐ↔ᡁԜਟԕ᧘ࠪ

∥Rm ρ̂nRm − RmρRm∥1 ≤ m∥Rm ρ̂nRm − RmρRm∥2 ≤ ε.

ṩᦞ3.2(2)ਟ⸕

∥ Tr1(Rm ρ̂nRm) − Tr1(RmρRm)∥1 ≤ ∥Rm ρ̂nRm − RmρRm∥1 ≤ ε.

ਖཆˈᡁԜ⭡ᶑԦ Tr1 ρ̂n൘ ∥ · ∥1л᭦ᮋࡠ ρ2ˈᡰԕᡁԜਟԕ䘹ਆ K2(ε)ˈᖃ

n > K2(ε)ᰦˈਟᗇ

∥ Tr1 ρ̂n − ρ2∥1 ≤ ε.

ᖃ n > max{K1(ε,m),K2(ε)}ᰦˈᡁԜਟԕᗇࡠ

∥ Tr1(ρ̂n − Rm ρ̂nRm) − (ρ2 − Tr1(RmρRm))∥1 ≤ 2ε. (3.31)

ṩᦞᔿᆀ (3.30)ਟ⸕

∥ Tr1(RmρRm) − Tr1 ρ∥1 ≤ ∥RmρRm − ρ∥1 < ε.

ᡁԜ用 Tr1 ρᶕᴯᦒ (3.31)ᔿ中Ⲵ Tr1(RmρRm)ਟᗇ

∥ Tr1(ρ̂n − Rm ρ̂nRm) − (ρ2 − Tr1 ρ)∥1 ≤ 3ε.

৸ഐѪ ρ′2 = ρ2 − Tr1 ρ = ρ′N2 + ρ̃′N2 ˈ⭡ (3.28)ᔿˈਟ⸕

∥ Tr1(ρ̂n − Rm ρ̂nRm) − ρ′N2 ∥1 ≤ 4ε. (3.32)
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਼ṧਟԕ䇱᰾

∥ Tr2(ρ̂n − Rm ρ̂nRm) − ρ′N1 ∥1 ≤ 4ε. (3.33)

ㅜӄ↕ˈᡁԜ䇱᰾Ҷ (3.32), (3.33)нਟԕ਼ᰦ㻛┑䏣Ǆ

л߉ ρ̂nⲴ䉡࠶䀓ᖒᔿ:

ρ̂n =
∞∑
i=1

λi,nxi,nx∨i,n, {λi,n} ↘ 0, ⟨xi,n, xj,n⟩ = δi j,Tr ρ̂n =
∞∑
i=1

λi,n,

䘉䟼 xi,n ∈ H1 ⊗ H2, λi,n ≥ 0Ǆ用 (3.29)ᔿ中ᇊѹⲴH1,H2ⲴสˈᡁԜਟԕࠪ߉

xi,n =
∞∑

p,q=1

µi,np,qep,1 ⊗ eq,2.

ਟԕᗇࡠ

λi,nxi,nx∨i,n = λi,n(
∞∑

p,q=1

µi,np,qep,1 ⊗ eq,2)(
∞∑

p,q=1

µi,np,qep,1 ⊗ eq,2)∨

= λi,n

(
∞∑

p,q,r,v

µi,np,q µ̄
i,n
r,v(ep,1 ⊗ eq,2)(er,1 ⊗ ev,2)∨

)
.

ণ

ρ̂n =
∞∑
i=1

λi,n

(
∞∑

p,q,r,v=1

µi,np,q µ̄
i,n
r,v(ep,1 ⊗ eq,2)(er,1 ⊗ ev,2)∨

)
,

ρ̂n − Pm ρ̂nPm =
∞∑
i=1

λi,n

(
∞∑

p,q,r,v=1

µi,np,q µ̄
i,n
r,v(ep,1 ⊗ eq,2)(er,1 ⊗ ev,2)∨

)
−

∞∑
i=1

λi,n

(
m∑

p,q,r,v=1

µi,np,q µ̄
i,n
r,v(ep,1 ⊗ eq,2)(er,1 ⊗ ev,2)∨

)
ഐ↔ˈᡁԜᴹ

Tr1(xi,nx∨i,n) =
∑
p,q,v

µi,np,q µ̄
i,n
p,veq,2e∨v,2,

Tr1 ρ̂n =
∞∑
i=1

λi,n(
∑
p,q,v

µi,np,q µ̄
i,n
p,veq,2e∨v,2)

=
∞∑

q,v=1

(
(

∞∑
i=1

∞∑
p=1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,v)eq,2, e∨v,2

)
Tr1(ρ̂n − Pm ρ̂nPm) =

∞∑
q,v=1

(
(

∞∑
i=1

∞∑
p=1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,v)eq,2, e∨v,2

)
−

m∑
q,v=1

(
(

∞∑
i=1

m∑
p=1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,v)eq,2, e∨v,2

)
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ࠪ߉ Tr1(ρ̂n − Pm ρ̂nPm)Ⲵሩ䀂㓯кⲴݳ㍐ˈਟᗇ

m∑
q=1

∞∑
i=1

∞∑
p=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q +

∞∑
q=m+1

∞∑
i=1

∞∑
p=1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q (3.34)

ᖃ m, N 㻛䘹ᇊԕਾˈᖃ n > max{K1(ε,m),K2(ε)}ᰦˈṩᦞ (3.32)ˈਟ⸕

∥ Tr1(ρ̂n − Pm ρ̂nPm) − ρ′N2 ∥1 ≤ 4ε.

л߉ Tr1(ρ̂n − Pm ρ̂nPm) − ρ′N2 Ⲵሩ䀂㓯кݳ㍐ˈṩᦞᕅ⨶3.16ˈሩ䀂㓯кݳ㍐Ⲵ

㔍ሩ٬ਟԕ用ᆳⲴཷᔲ٬ᶕ䲀ࡦˈণ：

N∑
q=1

|
∞∑
i=1

∞∑
p=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q − σq,2 | +

m∑
q=N+1

∞∑
i=1

∞∑
p=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q (3.35)

+
∞∑

q=m+1

∞∑
i=1

∞∑
p=1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q ≤ 4ε,

⭡ λi,n ≥ 0ਟ⸕
m∑

q=N+1

∞∑
i=1

∞∑
p=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q ≥ 0,

∞∑
q=m+1

∞∑
i=1

∞∑
p=1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q ≥ 0.

ṩᦞ (3.35)ᔿˈਟᗇ

N∑
q=1

|
∞∑
i=1

∞∑
p=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q − σq,2 | ≤ 4ε. (3.36)

਼ṧਟԕ䇱᰾
N∑

p=1

|
∞∑
i=1

∞∑
q=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q − σp,1 | ≤ 4ε. (3.37)

䘋а↕ⲴˈᡁԜᴹ ����� N∑
p=1

∞∑
i=1

∞∑
q=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q −

N∑
p=1

σp,1

�����
≤

N∑
p=1

|
∞∑
i=1

∞∑
q=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q − σp,1 |

≤ 4ε.

ṩᦞᔿᆀ (3.27)ˈਟ⸕
N∑

p=1

σp,1 > δ.
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ഐ↔

N∑
p=1

∞∑
i=1

∞∑
q=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q ≥ δ − 4ε. (3.38)

എ亮ᔿᆀ (3.35)

N∑
q=1

|
∞∑
i=1

∞∑
p=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q − σq,2 | +

m∑
q=N+1

∞∑
i=1

∞∑
p=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q

+
∞∑

q=m+1

∞∑
i=1

N∑
p=1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q +

∞∑
q=m+1

∞∑
i=1

∞∑
p=N+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q ≤ 4ε.

նᱟṩᦞᔿᆀ (3.38)ˈਟ⸕
N∑

q=1

|
∞∑
i=1

∞∑
p=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q − σq,2 | +

m∑
q=N+1

∞∑
i=1

∞∑
p=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q

+
∞∑

q=m+1

∞∑
i=1

N∑
p=1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q +

∞∑
q=m+1

∞∑
i=1

∞∑
p=N+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q ≥ δ − 4ε.

ഐѪ ε = o(δ)ˈྲ᷌ਆ ε < δ
8 Ⲵ䈍ˈቡਟԕ导ࠪ⸋⴮Ǆ

ᡰԕᡁԜᴹ ρ′1 ᡆ者 ρ
′
2 ㅹҾ 0Ǆ਼ᰦ⌘᜿ࡠ Tr ρ = Tr1 Tr2 ρ = Tr2 Tr1 ρˈᡰ

ԕ Tr ρ′1 = Tr ρ′2Ǆഐ↔ˈྲ᷌ ρ′1ᡆ者 ρ′2ㅹҾ 0ˈ䛓Ѹєњ ρ′1઼ ρ′2䜭ㅹҾ䴦ˈণ

Trp ρ = ρqˈ䘉䟼 {p, q} = {1, 2}.

ㅜޝ↕ˈ用ᕅ⨶3.15䇱᰾ ρn᤹ ∥ · ∥1᭦ᮋࡠ ρǄ

⭡ Tr1 ρ = ρ2ਟ⸕

lim
n→∞

| Tr ρn − Tr ρ| = lim
n→∞

| Tr2(Tr1 ρn − ρ2)| ≤ lim
n→∞

∥ Tr1 ρn − ρ2∥1 = 0

ഐ↔ˈ

lim
n→∞

Tr ρn = Tr ρ.

ṩᦞᕅ⨶3.15ਟ⸕ ρn൘䘩㤳数л᭦ᮋࡠ ρˈণ

lim
n→∞

∥ρn − ρ∥1 = 0.

□

⭡䘉Ӌᕅ⨶ˈᡁԜਟԕ䇱᰾ᖃH1઼H2ᱟєњᰐ䲀㔤ਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤ᰦˈ

䟿ᆀ Strassenᇊ⨶Ⲵ࠶ݵᙗҏᡀ・Ǆ
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ᇊ⨶ 3.18 (ᰐ䲀㔤䟿ᆀ Strassen ᇊ⨶). H1 和 H2 是两个无限维可分希尔伯特空

间。H = H1 ⊗H2，假设 X ⊂ H是无限维子空间，xi, i ∈ N是它的一组基。假设
ρi ∈ S+,1(Hi), i ∈ [2]。若 µn(ρ1, ρ2), n ∈ N的定义和引理3.11中相同，那么存在 ρ ∈
S+,1(H), supp ρ ⊆ X 使得 Tr2 ρ = ρ1,Tr1 ρ = ρ2当且仅当 limn→∞ µn(ρ1, ρ2) = 0。

证明. ᗵ㾱ᙗᐢ㓿൘ᕅ⨶3.11Ⲵㅜ˄1˅䜘࠶䇱᰾ҶǄٷ䇮 limn→∞ µn(ρ1, ρ2) = 0ˈ

Qn ∈ S+,1(Xn), n ∈ NⲴᇊѹ઼ᕅ⨶3.11中Ⲵᇊѹ⴨਼Ǆ䘹ਆ Qnk Ⲵа㓴ᆀࡇᕡ᭦

ᮋࡠ ρ ∈ S+(H)ǄԔ ρ1,nk = Tr2 Qnk, ρ2,nk = Tr1 Qnk Ǆᕅ⨶3.11䇱᰾Ҷ ρ1,nk ᤹➗㤳

数 ∥ · ∥1᭦ᮋࡠ ρ1ˈρ2,nk ᤹➗㤳数 ∥ · ∥1᭦ᮋࡠ ρ2Ǆ⭡ᕅ⨶3.17,ਟᗇ Tr1 ρ = ρ2ˈ

Tr2 ρ = ρ1Ǆ

л䶒ਚ㾱䇱᰾ supp ρ ⊆ XǄ⌘᜿ࡠ suppQn ⊆ Xn ⊂ XǄԔ z ∈ X ⊥Ǆ䛓Ѹ

Qnz = 0ˈഐ↔ ⟨Qnz, z⟩ = 0ǄഐѪ limk→∞⟨Qnkz, z⟩ = ⟨ρz, z⟩ˈᡰԕ ⟨ρz, z⟩ = 0ˈᡰ

ԕ ρz = 0ˈ᧘ࠪ supp ρ ⊆ XǄ □

ֻ 3.2. 䇮ٷ ρᱟH中ањᇶᓖ算ᆀˈ䛓Ѹਟԕࠪ߉ ρⲴ䉡࠶䀓ᖒᔿѪ

ρ =
∞∑
i=1

λiyiy∨i .

൘䘉䟼
∑∞

i=1 λi = 1ˈф⇿ањ λi > 0ˈyi, yj, i , j ӂ⴨↓Ӕˈф⁑Ѫ 1ǄԔ

H ⊗ H中Ⲵᆀオ䰤 X ᇊѹѪ X = span{yi ⊗ yi}, i ∈ Nˈࡉ X ᱟH ⊗ H中Ⲵањ

ᰐ䲀㔤ᆀオ䰤Ǆᱟ੖ᆈ൘䟿ᆀᨀॷ ρX #ρ?

ਆ X 中а㓴↓ӔสѪ xi = yi ⊗ yiˈԔ Xn = span{yi ⊗ yi}, i ∈ {1, . . . , n}Ǆ⭡

↔ਟ⸕ B(Xn) = span{(yi ⊗ yi)(yj ⊗ yj)∨}, i, j ≤ nǄ㔉ࠪ f (L)Ⲵᇊѹ：

f (L) = ∥ Tr2 L − ρ∥1 + ∥ Tr1 L − ρ∥1.

㔉ࠪᡁԜᇊѹⲴࠨՈॆ䰞仈

µn(ρ, ρ) = min{ f (X), X ∈ S+,1(H ⊗ H) ∩ B(Xn)}.

ᖃ n = k, k ∈ NᰦˈB(Xk) = {(yi ⊗ yi)(yj ⊗ yj)∨}, i, j ≤ kˈԫਆ Xk ∈ B(Xk)ˈ

ࡉ f (Xk) = ∥ Tr2 Xk − ρ∥1 + ∥ Tr1 Xk − ρ∥1Ǆ৸ഐѪ

Tr2 Xk −
k∑

i=1

λiyiy∨i ∈ span{ypy∨q}, p ≤ k, q ≤ k .
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ᡰԕ

∥ Tr2 Xk − ρ∥1 = ∥ Tr2 Xk −
k∑

i=1

λiyiy∨i ∥1 + ∥
∞∑

i=k+1

λiyiy∨i ∥1 ≥ ∥
∞∑

i=k+1

λiyiy∨i ∥1.

਼⨶ਟԕ䇱᰾ ∥ Tr1 Xk − ρ∥1 ≥ ∥∑∞
i=k+1 λiyiy∨i ∥1Ǆഐ↔ਟ⸕ᖃ Xk =

∑k
i=1 λi(yi ⊗

yi)(yi ⊗ yi)∨ᰦˈ f (Xk)ਆࡠᴰሿ٬ˈᡰԕ

µk(ρ, ρ) = 2∥
∞∑

i=k+1

λiyiy∨i ∥1 = 2
∞∑

i=k+1

λi .

ഐѪ ρᱟ䘩类算ᆀˈᡰԕਟ⸕ᖃ n → ∞ᰦˈµn(ρ, ρ) → 0ˈф Xn

w.o.t .→ X =∑∞
i=1 λi(yi ⊗ yi)(yi ⊗ yi)∨ˈᡰԕ X ᱟ ρX #ρⲴањ䇱ᦞǄ

ᇩ᱃傼䇱ˈsupp X ⊂ XˈTr1 X = ρ,Tr2 X = ρǄᡰԕ X ⺞ᇎᱟ ρX #ρⲴањ

䇱ᦞǄ
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ㅢ 4ㄖ 㔉论фኋᵑ

4.1 ᙱ㔉

ᵜ᮷研究䟿ᆀ Strassenᇊ⨶൘ᰐ䲀㔤Ⲵ᧘ᒯǄᡁԜ㔉ࠪҶᰐ䲀㔤ਟ࠶ᐼቄ՟

⢩オ䰤中ᇶᓖ算ᆀǃ䜘࠶䘩ㅹⲴᇊѹǄᒦ用ᣅᖡˈॺ↓ᇊՈॆ઼ࠨՈॆㅹᯩ⌅ˈ

㔉ࠪᒦ䇱᰾Ҷ䟿ᆀᨀॷ൘ᰐ䲀㔤ਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤中ᆈ൘Ⲵ࠶ݵᗵ㾱ᶑԦǄ

൘ㅜ 2ㄐ中 ᡁ̍Ԝ俆ݸӻ㓽Ҷਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤中算ᆀⲴаӋᙗ䍘 䇘̍䇪Ҷ

ᕡ᭦ᮋǃᕡ算ᆀ᭦ᮋ൘н਼㤳数ᇊѹлⲴ४别ˈ䘈ӻ㓽Ҷᕪ᭦ᮋⲴ⴨ޣᙗ䍘Ǆ❦

ਾ类∄Ҿᾲ⦷䇪中Ⲵᾲ⦷㙖ਸ઼ᨀॷ ᕅ̍ޕҶ䟿ᆀ㙖ਸ઼䟿ᆀᨀॷⲴᾲᘥ ᒦ̍ሶ

Strassenᇊ⨶᧘ᒯࡠҶᰐ䲀㔤䟿ᆀ Strassenᇊ⨶Ǆ

൘ㅜ 3ㄐ中ˈᡁԜӻ㓽Ҷਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤Ⲵᕐ䟿〟ˈᇊѹҶ䜘࠶䘩ˈᒦф

䇱᰾Ҷ൘ਟ࠶ᐼቄ՟⢩オ䰤中䜘࠶䘩与ਆᶱ䲀ਟӔᦒᖃфӵᖃオ䰤Ⲵ㔤数ᱟᴹ

䲀ⲴǄสҾ䘉ṧⲴᙗ䍘 ᡁ̍Ԝ㘳㲁㠣ቁањᐼቄ՟⢩オ䰤ᱟᰐ䲀㔤ᰦⲴᰐ䲀㔤䟿

ᆀ Stassenᇊ⨶Ǆᖃ支᫁䳶ᱟᴹ䲀㔤ⲴᛵᖒˈᡁԜᢺ䟿ᆀᨀॷ䰞仈䖜ॆѪॺ↓ᇊ

Ոॆ䰞仈ˈਚ㾱傼䇱䘉њՈॆ䰞仈Ⲵ䀓ᱟ੖ㅹҾ 1ˈቡਟԕࡔᯝ䟿ᆀᨀॷᱟ੖ᆈ

൘Ǆᖃ支᫁䳶ᱟᰐ䲀㔤ⲴᛵᖒˈᡁԜሶ䟿ᆀᨀॷ䰞仈䖜ॆѪа系ࠨࡇՈॆⲴ䰞

仈ˈ通䗷傼䇱ࠨՈॆ䰞仈䀓Ⲵᶱ䲀ᱟ੖ㅹҾ 0ˈᶕࡔᯝ䟿ᆀᨀॷᱟ੖ᆈ൘Ǆ⢩别

ൠ ᡁ̍ԜሩҾањオ䰤ᱟᴹ䲀㔤 а̍њオ䰤ᱟᰐ䲀㔤Ⲵ⢩↺ᛵᖒ㔉ࠪҶањ䖳Ѫ

ㆰ单Ⲵ䇱᰾ǄሩҾа㡜Ⲵᰐ䲀㔤ᛵᖒˈᡁԜสҾ Banach-Saksᕅ⨶ˈ䘀用ᣅᖡㅹ

技ᐗˈ䇱᰾Ҷањᴹ⭼㓯ᙗ算ᆀᶴᡀⲴᒿࡇˈᖃᆳⲴ䜘࠶䘩┑䏣ḀӋᶑԦˈ䈕ᒿ

➗Պ᤹ࡇ ∥ · ∥1᭦ᮋǄ⭡↔䇱᰾ᰐ䲀㔤Ⲵ䟿ᆀ Strassenᇊ⨶Ǆ

4.2 ᵠᶛᐛ֒фኋᵑ

䟿ᆀ㙖ਸ઼ᨀॷ൘䟿ᆀ⨶䇪中ᴹᒯ⌋Ⲵ应用 ᰐ̍䲀㔤䟿ᆀ Strassenᇊ⨶䈤᰾

Ҷ䟿ᆀ㙖ਸ઼䟿ᆀᨀॷⲴᇊѹ൘ᰐ䲀㔤ҏᱟਸ⨶ⲴǄ൘ᾲ⦷䇪中 ᾲ̍⦷㙖ਸ઼ᨀ

ॷᑨ用ᶕ∄䖳єњᾲ⦷࠶ᐳѻ䰤Ⲵޣ系 ሩ̍应ൠ 䟿̍ᆀ㙖ਸ઼ᨀॷҏਟԕ用ᶕ∄

䖳єњ䟿ᆀ〻ᒿѻ䰤Ⲵޣ系 䘉̍ሶѪ䟿ᆀ〻ᒿ傼䇱ᑖᶕᖸབྷⲴ࡙ׯ ᱟ̍Ӻਾањ

䟽㾱研究ᯩੁǄһᇎкˈᾲ⦷㙖ਸҏ㓿ᑨ应用Ҿн਼࠶ᐳѻ䰤䐍⿫Ⲵՠ算ˈᒦ⭡

↔ਁኅࠪ䇨ཊ用Ҿ᷀࠶算⌅᭦ᮋ䙏ᓖⲴ技术Ǆሩ应ൠˈ䟿ᆀ㙖ਸⲴ技术ˈҏਟԕ

用Ҿ᷀࠶䟿ᆀMarkov䬮ᡆ䜘࠶䟿ᆀ算⌅Ⲵ᭦ᮋᙗǄ

Hsu[10]ሩҾ䘁լᾲ⦷㙖ਸڊҶབྷ䟿Ⲵ研究ˈᒦ用䘉њᯩ⌅ሩ〻ᒿᐞ࠶䳀⿱
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