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Abstract

Abstract

Strassen (1965) gave necessary and sufficient conditions on the existence of a

probability distribution on Cartesian product of two sets with given support and two

marginals. There is a simple and natural correspondence between probability theory

and quantum theory, a density operator is a quantum analog of a probability distribu-

tion, partial traces of the density operators are analog of marginals, tensor product is

analog of Cartesian product, and more. The aim of this thesis is to give the necessary

and sufficient conditions on the existence of a density operator on the tensor product of

two separable Hilbert spaces with given support and partial trace, where at least one of

the Hilbert spaces is infinite dimensional, which is called infinite dimensional quantum

Strassen theorem.

Finite Strassen theorem is reduced to a linear programming problem which can

be solved using flow theory. Finite dimensional quantum Strassen theorem has been

given and proved by L.Zhou, S.Ying, N.Yu and M.Ying(2018). The main contribution

of this thesis is the generalization of quantum Strassen theorem to infinite dimensional

case. We project the support to a finite dimensional subspace, then thansfer the problem

to a set of convex optimization problems. We prove that the necessary and sufficient

condition on the existence of quantum lifting is that the limit of solutions of these convex

optimization problems is 0. One can use an interior method to find the minimum of

each convex optimization problem in polynomial time within a given precision, then

determine whether a witness of the quantum lifting exists or not by checking the limit

of the minima. When the dimension of the given support is finite, we turn this problem

to a sequence of SDP problems. One can check the limit of solutions of these SDP

problems to judge whether a witness of the quantum lifting exists or not.

Keywords: quantum coupling, quantum lifting, quantum Strassen theorem, separable

Hilbert space, weak convergence, convex optimization, SDP
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1

1

1.1

µ Ω = [m]× [n] m, n 数

[m] = {1, . . . ,m} Ω (sub-distribution) m × n

A = [ai j ] ∈ Rm×n
+ 1 1

(distribution) 1m = (1, . . . , 1)⊤ ∈ Rm

marginal ：µ1 = A1n µ2 = A⊤1m [m] [n] 应 µ

支 (support) supp µ (bipartite graph)G = (V, E)

V = [m] ∪ [n] E = {(i, j), i ∈ [m], j ∈ [n], ai j > 0}

：

问题 1.1. [m] [n] µ1 µ2 [m] × [n]

µ 支 G = ([m] ∪ [n], E)中

µ1 µ2

(combinatorial optimization)[3] 用

(flow theorem) [5] (compact metric spaces)

Borel σ- 数 Strassen [16] 1.1

Strassen Strassen 1.1

ε ≥ 0 [16, 11]

[18]中 1.1

应 H 数 (inner product

space) 数 n (inner product) ：

⟨x, y⟩ = y∗x.

用 Cn H B(H) 算 (bounded

linear operator)A : H → H S(H) 自伴随算子 (selfadjoint

operator) n × n

S+(H) S(H)中 算 (semidefinite operator) (cone) S+,1(H)

S(H) 中 1 算 S+(H) ⊃ S+,1(H) 密度算

子 (density operator) 1 算 算

1
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S+,1(H) S(H)中 偏序 (partial order)

A ⪰ B, A − B ∈ S+(H).

ρ ∈ S(H) ρ 支撑集 (support) ρ

作 supp ρ H ρ作用 ρ(H)

H1 ≡ Cm,H2 ≡ Cn H = H1 ⊗H2 ≡ Cm ⊗Cn ≡ Cm×n

(bipartite space) B(H) 作 (mn)× (mn) T = [t(i,p)(j,q)] ∈
C(mn)×(mn) i, j ∈ [m], p, q ∈ [n]

(contraction map)

Tr2 : B(H) → B(H1), Tr2 T =

[
n∑

p=1

t(i,p)(j,p)

]
, i, j ∈ [m],

Tr1 : B(H) → B(H2), Tr1 T =

[
m∑
i=1

t(i,p)(i,q)

]
, p, q ∈ [n].

算 ρ ∈ S+,1(H) 中 计算中类

ρ1 = Tr2 ρ ∈ S+,1(H1) ρ2 = Tr1 ρ ∈ S+,1(H2) µ1 µ2 计

算中 类 应 1.1 ：

问题 1.2. H = H1⊗H2 H1 H2 X ⊆ H

算 ρi ∈ S+,1(Hi) i = 1, 2 ρ ∈ S+,1(H), supp(ρ) ⊆ X

ρ1 = Tr2 ρ, ρ2 = Tr1 ρ

用 (semi-definite programming, SDP)

： PX X

max{Tr XPX ; X ∈ S+(H), Tr2 X = ρ1,Tr1 X = ρ2}. (1.1)

X ∈ S+(H) Tr X = Tr XPX supp X ⊂ X 1.2

1 用

ε > 0

Nesterov Nemirovsky 作 [12]

[18]中 ：

Yi ∈ S(Hi), i ∈ [2] ：

PX⊥ ≥ Y1 ⊗ I2 − I1 ⊗ Y2 ⇒ Tr(ρ1Y1) ≤ Tr(ρ2Y2). (1.2)

与 1.1用 类

1.2 H1 H2

2



1

问题 1.3. H = H1⊗H2 H1 H2 (separable Hilbert space)

X ⊆ H 算 ρi ∈ S+,1(Hi) i = 1, 2

ρ ∈ S+,1(H), supp(ρ) ⊆ X ρ1 = Tr2 ρ, ρ2 = Tr1 ρ

中 用 系

应 ( 2.2 ) 用

系 研究

Strassen H

中 Strassen

1.2 论文

中 计算

中 研究 中

• H1,H2

µ(ρ1, ρ2,X ) = max{Tr(XPX ); X ∈ S+(H),Tr2 X ⪯ ρ1,Tr1 X ⪯ ρ2}.

(strong duality) 通

µ(ρ1, ρ2,X ) = 1.

工作 3.2

• Strassen

Strassen

X X

- X H1,H2 ei,1 and ei,2, i ∈ N
用 Pn,i span(e1,i, . . . , en,i) n ∈ N, i ∈

[2] Xn = (Pn,1 ⊗ Pn,2X ) ρi,n = Pn,iρiPn,i, i ∈ [2]

µn(ρ1, ρ2,X ) = max{Tr(XPXn
);

Tr2 X ⪯ ρ1,n,Tr1 X ⪯ ρ2,n, X ∈ (Pn,1 ⊗ Pn,2)S+(H)(Pn,1 ⊗ Pn,2)}

3
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lim
n→∞
µn(ρ1, ρ2,X ) = 1.

工作 3.3.2

- X xi, i ∈ N X H1,H2

(convex optimization)

Xn x1, ..., xn
B(Xn) 数 (continuous and convex function)

f (L) = ∥ Tr2 L − ρ1∥1 + ∥ Tr1 L − ρ2∥1.

µn(ρ1, ρ2) = min{ f (X), X ∈ S+,1(H) ∩ B(Xn)},

n ∈ N

lim
n→∞
µn(ρ1, ρ3) = 0.

H1,H2中

H1,H2 Banach-Saks 与

系 3.17

Strassen 工作 3.3.3

4
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2

2.1

中 用 H

[6, 14] H中 用 x H 中

⟨x, y⟩ x y x 数

∥x∥ =
√
⟨x, x⟩.

H (linear functional) H∨ H∨ 中 y ∈ H

f ：

∀x ∈ H, f (x) = ⟨x, y⟩.

f y∨ ：

(a1y1 + a2y2)∨ = ā1y∨1 + ā2y∨2 .

N 数 n ∈ N [n] = {1, . . . , n} [∞] = N H

ei, i ∈ [N] N ∈ N∪ {∞} N ∈ N

H

用 L : H → H 算 L 算子范数 (operator

norm)

∥L∥ = sup{∥Lx∥, |x| ≤ 1}.

L 伴随算子 (adjoint operator) L∨

⟨Lx, y⟩ = ⟨x, L∨y⟩.

2.1 ( (singular value decomposition,SVD)). L

算

L =
∞∑
i=1

σi(L)gif∨i , (2.1)

∥L∥ = σ1(L) ≥ · · · ≥ σn(L) ≥ · · · ≥ 0, lim
i→∞
σi(L) = 0.

者

{g1, . . . , gn, . . .}, {f1, . . . , fn, . . .} H中 σn(L)

L n (singular value) gn fn L n

5
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算 L, ：

1. L 算 L∨ = L L L

fi = εigi, εi ∈ {−1, 1} i ∈ N
2. L 半正定（正定）算 ⟨Lx, x⟩ ≥ 0 (⟨Lx, x⟩ > 0)

x , 0

3. L 秩一 (rank one)算 L = xy∨ x, y , 0 L(z) =

⟨z, y⟩x 算 L y = ax a ∈ C
4. L 紧算 L 应

L 算 L

5. L 迹类 (trace class)算 L
∑∞

i=1 σi(L) < ∞

H H H 算

：

1. B(H) 算

2. S(H) ⊂ B(H) 算 算 算

3. S++(H)(S+(H)) 算

4. K(H) 算 者

5. T(H) K(H)中 类算

A, B ∈ S(H) ≻, ⪰ 应 A ≻ B A ⪰ B

A − B ∈ S++(H) 者 A − B ∈ S+(H) L ∈ S+(H) ∩ K(H)

L 中 fi = gi i ∈ N σi(L)2 算

LL∨, L∨L ∈ S+(H) ∩ K(H)

A ∈ B(H) L ∈ K(H) AL, LA ∈ K(H)

σi(AL), σi(LA) ≤ σi(L)∥A∥, i ∈ N.

S(H)中 算 L L 支撑集 H L

作 supp L L ′ ∈ B(supp L) 应 L 支

中 算

L ∈ T(H) 1 数 ( 数 (trace norm),∥·∥1) ∥L∥1 =
∑∞

i=1 σi(L) <

∞ ∥L∥1 T(H)中 数 T(H) 数

L ∈ T(H)

6



2

AL, L A ∈ T(H)

∥AL∥1, ∥L A∥1 ≤ ∥L∥1∥A∥. (2.2)

L ∈ T(H) ei, i ∈ N
∞∑
i=1

|⟨Lei, ei⟩| ≤ ∥L∥1.∑∞
i=1⟨Lei, ei⟩ 与 L (trace)

Tr L =
∞∑
i=1

⟨Lei, ei⟩.

L (2.1)

Tr L =
∞∑
i=1

σi(L)⟨gi, fi⟩. (2.3)

L ∈ S(H) ∩ T(H) L L 别

Tr L = ∥L∥1 L ∈ S+(H) ∩ K(H)

S+,1(H) ⊂ S+(H) 1 算

T+(H) = S+(H) ∩ T(H) T+,1(H) = S+,1(H) ∩ T(H)

：

Tr LA = Tr AL = Tr A1/2L A1/2 ≥ 0

L ∈ T+(H) A ∈ S+(H)

H T(H) 弱收敛

2.2. 1. H xn ∈ H, n ∈ N

(weak topology) x ∈ H xn
w.t .→ x

∀y ∈ H, lim
n→∞

⟨xn, y⟩ = ⟨x, y⟩.

2. H An ∈ B(H), n ∈ N 算

(weak operator topology) A ∈ B(H) An

w.o.t .→ A

∀x, y ∈ H, lim
n→∞

⟨Anx, y⟩ = ⟨Ax, y⟩.

xn, ∥xn∥ ≤ c, n ∈ N nk, k ∈ N,
x ∈ H, xnk

w.t .→ x

∥x∥ ≤ lim inf
n→∞

∥xnk ∥. (2.4)

7
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xn =
∑∞

i=1 xi,nei
nk, k ∈ N limk→∞ xi,nk = xi i ∈ N x =

∑n
i=1 xiei

x xnk

(2.4)

2.1. H ei, i ∈ N ei, i ∈ N
∀y ∈ H, limn→∞⟨en, y⟩ = 0 = ⟨0, y⟩ ei

w.t .→ 0 ∥0∥ <

lim infi→∞ ∥ei∥ = 1

An

w.o.t .→ A (An)
∨ w.o.t .→ A∨ 别 An ∈ S(H) n ∈ N

A ∈ S(H) An ∈ S+(H), n ∈ N A ∈ S+(H).

2.1. H是一个可分希尔伯特空间。

(1) 假设 An, Bn ∈ S(H) 对 n ∈ N 成立，且 An ⪰ Bn 对 n ∈ N 成立。此外，

An

w.o.t .→ A, Bn

w.o.t .→ B ∈ S(H)，那么 A ⪰ B。

(2) 假设 An ∈ T(H)且 ∥An∥1 ≤ c对 n ∈ N都成立。那么存在一个子列 {nk}

使得 Ank

w.o.t .→ A ∈ T(H)，并且满足 ∥A∥1 ≤ lim inf ∥Ank ∥1。

证明. (1) An ⪰ Bn ⟨Anx, x⟩ ≥ ⟨Bnx, x⟩ x ∈ H

An

w.o.t .→ A, Bn

w.o.t .→ B ∈ S(H) limn→∞⟨Anx, x⟩ = ⟨Ax, x⟩, limn→∞⟨Bnx, x⟩ =

⟨Bx, x⟩, x ∈ H A ⪰ B

(2) An :

An =
∞∑
i=1

σi(An)gi,nf∨i,n.

{σi(An)}
∑∞

i=1 σi(An) ≤ c n ∈ N
{gi,n}, {fi,n}, i ∈ N H中 用

nk, k ∈ N

lim
k→∞
σi(Ank ) = σi, gi,nk

w.t .→ gi, fi,nk
w.t .→ fi,i ∈ N.

{σi} N ∈ N中
N∑
i=1

σi = lim
k→∞

N∑
i=1

σi(Ank ) ≤ c.

8



2∑∞
i=1 σi ≤ c limi→∞ σi = 0

A =
∑∞

i=1 σigif∨i

∥A∥1 ≤
∞∑
i=1

∥σigif∨i ∥1 =
∞∑
i=1

σi∥gi∥∥fi∥ ≤
∞∑
i=1

σi ≤ c.

A ∈ T(H) ∥A∥1 ≤ lim inf ∥Ank ∥1
Ank

w.o.t .→ A

nk = k k ∈ N x, y ∈ H ∥x∥, ∥y∥ ≤ 1

Ak

w.o.t .→ A ： ε > 0

K(ε) = K(ε, x, y) ∈ N k > K(ε) |⟨(Ak−A)x, y⟩| < 3ε

σk ≥ 0, k ∈ N ∑∞
k=1 σk ≤ c N ∈ N ∑∞

k=N σk < ε 别

σN < ε

Bk =
N∑
i=1

σi(Ak)gi,kf∨i,k, Ck =
∞∑

i=N+1

σi(Ak)gi,kf∨i,k,

B =
N∑
i=1

σigif∨i , C =
∞∑

i=N+1

σigif∨i

Ak = Bk+Ck A = B+C Bk

w.o.t .→ B K1(ε) = K1(ε, x, y) ∈ N

k > K1(ε) |⟨(Bk − B)x, y⟩| < ε limk→∞ σN(Ak) = σN < ε

K2(ε) k > K2(ε) σN(Ak) < ε σi(Ak), i ∈ N

i ≥ N k > K2(ε) σi(Ak) < ε Ck

Ck ∥Ck ∥ = σN+1(Ak) ∥Ck ∥ < ε k > K2(ε)

|⟨Ckx, y⟩| ≤ ∥Ck ∥∥x∥y∥ < ε k > K2(ε)

∥C∥ ≤
∞∑

i=N+1

∥σigif∨i ∥ ≤
∞∑

i=N+1

σi < ε.

|⟨Cx, y⟩| < ε K(ε) = max(K1(ε),K2(ε))

|⟨(Ak − A)x, y⟩| ≤ |⟨(Bk − B)x, y⟩| + |⟨Ckx, y⟩| + |⟨Cx, y⟩| < 3ε.

□

H 用 K(H),B(H) H中 算

算 K(H) ⊂ B(H) 算 L ∈ K

：

L =
∞∑
i=1

σi(L)gif∨i ,

∥L∥ = σ1(L) ≥ · · · ≥ σn(L) ≥ · · · ≥ 0, lim
i→∞
σi(L) = 0.

9
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p ∈ [1,∞) 用 Tp(H) ⊂ K 数 ∥L∥p =
( ∑∞

i=1 σ
p
i (L)

)1/p
算 Banach

T1(H) 中 [14, VI.26]

T1(H) = (K(H))∨ B(H) = T∨
1 (H)

A 7→ Tr Aρ, A ∈ K(H), ρ ∈ T1(H),

ρ 7→ Tr ρB, ρ ∈ T1(H), B ∈ B(H),

应 K(H) T1(H)中 H T1(H)

∗

2.3 (∗ ). H , ρn ∈ T1(H), n ∈ N

∗ ρ ∈ T1(H) ρn
w∗
→ ρ

∀A ∈ K(H), lim
n→∞

Tr Aρn = Tr Aρ.

2.2. 在 T1(H)中，∗弱收敛和弱算子收敛等价。

证明. T1(H)中 算 T1(H)中 ∗

T1(H)中 ρn
w∗
→ ρ A ∈ K(H) limn→∞ Tr Aρn = Tr Aρ A

1 算 ：A = xy∨ Tr Aρ = Tr ρA = ⟨ρx, y⟩ ∗
T1(H)中 算 ρn

w.o.t .→ ρ limn→∞ Tr Aρn = Tr Aρ

算

K(H) 算 数 A 用 算 算

∗ □

T1(H)中 ⟨A, B⟩ = Tr AB∨ 算

2.2. H {ei}, i ∈ N H

en
w.t→ 0 ene∨n, n ∈ N 算 0 I ∈ B(H) 算

Tr I(ene∨n) = ⟨en, en⟩ = 1 ene∨n, n ∈ N 0

T2(H)中 算 T2(H)

算 (Hilbert-Schmidt operators)

10



2

⟨A, B⟩ = Tr AB∨ A, B ∈ T2(H) 算 AB∨ ∈ T1(H)

H中 ei, i ∈ N A ∈ T2(H) 用 (half infinite

matrix)[⟨Aei, ej⟩]i, j∈N A∨用 [⟨Aei, ej⟩]∗

⟨A, B⟩ = Tr AB∨ =
∑
i, j∈N

⟨Aei, ej⟩⟨ej, Bei⟩,

∥A∥22 =
∑
i, j∈N

|⟨Aei, ej⟩|2.

T2(H) ( eie∨j , i, j ∈ N)

：

2.3. 在 T2(H)空间，弱收敛和弱算子收敛等价。

证明. {An}, n ∈ N T2(H)中 A limn→∞ Tr AnB∨ =

Tr AB∨ B ∈ T2(H) B = xy∨ xy∨ ∈ T2(H) Tr Axy∨ =

⟨Ax, y⟩ An, n ∈ N A 算

{An} ⊂ T2(H) 算 A 别

lim
n→∞

⟨Anei, ej⟩ = ⟨Aei, ej⟩ = ai j, i, j ∈ N.

ei, i ∈ N H ∥An∥2 ≤ K, n ∈ N B ∈ T2(H)

B =
∑
i, j∈N

Bi jeie∨j , Bi j = Tr Beje∨i , i, j ∈ N, ∥B∥2 = ∥B∨∥2 =
√∑

i, j∈N
|Bi j |2.

ε > 0 ∥B∥2 < ∞ M(ε)

BM =
M∑

i=j=1

Bi jeie∨j , ∥B − BM ∥2 = ∥B∨ − B∨
M ∥2 <

ε

2K
for M ≥ M(ε).

M ≥ M(ε) BM N(ε) n > N(ε)

| Tr(An − A)B∨
M | = | Tr AnB∨

M −
M∑

i=j=1

ai j B̄i j | < ε/2 .

| Tr AnB∨ − Tr AB∨ | = | Tr An(B∨ − B∨
M) +

Tr(An − A)B∨
M + Tr A(B∨ − B∨

M)| ≤

∥An∥∥B∨ − B∨
M ∥ + | Tr(An − A)B∨

M | + ∥A∥2∥B∨ − B∨
M ∥2 ≤ 3ε/2

n > N(ε) An

w.t .→ A □
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V ∈ H 用 P(V) V

算 v1, . . . , vk P(V) =
∑

i=1 vv∨i ∈ S1,+(H) W ⊂ H

V W ∥P(V)−
P(W)∥1 Vn V

limn→∞ ∥P(Vn)−P(V)∥1 = 0 limn→∞ ∥P(Vn)−P(V)∥1 = 0

n > N N ∈ N dimVn = dimV

T2(H)中 数

2.4. 若 A, B, ∈ T2(H)，且假设 limn→∞ ∥An − A∥2 = 0。那么

(1)
∞∑
i=1

|σi(A) − σi(B)|2 ≤ ∥A − B∥22 .

(2) 假如

A =
∑
i=1

σi(A)gifi, ⟨gi, gj⟩ = ⟨fi, fj⟩ = δi j, i, j ∈ N.

An =
∑
i=1

σi(An)gi,nfi,n, ⟨gi,n, gj,n⟩ = ⟨fi,n, fj,n⟩ = δi j, i, j ∈ N.

那么对于每个 i, n ∈ N，有 |σi(An) − σi(A)| ≤ ∥An − A∥。假如 σi(A) > 0，那么存

在 p, q ∈ N, p ≤ i ≤ q使得 σp−1(A) > σp(A) = · · · = σq(A) > σq+1(A) ≥ 0. 记

Up,q = span(gp, . . . , gq), Vp,q = span(fp, . . . , fq).

那么存在 Np = · · · = Nq ∈ N使得 σp−1(An) > σp(An)且 σq(An) > σq+1(An)对于

n > Np 成立。对于 n > Np 记

Up,q,n = span(gp,n, . . . , gq,n), Vp,q,n = span(fp,n, . . . , fq,n).

那么

lim
n→∞

∥P(Up,q,n) − P(Up,q)∥1 = 0, lim
n→∞

∥P(Vp,q,n) − P(Vp,q)∥1 = 0.

更精确地，把由 gpf∨p, . . . , gqf∨q 张成的 q − p + 1维子空间记为Wp,q ⊂ T2(H)。对

于 n > Np，把由正交基

gp,nf∨p,n, . . . , gq,nf∨q,n

张成的 q − p + 1维子空间，记为Wp,q,n ⊂ T2(H)。那么

lim
n→∞

∥P(Wp,q,n) − P(Wp,q)∥1 = 0.

12
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证明. (1) B =
∑∞

j=1 σi(B)uiv∨i B

Am =
m∑
i=1

σi(A)gif∨i , σ1(A) ≥ · · · ≥ σl(A) > 0, ⟨gi, gj⟩ = ⟨fi, fj⟩ = δi j, i. j ∈ [m].

Bm =
m∑
j=1

σi(B)uiv∨i , σ1(B) ≥ · · · ≥ σm(B) > 0, ⟨ui, uj⟩ = ⟨vi, vj⟩ = δi j, i. j ∈ [l].

Xm = span(g1, . . . , gm, u1, . . . , um), Ym = span(f1, . . . , fm, v1, . . . , vm).

Am, Bm : Ym → Xm A∨
m, B

∨
m : Xm → Ym Am Bm

Mm × Nm Cm Dm Mm = dim Xm Nm = dimYm Cm Dm

应 Am Bm

∥Am − Bm∥22 = Tr(Cm − Dm)(C∗
m − D∗

m) = TrCmC∗
m + Tr DmD∗

m − 2ℜTrCmD∗
m =(

m∑
i=1

(σ2
i (Am) + σ

2
i (Bm)

)
− 2ℜTrCmD∗

m.

von Neumann [7, 4.11.8]：ℜTrCmD∗
m ≤ ∑M

i=1 σi(Cm)σi(D)m

√√
m∑
i=1

(σi(A) − σi(B))2 ≤ ∥Am − Bm∥2 =

∥(Am − A) + (B − Bm) + (A − B)∥2 ≤ ∥Am − A∥2 + ∥B − Bm∥2 + ∥A − B)∥2.

m → ∞ (1)

(2) limn→∞ ∥A∨
n An − A∨A∥1 = 0 3.15

Fn = A∨
n An, F = A∨A ∈ S1,+(H) Fn

w.o.t .→ F

x, y ∈ H

lim
n→∞

∥Anx − Ax∥ = 0, lim
n→∞

∥Any − Ay∥ = 0 ⇒

lim
n→∞

⟨A∨
n Anx, y⟩ = lim

n→∞
⟨Anx, Any⟩ = ⟨Ax, Ay⟩ = ⟨A∨Ax, y⟩.

Tr A∨
n An = ∥An∥22,Tr A∨A = ∥A∥22 limn→∞ ∥An∥2 = ∥A∥2

limn→∞ Tr Fn = Tr F

Fn F ：

Fn =
∞∑
i=1

σi(An)
2fi,nf∨i,n, n ∈ N,

F =
∞∑
i=1

σi(A)2fif∨i .
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|σi(An) − σi(A)| ≤ (
∞∑
i=1

(σi(An) − σi(A))2)1/2 ≤ ∥An − A∥2

limn→∞ σi(An) = σi(A) i ∈ N σq(A) > σq+1(A) Nq

n > Nq

σq(An) > (σq(A) + σq+1(A))/2 > σq+1(A).

Vq,Vq,n f1, . . . , fq f1,n, . . . , fq,n

fi,n,q =

q∑
j=1

⟨fi,n, fj⟩fj, i ∈ [q], n ∈ N.

单 q = 1：σ1(A) > σ2(A) σ2
1 (An) = σ1(Fn) = ⟨Fnf1,n, fn⟩

|⟨(Fn − F)f1,n, f1,n⟩| = | Tr(An − A)(f1,nf∨1,n)| ≤

∥Fn − F∥1∥(f1,nf∨1,n)∥ = ∥Fn − F∥1.

∥(f1,nf∨1,n)∥ f1,nf∨1,n 算 数 1 F σ1(F)用

(maximum eigenvalue)

σ1(F) ≥ ⟨Ff1,n, f1,n⟩ ≥ σ1(Fn) − ∥Fn − F∥1.

limn→∞ σ1(Fn) = σ1(F) limn→∞ ∥Fn − F∥1 = 0 limn→∞⟨Ff1,n, f1,n⟩ =

σ1(F)

⟨Ff1,n, f1,n⟩ =
∞∑
i=1

σ2
i (A)|⟨f1,n, f1⟩|2 ≤ σ1(A)2 |⟨f1,n, f1⟩|2 + σ2(A)2(1 − |⟨f1,n, f1⟩|2).

limn→∞ |⟨f1,n, f1⟩| = 1 limn→∞ ∥P(V1,n) − P(V1)∥1 = 0 (

f1,n 位 (phase) limn→∞ ∥f1,n − f1∥ = 0 )

q (wedge product)∧qAn,∧qA[9]

□

2.2 Strassen

单 [18]

A 者 数 µ : A → [0, 1]∑
a∈A µ(a) ≤ 1 µ A

A

14
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2.4 ( (probabilistic coupling)). µ1, µ2 A1,A2

A1 × A2 µ (µ1, µ2) π1(µ) =

µ1, π2(µ) = µ2

用 指

2.5 ( (probabilistic lifting)). µ1, µ2 A1,A2 R ⊆

A1 × A2 系 A1 × A2 (µ1, µ2) R-

(R-lifting) (witness) ：

1. µ (µ1, µ2)

2. supp(µ) ⊆ R.

µ1 µ2 R- 作 µ1R#µ2

类 中 [18]

2.6 ( (quantum coupling)). ρ1 ∈ D(H1) ρ2 ∈ D(H2) ρ ∈

D(H1 ⊗ H2) (ρ1, ρ2) Tr1 ρ = ρ2,Tr2 ρ = ρ1

2.7 ( (quantum lifting)). ρ1 ∈ D(H1) ρ2 ∈ D(H2) X H1⊗H2

ρ ∈ D(H1 ⊗ H2) ρ1X #ρ2 ：

1. ρ (ρ1, ρ2)

2. supp(ρ) ⊆ X .

中 Strassen [16]

2.5 (Strassen ). 设 µ1, µ2 为 A1,A2 上有着相同权重的两个概率子分布

(|µ1 | = |µ2 |)，以及二元关系R ⊆ A1 ×A2。那么

µ1R#µ2 ⇔ ∀S1 ⊆ A1, µ1(S1) ≤ µ2(R(S1)). (2.5)

其中R(S1)是 S1在R下的像：

R(S) ≡ {a2 ∈ A2 : ∃a1 ∈ A1, (a1, a2) ∈ R}.

中 中 Strassen
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2.6 ( Strassen ). 对于两个迹相同的密度算子 ρ1 ∈ H1,ρ2 ∈ H2，X

是H1 ⊗ H2中的一个子空间，下面 3个命题是等价的：

1. ρ1X #ρ2.

2. 对于H1和H2中所有的自伴随算子 Y1,Y2满足 PX⊥ ≥ Y1 ⊗ I2 − I1 ⊗ Y2，可

以推出

Tr(ρ1Y1) ≤ Tr(ρ2Y2).

3. 对于H1和H2中所有的半正定算子 Y1,Y2满足 PX⊥ ≥ Y1 ⊗ I2 − I1 ⊗ Y2，可

以推出

Tr(ρ1Y1) ≤ Tr(ρ2Y2).

16



3 Strassen

3 Strassen

用 Strassen

支 X 通

支 X 用 Banach-Saks

3.1 论

H1⊗H2 Hi中

⟨·, ·⟩i H1⊗H2 中 导 ⟨x⊗y, u⊗v⟩ = ⟨x, u⟩1⟨y, v⟩2
Hl ei,l, i ∈ [Nl] l ∈ [2] Nl ∈ N ∪ {∞} l ∈ [2]

导 H1 ⊗H2中 ei,1 ⊗ ej,2 i ∈ [N1], j ∈ N2 中

a ∈ H1 ⊗ H2

a =
N1,N2∑
i=j=1

ai jei,1 ⊗ ej,2, ∥a∥ =

√√√N1,N2∑
i=j=1

|ai j |2 < ∞. (3.1)

a 应 算 A : H2 → H1

A(a) =
N1,N2∑
i=j=1

ai jei,1e∨j,2. (3.2)

H1 ⊗ H2 中 应 算 An

w.o.t .→ A ∈ B(H2,H1):

x ∈ H1, y ∈ H2 limn→∞ x∨(Any) = x∨(Ay)

A Â = [ai j ]
N1,N2
i=j=1 Â† = [a†

pq]
N2,N1
p=q=1

p ∈ [N2], q ∈ [N1] a†
pq = āqp (Â† Â ) b =∑N1,N2

i=j=1 bi jei,1 ⊗ ej,2 ∈ H1 ⊗ H2 B̂ = [bi j ]
N1.N2
i=j=1 ⟨a, b⟩ = Tr ÂB̂† = Tr B̂† Â

F ∈ T(H1⊗H2) (partial trace) Tr1(F) ∈
T(H2) Tr2(F) ∈ T(H1) F 算 : (x ⊗ y)(u ⊗ v)∨ 类

[13]中 ：

Tr1((x ⊗ y)(u ⊗ v)∨) = ⟨x, u⟩yv∨, (3.3)

Tr2((x ⊗ y)(u ⊗ v)∨) = ⟨y, v⟩xu∨. (3.4)
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∥(x ⊗ y)(u ⊗ v)∨∥1 = ∥x∥∥y∥∥u∥∥v∥,

∥ Tr1(x ⊗ y)(u ⊗ v)∨)∥1 = |⟨x, u⟩|∥y∥∥v∥,

∥ Tr2((x ⊗ y)(u ⊗ v)∨)∥1 = |⟨y, v⟩|∥x∥∥u∥.

3.1. 假设Hi是一个可分希尔伯特空间，维数是 Ni，给出它的一组基 ej,i, j ∈
[Ni]，i ∈ [2]。记H = H1 ⊗ H2，取其中元素 a, b ∈ H。假设 a有类似(3.1)的展开

式。假设 b也有类似展开式，且 Â = [ai j ], B̂ = [bi j ], i ∈ [N1], j ∈ [N2]是 a, b对应

的矩阵表示。记 C和 D为下面的算子:

Tr2 ab∨ = C =
N1∑

i=p=1

cipei,1e∨p,1,Tr1 ab∨ = D =
N2∑

j=q=1

djqej,2e∨q,2. (3.5)

那么有

Ĉ = ÂB̂† = [cip]
N1
i=p=1, D̂ = Â⊤B̂ = [djq]

N2
j=q=1. (3.6)

进一步地，C ∈ T1(H1),D ∈ T1(H2)，且下面的等式和不等式成立

max(∥ Tr2 ab∨∥1, ∥ Tr1 ab∨∥1) ≤ ∥a∥∥b∥ = ∥ab∨∥1, (3.7)

⟨(Tr2 ab∨)x, y⟩ =
N2∑
j=1

⟨x ⊗ ej,2, b⟩⟨a, y ⊗ ej,2⟩, x, y ∈ H1, (3.8)

⟨(Tr1 ab∨)u, v⟩ =
N1∑
i=1

⟨ei,1 ⊗ u, b⟩⟨a, ei,1 ⊗ v⟩, u, v ∈ H2. (3.9)

特别地

Tr ab∨ = Tr Tr2 ab∨ = Tr Tr1 ab∨ = ⟨a, b⟩. (3.10)

证明. ab∨ ∈ T1(H)

∥ab∨∥ = ∥a∥∥b∥ =
(
N1,N2∑
i=j=1

|ai j |2
) 1

2
(

N1,N2∑
p=q=1

|bi j |2
) 1

2

.

ab∨ =

(
N1,N2∑
i=j=1

ai jei,1 ⊗ ej,2

) (
N1,N2∑
p=q=1

bpqep,1 ⊗ eq,2

)∨
=

N1,N2,N1,N2∑
i=j=p=q=1

ai j b̄pq(ei,1 ⊗ ej,2)(ep,1 ⊗ eq,2)∨.
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(3.3) (3.4) 算 C = Tr2(ab∨) D = Tr1(ab∨) 用 Ĉ D̂ 别

(3.6) (3.8)-(3.9)

C D 类算 Â B̂ 算 算

Ĉ D̂ 算 (3.7)

Ĉ

|cip | = |
N2∑
j=1

ai j b̄pj | ≤ (
N2∑
j=1

|ai j |2)1/2(
N2∑
j=1

|bpj |2)1/2 ≤ ∥a∥∥b∥, i, p ∈ N1,

N2∑
i=1

|cii | ≤
N1∑
i=1

(
N2∑
j=1

|ai j |2)1/2(
N2∑
j=1

|bi j |2)1/2 ≤ ∥a∥∥b∥ = ∥ab∨∥1.

Ĉ ∥C∥1 =
∑N1

i=1 |cii | ∥C∥1 ≤
∥a∥∥b∥ C C C : H1 → H1 = H3

H1 H3 C

Ĉ = [ĉi j ] Ĉ C∑N1
i=1 |ĉii | ≤ ∥a∥∥b∥ ∥C∥1 ≤ ∥a∥∥b∥

∥D∥1 ≤ ∥a∥∥b∥ (3.7)

(3.10) σ1(ab∨) = ∥a∥∥b∥ ab∨

0 (2.3) Tr ab∨ = ⟨a, b⟩

Tr(Tr2 ab∨) =
N1∑
i=1

⟨(Tr2 ab∨)ei,1, ei,1⟩ =

N1∑
i=1

N2∑
j=1

⟨ei,1 ⊗ ej,2, b⟩⟨a, ei,1 ⊗ ej,2⟩ = ⟨a, b⟩.

Tr(Tr1 ab∨) = ⟨a, b⟩ □

3.2. 如果 F ∈ T1(H1 ⊗ H2)，下面给出几个关于 F 的迹的性质

1. Tr1(F) ∈ T1(H2),Tr2(F) ∈ T1(H1).

2. ∥ Tr1(F)∥1, ∥ Tr2(F)∥1 ≤ ∥F∥1.

3. Tr(Tr1 F) = Tr(Tr2 F) = Tr F.

4. 如果 F ∈ T1,+(H)，那么可得 Tr1(F),Tr2(F) ⪰ 0且

∥F∥1 = Tr(F) = Tr(Tr1(F)) = ∥ Tr1(F)∥ = Tr(Tr2(F)) = ∥ Tr2(F)∥.
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证明. F ：

F =
∞∑

k=1

σi(F)akb∨k , (3.11)

⟨ak, al⟩ = ⟨bk, bl⟩ = δi j, k, l ∈ N, ∥F∥1 =
∑∞

k=1 σk(F).

Tr2 F =
∞∑

k=1

σk(F)Tr2 akb∨k ,

∥ Tr2 F∥1 ≤
∞∑

k=1

σk(F)∥ Tr2 akb∨k ∥1 ≤
∞∑

k=1

σk(F)∥ak ∥∥bk ∥

≤
∞∑

k=1

σk(F) = ∥F∥1.

Tr2 F ∈ T+(H1) ∥ Tr2 F∥1 ≤ ∥F∥1 用(3.10) Tr F = Tr(Tr2 F)

Tr1 F 类

F ⪰ 0 F (3.11)中 ak = bk k ∈ N

(3.10)

Tr F =
∞∑

k=1

σi(F)Tr aka∨k =
∞∑

k=1

σi(F)⟨ak, ak⟩ =
∞∑

k=1

σi(F) = ∥F∥1.

Tr2 F ⪰ 0 (3.8)

⟨(Tr2 F)x, x⟩ =
∞∑

k=1

N2∑
j=1

σk(F)⟨x ⊗ ej,2, ak⟩⟨ak, x ⊗ ej,2⟩ ≥ 0, (3.12)

x ∈ H1 Tr2 F ⪰ 0 ∥ Tr2 F∥1 = Tr(Tr2 F) = Tr F =

∥F∥1 类 Tr1 F □

中与 算

3.3. Hl 是可分希尔伯特空间，它的维数为 Nl ∈ N ∪ {∞}，l ∈ [2]。令 H =

H1 ⊗ H2。

(1) 若 an, bn, ∈ H, n ∈ N是两个有界序列，并且满足 an
w.t .→ a, bn

w.t .→ b，那么

anb∨n
w.o.t .→ ab∨, (3.13)

lim inf Tr ana∨n ≥ Tr aa∨. (3.14)

对于每个 xi ∈ Hi，i ∈ [2]有下面的不等式成立

lim inf⟨(Tr1 ana∨n)x2, x2⟩ ≥ ⟨(Tr1 aa∨)x2, x2⟩, (3.15)

lim inf⟨(Tr2 ana∨n)x1, x1⟩ ≥ ⟨(Tr2 aa∨)x1, x1⟩.
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假如 Nl 有限，l 等于 1或 2，那么

Trl anb∨n
w.o.t .→ Trl ab∨. (3.16)

(2) 若 ρn ∈ T+(H) 是有界的，即 Tr ρn ≤ c 对所有 n ∈ N 都成立，并且

ρn
w.o.t .→ ρ，那么 ρ ∈ T+(H)，且下面的条件都成立：

lim inf Tr ρn ≥ Tr ρ, (3.17)

lim inf⟨(Tr1 ρn)x2, x2⟩ ≥ ⟨(Tr1 ρ)x2, x2⟩, (3.18)

lim inf⟨(Tr2 ρn)x1, x1⟩ ≥ ⟨(Tr2 ρ)x1, x1⟩. (3.19)

如果 Nl 是有限的，那么

Trl ρn
w.o.t .→ Trl ρ. (3.20)

证明. (1) u, v ∈ H ⟨(anb∨n)u, v⟩ = ⟨u, bn⟩⟨an, v⟩

an
w.t .→ a, bn

w.t .→ b (3.13) lim inf ∥an∥ ≥ ∥a∥ c ∈ H

Tr cc∨ = ∥c∥2 (3.14)

N2 l = 2 (3.16) (3.8)

an, bn:

⟨(Tr2 anb∨n)x, y⟩ =
N2∑
j=1

⟨x ⊗ ej,2, bn⟩⟨an, y ⊗ ej,2⟩, x, y ∈ H1

n → ∞ (3.8) l = 2 (3.16) N1

(3.15) N2 (3.16) (3.15)

N2 = ∞ N ∈ N Ln,N LN T1(H1)中 算

:

⟨Ln,Nx, y⟩ =
N∑
j=1

⟨x ⊗ ej,2, an⟩⟨an, y ⊗ ej,2⟩,

⟨LNx, y⟩ =
N∑
j=1

⟨x ⊗ ej,2, a⟩⟨a, y ⊗ ej,2⟩.

N ∈ N Ln,N, n ∈ N LN

⟨(Tr2 ana∨n)x, x⟩ =
∞∑
j=1

|⟨an, x ⊗ ej,2⟩|2 ≥ ⟨Ln,Nx, x⟩.

21



Strassen

lim inf⟨(Tr2 ana∨n)x, x⟩ ≥ ⟨LNx, x⟩.

limN→∞⟨LNx, x⟩ = ⟨(Tr2 aa∨)x, x⟩ (3.15)中

(3.15)中

(2) ρn
∑∞

k=1 σk(ρn)ak,na∨k,n l ∈ [2] xl ∈ Hl

np, p ∈ N (2) 中 ρnp
ρnp

w.o.t .→ ρ

np = p p ∈ N nm,m ∈ N

lim
m→∞
σk(ρnm

) = σk, ak,nm

w.t .→ ak, k ∈ N.

用 2.1 2 ρnm
ρ

ρ =
∞∑

k=1

σnaka∨k , ∥ak ∥ ≤ 1,k ∈ N,

∥ Tr ρ∥1 ≤
∞∑

k=1

σk ≤ lim inf Tr ρn.

ρ+ ∈ T+(H)

∥ρ∥1 = Tr ρ =
∞∑

k=1

σk ⟨ak, ak⟩ ≤
∞∑

k=1

σk ≤ lim inf Tr ρn.

(2)

(2) 用 2.1 2 中

nm = m m ∈ N ε > 0 N = N(ε)∑∞
k=N σk < ε k > K2(ε) σN(ρk) < ε

Bn =
N∑

k=1

σk(ρn)ak,na∨k,n, Cn =
∞∑

k=N+1

σk(ρn)ak,na∨k,n,

B =
N∑

k=1

σkaka∨k , C =
∞∑

k=N+1

σkaka∨k

ρn = Bn + Cn, ρ = B + C, Bn,Cn, B,C ∈ T+(H), ∥ρ − B∥1 = ∥C∥1 < ε,

Trl ρn ⪰ Trl Bn, ∥ Trl ρ − Trl B∥1 = ∥ Trl C∥1 ≤ ∥C∥1 < ε, n ∈ N, l ∈ [2].

l ∈ [2] {l ′} = [2] \ {l} (1)

lim inf⟨(Trl′ ρn)xl, xl⟩ ≥ lim inf⟨(Trl′ Bn)xl, xl⟩ ≥

⟨(Trl′ B)xl, xl⟩ ≥ ⟨(Trl′ ρ)xl, xl⟩ − ε∥xl∥2.
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ε > 0 (2)中

N2 H N2 H1 H1, j

ei,1 ⊗ ej,2 i ∈ [N1] ρn, j : H1, j → H1, j ⟨ρnu, v⟩

H1, j u = x ⊗ ej,2, v = y ⊗ ej,2 Tr2 ρn =
∑N2

j=1 ρn, j

j ∈ [N2] 类 ρ(j) ρn, j
w.o.t .→ ρ(j) for j ∈ [N2]

Tr2 ρn
w.o.t .→ Tr2 ρ =

∑N2
j=1 ρ

(j) N1 类 □

单 (1) 中

3.1. N1 = ∞ ρn = (en ⊗ e1)(en ⊗ e1)∨, n ∈ N en ⊗ e1
w.o.t .→ 0

ρn
w.o.t .→ ρ = 0 Tr2(ρn) = ene∨n

w.o.t .→ 0 Tr1 ρn = e1e∨1 Tr1 ρn
Tr1 ρ

3.2 Strassen

H = H1 ⊗ H2 X ⊆ H

算 算 0 1 ρi ∈ S+(Hi),

i ∈ [2] ：

µ(ρ1, ρ2,X ) = (3.21)

max{Tr(XPX ), X ∈ S+(H),Tr2 X ⪯ ρ1,Tr1 X ⪯ ρ2}.

： ⟨A, X⟩,

： Φ(X) ⪯ B;

X ∈ Pos(H1 ⊗ H2).

： ⟨B,Y⟩

： Φ∗(Y) ⪰ A;

Y ∈ Pos(H1 ⊕ H2);

:

A = PX , B =


ρ1

ρ2

 ,
Φ(X) =


Tr2(X)

Tr1(X)

 ,
Φ∗(Y) = Φ∗


Y1 ·
· Y2

 = Y1 ⊗ I2 + I1 ⊗ Y2.
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:

∀M, N, ⟨Φ(M), N⟩ = ⟨M,Φ∗(N)⟩.

系统 通

• : X = ρ1⊗ρ2 ∈ Pos(H1⊗H2),Tr1(X) ⪯ ρ2,Tr2(X) ⪯

ρ1

• : Y = I1 ⊕ I2 ∈ Pos(H1 ⊕H2),Φ
∗(Y) = 2I12 ≻

PX

3.4. 令 ρi ∈ S+,1(Hi), i ∈ [2]，若 X ⊂ H，那么存在 ρ ∈ S+,1(H), supp ρ ⊆ X

使得 Tr2 ρ = ρ1,Tr1 ρ = ρ2，当且仅当 µ(ρ1, ρ2,X ) = 1。

证明. ρ ∈ S+,1(H), supp ρ ⊆ X Tr2 ρ = ρ1,Tr1 ρ = ρ2 X = ρ

Tr(ρPX ) = Tr(ρ) = 1 supp ρ ⊆ X X ,

Tr(XPX ) ≤ Tr(X) = Tr(Tr2(X)) ≤ Tr(ρ1) = 1,

µ(ρ1, ρ2,X ) = 1

µ(ρ1, ρ2,X ) = 1 X = Xmax

1 = Tr(XmaxPX ) ≤ Tr(Xmax) ≤ Tr(ρ1) = 1,

Tr(XmaxPX ) = Tr(Xmax) 支 supp(Xmax) ⊂ X Tr2 X ⪯ ρ1
Tr(ρ1 − Tr2(Xmax)) = 0 ρ1 = Tr2(Xmax) 用 ρ2 =

Tr1(Xmax) □

3.4 通 计算 µ(ρ1, ρ2,X ) 1

数 ε

µ(ρ1, ρ2,X ) > 1 − ε,

Nesterov Nemirovsky [12]
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3.3 Strassen

3.3.1

[18]中 H1,H2

:

3.5. H1,H2是两个可分希尔伯特空间，H = H1 ⊗ H2。假设 ρ ∈ T+(H)，令

ρ1 = Tr2(ρ) ∈ T+(H1)，ρ2 = Tr1(ρ) ∈ T+(H2)。假设 X ⊂ H是一个闭的子空间使

得 supp(ρ) ⊆ X。用 PX⊥ ∈ S+(H)表示在 X ⊥上的正交投影（X 在H中的正交补

空间）。那么接下来的两个条件成立：

(1) 若 Yi ∈ S(Hi), i ∈ [2]满足 PX⊥ ≥ Y1 ⊗ I2 − I1 ⊗ Y2，则 Tr(ρ1Y1) ≤ Tr(ρ2Y2)。

(2) 若 Yi ∈ S+(Hi), i ∈ [2]满足 PX⊥ ≥ Y1 ⊗ I2 − I1 ⊗Y2，则 Tr(ρ1Y1) ≤ Tr(ρ2Y2)。

证明. (1)⇒(2) (2)⇒(1) Yi ∈ SHi
, i ∈ [2] PX⊥ ≥ Y1⊗I2−I1⊗

Y2 Y ′
i = Yi+t Ii t ≫ 0 Y ′

i ∈ S+(Hi) Y1⊗I2−I1⊗Y2 = Y ′
1⊗I2−I1⊗Y ′

2

Tr ρ1 = Tr ρ2 Tr(ρ1Y1) − Tr(ρ2Y2) = Tr(ρ1Y ′
1 ) − Tr(ρ2Y ′

2 ) (1)

(2)

ρ ∈ T+(X ) ρ1 = Tr2 ρ, ρ2 = Tr1 ρ supp(ρ) ⊆ X

Tr ρPX⊥ = 0 (1) Yi ∈ S(Hi), i ∈ [2] PX⊥ ≥ Y1⊗I2−I1⊗Y2

PX⊥ − Y1 ⊗ I2 + I1 ⊗ Y2 ⪰ 0

0 ≤ Tr(ρ(PX⊥ − Y1 ⊗ I2 + I1 ⊗ Y2)) = −Tr ρY1 + Tr ρY2.

□

X X

单 X

3.3.2 X

3.3.2.1 H1 H2

X 中

单 ：

3.6. H1,H2 是两个可分希尔伯特空间，维数分别为 N1 = ∞, N2 < ∞。假设
X ⊂ H是一个有限维的子空间，维数是 N。那么存在H′

1 ⊂ H1，维数最多为 NN2

使得 X ⊂ H′ = H′
1 ⊗ H2.

25



Strassen

证明. ei,1, i ∈ N H1 H2 {e1,2, . . . , eN2,2}

x1, . . . , xN X

xl =
∞,N2∑
i=p=1

xip,lei,1 ⊗ ep,2, l ∈ [N].

ul,p =
∑∞

i=1 xip,l⊗ei,1 xl =
∑N2

p=1 ul.p⊗ep,2 H′
1 ul.p l ∈ [N], p ∈ [N2]

H1 dimH′
1 ≤ NN2 X ⊆ H′

1 ⊗ H2 □

3.3.2.2 H1 H2

H X B(X )

L(X ) ⊆ X L(X ⊥) = 0 算 L ∈ B(H) 别

L ∈ B(H) 支 X 中 L ∈ B(X )

X 数 N = dimX B(X ) 数 N2

CN×N X x1, . . . , xN
B(X ) xix∨j i, j ∈ [N] L ∈ B(X ) L =

∑N
i=j=1 ai jxix∨j

L 与 A = [ai j ] ∈ CN×N 应 L ∈ S(X ) A

3.7. [6]设H是一个希尔伯特空间，它有几组可数基为 {hn}, n ∈ N。用记号

Pn : H → H表示在子空间 span{h1, ..., hn}，n ∈ N上的正交投影。那么对于所有

的 x ∈ H，g ∈ B(H)

lim
n→∞

∥Pnx − x∥ = lim
n→∞

∥gPnx − gx∥ = lim
n→∞

∥PngPnx − gx∥ = 0.

上面的引理等价于：

lim
n→∞

Pn = Id, lim
n→∞

gPn = lim
n→∞

PngPn = g

在强算子拓扑下收敛。

3.8. H 是一个无限维可分希尔伯特空间。假设 X ⊂ H 是一个有限维子空

间，维数是 N。假设 x1, . . . , xN 是 X 的一组正交基底。若 Qn, n ∈ N是一组投影
组成的序列，使得在强算子拓扑下 Qn → I。令 Xn = QnX。
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(1) 存在 K ∈ N使得 dimXn = N，n > K .

(2) 若 ρ(n) ∈ S+(Xn)且 Tr ρ(n) ≤ c，n > K，那么存在一个子列 ρ(nk ) 在迹范

数下收敛到 ρ ∈ S+(X )。

(3) H = H1 ⊗H2，这里H1是一个无限维可分希尔伯特空间，它有一组正交

基为 en,1, n ∈ N。令 Pn,1 ∈ S+(H1)是投影在子空间 (e1,1, . . . , en,1)，n ∈ N上的正
交投影。令 Qn = Pn,1 ⊗ I2，那么在强算子拓扑下，Qn → I1 ⊗ I2。假如 ρ(n), n ∈ N
满足 (2)中的假设，且 ρ(nk )在迹范数下收敛到 ρ ∈ S+(X )，那么 Tri ρ(nk )在迹范

数下收敛到 Tri ρ，对于 i ∈ [2]都成立。

(4) H = H1 ⊗H2，这里Hi是一个无限维可分希尔伯特空间，它有一组正交

基为 en,i, n ∈ N∪{∞}，i ∈ [2]。令 Pn,i ∈ S+(Hi)是投影在子空间 span(e1,i, . . . , en,i)，

n ∈ N上的投影算子。令 Qn = Pn,1 ⊗ Pn,2，那么在强算子拓扑下 Qn → I1 ⊗ I2。假

如 ρ(n), n ∈ N满足 (2)中的假设条件，且 ρ(nk )在迹范数下收敛到 ρ ∈ S+(X )。那

么 Tri ρ(nk )在迹范数下收敛到 Tri ρ，对于 i ∈ [2]都成立。

证明. Qn 算 ∥Qnxi∥ ≤ 1 i ∈ [N] n ∈ N

limn→∞ ∥Qnxi − xi∥ = 0 i ∈ [N] ε > 0 K(ε)

1 − ε < ⟨Qnxi,Qnxi⟩ ≤ 1, |⟨Qnxi,Qnxj⟩| < ε for i, j ∈ [N] i , j .

Wn = [⟨Qnxi,Qnxj⟩] ∈ CN×N Wn

ε < 1/N Wn σ1(Wn − IN) < Nε (

Perron-Frobenius I −Wn中

ε [7] ) λ1(Wn) ≥ · · · ≥ λN(Wn) Wn Wn − IN

|λi(Wn − IN)| ≤ Nε

(1) K = K(1/N) W Qnx1, . . . ,QnxN n > K

(2) n > K 用 W1/2
n Wn

W1/2
n |λi(W1/2

n − IN)| < Nε

limn→∞ W1/2
n = IN 算 L ∈ B(Xn)

∑N
i=j=1 ai jQnxi(Qnxj)∨

ρ ∈ S+(Xn) A = [ai j ] ∈ CN×N L

A W−1/2
n AW−1/2

n TrW−1
n A Xn

(x1, . . . , xN)W1/2

(1 − Nε)IN ⪯ Wn ⪯ (1+ Nε)IN ⇐⇒ (1+ Nε)−1IN ⪯ Wn ⪯ (1 − Nε)−1IN .
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A ⪰ 0

(1+ Nε)−1 Tr A ≤ Tr ρ ≤ (1 − Nε)−1 Tr A

ρ(n) ∈ S+(Xn) ρ(n) =
∑N

i=j=1 ai j,nQnxi(Qnxj)∨, n > K

An = [ai j,n] ∈ CN×N An, n > K

Ank 单 A = [ai j ] ρ =
∑N

i=j=1 ai jxix∨j
limk→∞ ∥ρ(nk ) − ρ∥1 = 0

(3) H2

x ∈ H1 ⊗ H2 X = [xpq], p, q ∈ N ∥x∥2 = ∑N
p=q=1 |xpq |2

(Pn,1 ⊗ I2)xi 应 X ′
n = [xpq], p ∈ [n], q ∈ N X̂n X ′

n

H1⊗H2 应 p > n limn→∞ ∥ X̂n−X ∥ =
0 Qn 算 I1 ⊗ I2 Y = [ypq], p, q ∈ N与 y ∈ H 应

Tr2 xy∨ 应 XY ∗

lim
n→∞

∥XY ∗ − X̂nŶ ∗
n ∥1 = lim

n→∞
∥Y ∗X − Ŷ ∗

n X̂n∥1 = 0. (3.22)

x, y ∈ H ∥xy∨∥1 = ∥x∥∥y∥ ∥ Tri(xy)∥1 ≤ ∥x∥∥y∥

∥XY ∗ − X̂nŶ ∗
n ∥1 = ∥XY ∗ − XŶ ∗

n + XŶ ∗
n − XnŶ ∗

n ∥1 ≤

∥X(Y ∗ − Ŷ ∗
n )∥1 + ∥(X − Xn)Ŷ ∗

n ∥1 ≤ ∥X ∥∥Y ∗ − Ŷ ∗
n ∥ + ∥X − Xn∥∥Ŷ ∗

n ∥

i, j ∈ [N] limn→∞ Trl Qnxi(Qnyj)∨ = Trl xiy∨j i, j ∈ N

limk→∞ Trl ρ(nk ) = Trl ρ

(4) (3)

□

3.9. H1,H2是两个可分的希尔伯特空间，且有对应的正交基为 ei,1, ei,2，i ∈ N。
令 H = H1 ⊗ H2。假如 ρ ∈ S+(H), ρi ∈ S+(Hi)给定，且 Tri ρ = ρi, i ∈ [2]。令

Pn,i ∈ S+(Hi)是投影在子空间 Hi,n = span(e1,i, . . . , en,i)上的正交投影。对于所有

的 n ∈ N, i ∈ [2]，ρi,n = Pn,iρiPn,i。令 ρ(n) = (Pn,1 ⊗ Pn,2)ρ(Pn,1 ⊗ Pn,2)，那么我们

可以得到 Tr2 ρ(n) ⪯ ρ1,n,Tr1 ρ(n) ⪯ ρ2,n。

证明. ρ

ρ =
∞∑

p,q=1

ρ1,pq ⊗ ep,2e∨q,2 =
∞∑

i, j=1

ei,1e∨j,2 ⊗ ρ2,i j,
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ρ1 = Tr2 ρ =
∞∑

p=1

ρ1,pp,

ρ2 = Tr1 ρ =
∞∑
i=1

ρ2,ii .

ρ1,pq H1 类算 ρ2,i j H2 类算

Tr2 ρ(n) = Tr2

(
(Pn,1 ⊗ Pn,2)(

∞∑
p,q=1

ρ1,pq ⊗ ep,2e∨q,2)(Pn,1 ⊗ Pn,2)

)
= Tr2

(
n∑

p,q=1

Pn,1ρ1,pqPn,1 ⊗ ep,2e∨q,2

)
=

n∑
p=1

Pn,1ρ1,ppPn,1 ⪯
∞∑

p=1

Pn,1ρ1,ppPn,1 = ρ1,n.

类 Tr1 ρ(n) ⪯ ρ2,n □

3.10. H1,H2 是两个可分的希尔伯特空间，对应的正交基为 ei,1, ei,2，i ∈

N∪{∞}。令H = H1⊗H2。若X ⊂ H是有限维的。假设 ρi ∈ S+(Hi)给定，且他们

的迹 Tr ρ1 = Tr ρ2 = 1。令 Pn,i ∈ S+(Hi)是投影到子空间Hi,n = span(e1,i, . . . , en,i)

上的正交投影。对所有的 n ∈ N, i ∈ [2]，令 Xn = (Pn,1 ⊗ Pn,2X )，ρi,n = Pn,iρiPn,i。

考虑如下的半正定优化问题

µn(ρ1, ρ2,X ) = max{Tr(XPXn
);

Tr2 X ⪯ ρ1,n,Tr1 X ⪯ ρ2,n, X ∈ (Pn,1 ⊗ Pn,2)S+(H)(Pn,1 ⊗ Pn,2)}

那么下面的条件是等价的

(1) ∃ρ ∈ S+,1(H1 ⊗ H2)满足条件

Tr1(ρ) = ρ2,Tr2(ρ) = ρ1, supp(ρ) ⊂ X (3.23)

(2) limn→∞ µn(ρ1, ρ2,X ) = 1.

证明. (1) ⇒ (2) ρ ∈ S+,1(H) (3.23) ρ(n) =

(Pn,1 ⊗ Pn,2)ρ(Pn,1 ⊗ Pn,2), ρ(n) ∈ (Pn,1 ⊗ Pn,2)S+(H)(Pn,1 ⊗ Pn,2) 3.9

Tr2 ρ(n) ⪯ ρ1,n,Tr1 ρ(n) ⪯ ρ2,n ρ(n)

supp(ρ) ⊂ X ρ(n)(H) = (Pn,1 ⊗ Pn,2)ρ(Pn,1 ⊗ Pn,2)(H) ⊂ Xn

Xn supp(ρ(n)) ρ(n)(H) supp(ρ(n)) ⊂ Xn

µn(ρ1, ρ2,X ) ≥ Tr(ρ(n)PXn
) = Tr(ρ(n)). (3.24)
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3.8(4) 算 n → ∞ Pn,1 ⊗ Pn,2 → I1 ⊗ I2 用

3.7 limn→∞ ρ
(n) = limn→∞(Pn,1 ⊗ Pn,2)ρ(Pn,1 ⊗ Pn,2) = ρ

limn→∞ Tr ρ(n) = Tr ρ = 1

PXn
≤ I X ∈ S+(H),Tr2 X ⪯ ρ1

Tr XPXn
= Tr X1/2X1/2PXn

= Tr X1/2PXn
X1/2 ≤

Tr X1/2I X1/2 = Tr X = Tr(Tr2 X) ≤ Tr ρ1 = 1.

Tr(ρ(n)) = Tr(ρ(n)PXn
) ≤ µn(ρ1, ρ2,X ) ≤ 1

lim
n→∞
µn(ρ1, ρ2,X ) = 1.

(2) ⇒ (1) εn, n ∈ N 单 0

Tr(ρ(n)PXn
) ≥ µn(ρ1, ρ2,X ) − εn,

Tr2 ρ(n) ⪯ ρ1,n,Tr1 ρ(n) ⪯ ρ2,n ρ(n) ∈ (Pn,1 ⊗ Pn,2)S+(H)(Pn,1 ⊗ Pn,2) ⊂ S+(Xn)

3.8(2) nk ρ(nk ) 类 ρ ∈ S+(X )

3.8(4) Tri ρ(nk ) 数 Tri ρ i ∈ [2]

µn(ρ1, ρ2,X ) − εn ≤ Tr(PXnk
ρ(nk )) ≤ Tr(ρ(nk )) ≤ 1.

limn→∞ Tr(ρ(nk )) = 1 ρ(nk ) 数 ρ

Tr(ρ) = 1

nk

Tr2(ρ(nk )) ⪯ ρ1,nk . (3.25)

Tr2(ρ(nk )) 数 Tr2(ρ) 3.7 ρ1,nk

数 ρ1 通 (3.25) Tr2 ρ ⪯ ρ1
Tr(Tr2 ρ) = Tr ρ1 = 1 Tr2 ρ = ρ1 ρ1−Tr2 ρ ⪰ 0 Tr(ρ1−Tr2 ρ) = 0

ρ1 − Tr2 ρ = 0 Tr2 ρ = ρ1 Tr1 ρ = ρ2 ρ

(1) □

3.3.3 X

X H = H1 ⊗ H2中

：
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3.11. H = H1⊗H2，X ⊂ H是其中的一个闭的子空间（可以是无限维），并且它

有一组正交的基为 xi, i ∈ N。假设 ρ ∈ S+,1(H), supp ρ ⊆ X 且 ρi ∈ S+,1(Hi), i ∈ [2]。

对于取定的 n ∈ N，我们把 x1, . . . , xn 张成的子空间记作 Xn。那么 B(Xn) 是由

xix∨j , i, j ∈ [n]张成的。在 B(Xn)上考虑下面这个有界的凸函数

f (L) = ∥ Tr2 L − ρ1∥1 + ∥ Tr1 L − ρ2∥1.

那么 f 是 B(Xn)上的一个连续的凸函数。考虑下面这个最小值问题：

µn(ρ1, ρ2) = min{ f (X), X ∈ S+,1(H) ∩ B(Xn)}, (3.26)

这里 n ∈ N。那么 µn(ρ1, ρ2), n ∈ N是一个单调的序列。假设 ρ1 = Tr2 ρ和 ρ2 =

Tr1 ρ，那么：

(1) limn→∞ µn(ρ1, ρ2) = 0.

(2) 令 εn, n ∈ N是正的单调趋向于零的序列。假设 f (Qn) ≤ µn(ρ1, ρ2)+εn，这
里Qn ∈ S+,1(H)∩B(Xn)，n ∈ N。对于所有 n ∈ N，令 ρ1,n := Tr2 Qn，ρ2,n := Tr1 Qn，

那么

lim
n→∞

∥ρ1,n − ρ1∥1 = 0, lim
n→∞

∥ρ2,n − ρ2∥1 = 0.

证明. 用 ∥ · ∥1

| f (X) − f (Y)| ≤ ∥ Tr2(X) − Tr2(Y)∥1 + ∥ Tr1(X) − Tr1(Y)∥1 ≤ 2∥X − Y ∥1.

f T(H) 数 f

B(Xn) 数 n2 xix∨j i, j ∈ [n]

X ∈ B(Xn) X =
∑n

i=j=1 ai jxix∨j 用 Cn×n

B(Xn)中 X 用 A = [ai j ] x1, . . . , xn
∥X ∥1 = ∥A∥ =

∑n
i=1 σi(A) X → A B(Xn) Cn×n

Xn → Cn Cn 中

别 ∥X ∥ = ∥A∥ = σ1(A) S(Xn)

Hn ⊂ Cn×n S+,1(H)∩B(Xn) n× n Hn,+,1

Xn+1 ⊃ Xn µn(ρ1, ρ2) µn(ρ1, ρ2)

Tr2 ρ = ρ1,Tr1 ρ = ρ2 limn→∞ µn(ρ1, ρ2) = 0 ρ

ρ =
∞∑
i=1

λiyiy∨i , ⟨yi, yj⟩ = δi j, i, j ∈ N,
∞∑
i=1

λi = 1, λi ≥ λi+1 ≥ 0, i ∈ N.
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supp ρ ⊆ X yi ∈ X i ∈ N Pn H Xn

PnρPn =
∞∑
i=1

λi(Pnyi)(Pnyi)∨,

∥PnρPn −
N∑
i=1

λi(Pnyi)(Pnyi)∨∥1 = Tr(
∞∑

i=N+1

λi(Pnyi)(Pnyi)∨) ≤
∞∑

i=N+1

λi .

ρ1 = Tr2 ρ =
∞∑
i=1

λi Tr2(yiy∨i ), ρ2 = Tr1 ρ =
∞∑
i=1

λi Tr1(yiy∨i )

ε ∈ (0, 1/4)
∑N

i=1 λi > 1−ε limn→∞ ∥∑N
i=1 λiPnyi(Pnyi)∨−∑N

i=1 λiyiy∨i ∥1 = 0 n > K(ε) ∥∑N
i=1 λiPnyi(Pnyi)∨ −

∑N
i=1 λiyiy∨i ∥1 < ε2

| Tr(
N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨ −
N∑
i=1

λiyiy∨i )| = | Tr(
N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨) −
N∑
i=1

λi | ≤ ε2.

ρN,n =
1

Tr(
∑N

i=1 λiPnyi(Pnyi)∨)

N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨, ρ̃N,n =
N∑
i=1

λiyiy∨i .

ρN,n ∈ S+,1(Xn)

∥ρN,n − ρ̃N,n∥1 ≤ ∥
N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨ −
N∑
i=1

λiyiy∨i ∥1 +

∥1 − Tr(
∑N

i=1 λiPnyi(Pnyi)∨)
Tr(

∑N
i=1 λiPnyi(Pnyi)∨)

N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨∥1 ≤

ε2 +
|1 − Tr(

∑N
i=1 λiPnyi(Pnyi)∨)|

Tr(
∑N

i=1 λiPnyi(Pnyi)∨)
∥

N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨∥1.

∥
N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨∥1 = Tr(
N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨,

|1 − Tr(
N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨)| = | Tr(
∞∑
i=1

λ1yiy∨i −
N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨)| ≤

∥
∞∑
i=1

λ1yiy∨i −
N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨∥1 ≤ ∥
N∑
i=1

λ1yiy∨i −
N∑
i=1

λiPnyi(Pnyi)∨∥1 +

∥
∞∑

i=N+1

λ1yiy∨i ∥1 ≤ ε2 + ε.
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∥ρN,n − ρ̃N,n∥1 ≤ 2ε2 + ϵ < 3ε

∥ Tr2 ρN,n − ρ1∥1 ≤ ∥ Tr2(ρN,1 − ρ̃N,n)∥1 + ∥
∞∑

i=N+1

λi Tr2(yiy∨i )∥1 ≤

∥ρN,1 − ρ̃N,n∥1 +
∞∑

i=N+1

λi ≤ 3ε + ε = 4ε.

∥ Tr1 ρN,n − ρ2∥1 ≤ 4ε µn(ρ1, ρ2) ≤ 8ε. ε

limn→∞ µn(ρ1, ρ2) = 0

(2) {µn(ρ1, ρ2)}, {εn} limn→∞ ∥ρj,n−ρj ∥1 = 0 j ∈ [2]

□

H1 H2 中

3.12. H1 和 H2 是两个可分希尔伯特空间。假设其中 H1 是无限维，H2 是

有限维的。H = H1 ⊗ H2，假设 X ⊂ H 是无限维子空间，xi, i ∈ N 是它得一

组基。假设 ρi ∈ S+,1(Hi), i ∈ [2]。若 µn(ρ1, ρ2), n ∈ N 的定义和引理3.11中相

同，那么存在 ρ ∈ S+,1(H), supp ρ ⊆ X 使得 Tr2 ρ = ρ1,Tr1 ρ = ρ2 当且仅当

limn→∞ µn(ρ1, ρ2) = 0。

证明. 3.11 (1) limn→∞ µn(ρ1, ρ2) = 0

Qn ∈ S+,1(Xn), n ∈ N 3.11中 Qnk

ρ ∈ S+(H) ρ1,nk = Tr2 Qnk, ρ2,nk = Tr1 Qnk H

3.3 ρ1,nk = Tr2 Qnk Tr2 ρ 3.11中 ρ1,n

∥ · ∥1 数 ρ1 Tr2 ρ = ρ1 Tr ρ = Tr ρ1 = 1 ρ2,n

数 ∥ · ∥1 ρ2 3.3 Tr1 ρ ⪯ ρ2 Tr ρ = 1

Tr1 ρ = ρ2

supp ρ ⊆ X suppQn ⊆ Xn ⊂ X z ∈ X ⊥

Qnz = 0 ⟨Qnz, z⟩ = 0 limk→∞⟨Qnkz, z⟩ = ⟨ρz, z⟩ ⟨ρz, z⟩ = 0

ρz = 0 supp ρ ⊆ X □

H1 H2

名 Banach-Saks [1]

3.13. H是一个希尔伯特空间，假设 (xn ∈ H)n∈N在弱拓扑下收敛到 x。那么

存在一个子列 (xn j
)j∈N使得，对这组子列求算术平均数得到的一组新的序列在强
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拓扑下收敛到 x，即

lim
m→∞

1
m

m∑
j=1

xn j
= x.

{ρn}n∈N ⊂ T1(H) 算 ρ ∈ T1(H)

T2(H)中 ρn
w.t .→ ρ T2 中

与 算 T2

应用 Banach-Saks

3.14. 设 H是一个希尔伯特空间，若 ρn ∈ T1(H)是一组有界线性算子组成

的序列，且 (ρn)n∈N 在弱算子拓扑下收敛到 ρ。那么存在一组子列 (ρn j
)j∈N 使得

这组子列的算术平均组成的一组新的序列在 T2(H)中强收敛到 ρ，即

lim
m→∞

∥ 1
m

m∑
j=1

ρn j
− ρ∥2 = 0.

3.15. 若 An ∈ S+,1(H), n ∈ N，且假设 An

w.o.t .→ A ∈ T1(H)。那么

lim
n→∞

∥An − A∥1 = 0 ⇐⇒ lim
n→∞

Tr An = Tr A.

证明. A ∈ S+,1(H) ∥A∥1 = Tr A

lim
n→∞

∥An − A∥1 = 0 ⇒ lim
n→∞

∥An∥1 = ∥A∥1 ⇒ lim
n→∞

Tr An = Tr A.

An

w.o.t .→ A ∈ T1(H) limn→∞ Tr An = Tr A {An}

数 T1(H) A ε0 > 0 {Ank } ∥Ank − A∥1 ≥ ε0
k ∈ N 导 nk = k, k ∈ N

An ：

An =
∞∑
i=1

σi(An)gi,ng∨i,n, ⟨gi, gj⟩ = δi j, i, j ∈ N.

2.1 nk, k ∈ N

lim
k→∞
σi(Ank ) = σi, gi,nk

w.t .→ gi, i ∈ N,

A =
∞∑
i=1

σigig∨i .

{σi} 单
∑∞

i=1 σi ≤ lim inf ∥Ank ∥ = Tr A ∥gi∥ ≤
1, i ∈ N 2.1

Tr A =
∞∑
i=1

σi∥gi∥2 ≤
∞∑
i=1

σi ≤ Tr A.
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σi > 0 ∥gi∥ = 1 2.1 σi > 0

limn→∞ ∥gi,n − gi∥ = 0

：σi > 0 i ∈ N ε ∈ (0, 1/8) M(ε)

M(ε)∑
i=1

σi ≥ (1 − ε)
∞∑
i=1

σi = (1 − ε)Tr A.∑∞
i=′M(ε)+1 σi ≤ ε Tr A limn→∞ Tr An = Tr A N(ε)

n > N(ε) Tr An ≤ (1+ ε)Tr A limk→∞ σi(Ank ) = σi i ∈ N

N1(ε) k > N1(ε)

|
M(ε)∑
i=1

σi(Ank ) −
M(ε)∑
i=1

σi | ≤
M(ε)∑
i=1

|σi(Ank ) − σi | ≤ ε Tr A

k > max(N(ε), N1(ε))

M(ε)∑
i=1

σi(Ank ) ≥ (1 − 2ε)Tr A,

∞∑
i=M(ε)+1

σi(Ank ) ≤ 3ε Tr A.

用 ∥Ank − A∥1 n > max(N(ε), N1(ε)) 计 ：

∥Ank − A∥1 = ∥
∞∑
i=1

σi(Ank )gi,nkg∨i,nk −
∞∑
i=1

σigig∨i ∥1 ≤

M(ε)∑
i=1

∥σi(Ank )gi,nkg∨i,nk − σigig
∨
i ∥1 +

∞∑
i=M(ε)+1

∥σi(Ank )gi,nkg∨i,nk ∥1 +
∞∑

i=M(ε)+1

∥σigig∨i ∥1 ≤

M(ε)∑
i=1

∥σi(Ank )gi,nkg∨i,nk − σigig
∨
i ∥1 +

∞∑
i=M(ε)+1

σi(Ank ) +
∞∑

i=M(ε)+1

σi ≤

M(ε)∑
i=1

∥σi(Ank )gi,nkg∨i,nk − σigig
∨
i ∥1 + 4ε Tr A.

i ∈ N

lim
k→∞

∥σi(Ank )gi,nkg∨i,nk − σigig
∨
i ∥1 = 0

σi(Ank )gi,nkg∨i,nk − σigig
∨
i =

(σi(Ank ) − σi)gi,nkg∨i,nk + σi(A)(gi,nk − gi)g∨i,n + σi(A)gi(g∨i,nk − g∨i )
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数 ∥ · ∥1 数 0 ∥xy∨∥1 =

∥x∥∥y∥

lim
k→∞

|σi(Ank )) − σi | = 0, lim
k→∞

∥gi,nk − gi∥ = 0 i ∈ N.

N2(ε) > max(N(ε), N1(ε)) k > N2(ε)

M(ε)∑
i=1

∥σi(Ank )gi,nkg∨i,nk − σigig
∨
i ∥1 ≤ ε Tr A.

系 ∥Ank − A∥ ≤ 5ε Tr A

k > N2(ε) ε < ε0
5Tr A 与 ∥Ak − A∥1 ≥ ε0 k ∈ N

□

3.16. H是一个可分的希尔伯特空间，A ∈ S(H) ∪ T(H)是一个自伴随的算

子，它的奇异值为 σi(A), i ∈ N，对角线上的元素为 di, i ∈ N (在H的任意一组基

下)。那么
∞∑
i=1

|di | ≤
∞∑
i=1

σi(A).

证明. H B(H)中算

算 C C λi(C)�σi(C) B AB

算 B 1 者

−1 BB = IdH (AB)∗ = B∗A∗ = BA AB(AB)∗ = ABBA = AA = AA∗∑∞
i=1 σi(A) =

∑∞
i=1 σi(AB)

∞∑
i=1

|di | = Tr(AB) ≤
∞∑
i=1

|λi(AB)| ≤
∞∑
i=1

σi(AB) =
∞∑
i=1

σi(A).

□

3.17. 令H = H1 ⊗H2，这里H1和H2是无限维可分希尔伯特空间。假如我

们有一个有界的序列 ρn ∈ S1,+(H), n ∈ N在弱拓扑下收敛到 ρ ∈ S+(H)，且满足

下面两个条件

lim
n→∞

∥ Tr1 ρn − ρ2∥1 = 0, ρ2 ∈ S1,+(H2),

lim
n→∞

∥ Tr2 ρn − ρ1∥1 = 0, ρ1 ∈ S1,+(H1).

那么我们可以推出 Trp ρ = ρq，这里 {p, q} = {1, 2}。进一步地，可以得到 ρn 在
∥ · ∥1下收敛到 ρ，即

lim
n→∞

∥ρn − ρ∥1 = 0.
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证明. 3.14 ρn, n ∈ N ρ̂n, n ∈ N ρn, n ∈ N

算术

lim
n→∞

∥ ρ̂n − ρ∥2 = 0.

Tr1 ρ̂n Tr2 ρ̂n 数 ρ2 ρ1

ρ̂n =
∞∑
i=1

λi,nxi,nx∨i,n, {λi,n} ↘ 0, ⟨xi,n, xj,n⟩ = δi j,Tr ρ̂n =
∞∑
i=1

λi,n,

ρ =
∞∑
i=1

λixix∨i , {λi} ↘ 0, ⟨xi, xj⟩ = δi j,Tr ρ =
∞∑
i=1

λi .

2.4 limn→∞ λi,n = λi i ∈ N 通

ρ̂n limn→∞ ∥xi,n − xi∥ = 0 λi > 0

Tr2 ρ = ρ1 Tr1 ρ = ρ2

ρ′2 = ρ2 − Tr1 ρ ∈ T+(H), ρ′1 = ρ1 − Tr2 ρ ∈ T+(H)

3.3

ρ′2 = ρ2 − Tr1 ρ ⪰ 0,

ρ′1 = ρ1 − Tr2 ρ ⪰ 0.

3.2 Tr1 ρ 类算

ρ′2 = ρ2 − Tr1 ρ ∈ T+(H).

ρ′1 = ρ1 − Tr2 ρ ∈ T+(H).

ρ′1 ρ′2 ：

ρ′1 =
∞∑
i=1

σi,1gig∨i , {σi,1 ≥ 0} ↘ 0, ⟨gi, gj⟩ = δi j,Tr ρ′1 =
∞∑
i=1

σi,1,

ρ′2 =
∞∑
i=1

σi,2fif∨i , {σi,2 ≥ 0} ↘ 0, ⟨fi, fj⟩ = δi j,Tr ρ′2 =
∞∑
i=1

σi,2.

ρ′1, ρ
′
2 0 δ > 0

σ1,1 > δ, σ1,2 > δ. (3.27)
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ε = o(δ) N ∥ ρ̃′N1 ∥1 < ε ∥ ρ̃′N2 ∥1 < ε

ρ′N1 =
N∑
i=1

σi,1gig∨i , ρ̃′N1 =
∞∑

i=N+1

σi,1gig∨i ,

ρ′N2 =
N∑
i=1

σi,2fif∨i , ρ̃′N2 =
∞∑

i=N+1

σi,2fif∨i .

ρ′1, ρ
′
2 ∈ T+(H) ε = o(δ) N(ε)

∥ ρ̃′N1 ∥1 < ε, ∥ ρ̃′N2 ∥1 < ε. (3.28)

ε = o(δ) N 中 N

ε = o(δ) m > N Rm = Pm⊗Qm

∥RmρRm − ρ∥1 < ε

H̃1, H̃2 gi, fi Ĥi H̃i, i ∈ [2] H中

Ĥ1 Ĥ2 ĝi f̂i, i ∈ N

H1,H2

{e1,1, . . . , en,1, . . .}, {ei,2, . . . , en,2, . . .} (3.29)

e2i−1,1 = gi, e2i,1 = ĝi, e2i−1,2 = fi, e2i,2 = f̂i, 1 ≤ i ≤ N .

Pm Qm span(e1,1, . . . , e2m,1) ⊂ H1 span(e1,2, . . . , e2m,2) ⊂ H2

Rm = Pm ⊗ Qm

lim
m→∞

∥RmρRm − ρ∥1 = 0.

ε L(ε) > N m > L(ε) > N

∥RmρRm − ρ∥1 < ε. (3.30)

m > L(ε) m > N ∥RmρRm − ρ∥1 < ε

N m n ∥ Tr1(ρ̂n−Rm ρ̂nRm)−
ρ′N2 ∥1 ≤ 4ε, ∥ Tr2(ρ̂n − Rm ρ̂nRm) − ρ′N1 ∥1 ≤ 4ε.
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limn→∞ ∥ ρ̂n − ρ∥2 = 0

∥Rm(ρ̂n − ρ)Rm∥2 ≤ ∥Rm∥∥ ρ̂n − ρ∥2∥Rm∥ ≤ ∥ ρ̂n − ρ∥2.

lim
n→∞

∥Rm ρ̂nRm − RmρRm∥2 = 0.

ε m K1(ε,m) n > K1(ε,m)

∥Rm ρ̂nRm − RmρRm∥2 <
ε

m
.

Rm ρ̂nRm RmρRm (PmH1) ⊗ (QmH2)

∥Rm ρ̂nRm − RmρRm∥1 ≤ m∥Rm ρ̂nRm − RmρRm∥2 ≤ ε.

3.2(2)

∥ Tr1(Rm ρ̂nRm) − Tr1(RmρRm)∥1 ≤ ∥Rm ρ̂nRm − RmρRm∥1 ≤ ε.

Tr1 ρ̂n ∥ · ∥1 ρ2 K2(ε)

n > K2(ε)

∥ Tr1 ρ̂n − ρ2∥1 ≤ ε.

n > max{K1(ε,m),K2(ε)}

∥ Tr1(ρ̂n − Rm ρ̂nRm) − (ρ2 − Tr1(RmρRm))∥1 ≤ 2ε. (3.31)

(3.30)

∥ Tr1(RmρRm) − Tr1 ρ∥1 ≤ ∥RmρRm − ρ∥1 < ε.

用 Tr1 ρ (3.31) 中 Tr1(RmρRm)

∥ Tr1(ρ̂n − Rm ρ̂nRm) − (ρ2 − Tr1 ρ)∥1 ≤ 3ε.

ρ′2 = ρ2 − Tr1 ρ = ρ′N2 + ρ̃′N2 (3.28)

∥ Tr1(ρ̂n − Rm ρ̂nRm) − ρ′N2 ∥1 ≤ 4ε. (3.32)
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∥ Tr2(ρ̂n − Rm ρ̂nRm) − ρ′N1 ∥1 ≤ 4ε. (3.33)

(3.32), (3.33)

ρ̂n :

ρ̂n =
∞∑
i=1

λi,nxi,nx∨i,n, {λi,n} ↘ 0, ⟨xi,n, xj,n⟩ = δi j,Tr ρ̂n =
∞∑
i=1

λi,n,

xi,n ∈ H1 ⊗ H2, λi,n ≥ 0 用 (3.29) 中 H1,H2

xi,n =
∞∑

p,q=1

µi,np,qep,1 ⊗ eq,2.

λi,nxi,nx∨i,n = λi,n(
∞∑

p,q=1

µi,np,qep,1 ⊗ eq,2)(
∞∑

p,q=1

µi,np,qep,1 ⊗ eq,2)∨

= λi,n

(
∞∑

p,q,r,v

µi,np,q µ̄
i,n
r,v(ep,1 ⊗ eq,2)(er,1 ⊗ ev,2)∨

)
.

ρ̂n =
∞∑
i=1

λi,n

(
∞∑

p,q,r,v=1

µi,np,q µ̄
i,n
r,v(ep,1 ⊗ eq,2)(er,1 ⊗ ev,2)∨

)
,

ρ̂n − Pm ρ̂nPm =
∞∑
i=1

λi,n

(
∞∑

p,q,r,v=1

µi,np,q µ̄
i,n
r,v(ep,1 ⊗ eq,2)(er,1 ⊗ ev,2)∨

)
−

∞∑
i=1

λi,n

(
m∑

p,q,r,v=1

µi,np,q µ̄
i,n
r,v(ep,1 ⊗ eq,2)(er,1 ⊗ ev,2)∨

)

Tr1(xi,nx∨i,n) =
∑
p,q,v

µi,np,q µ̄
i,n
p,veq,2e∨v,2,

Tr1 ρ̂n =
∞∑
i=1

λi,n(
∑
p,q,v

µi,np,q µ̄
i,n
p,veq,2e∨v,2)

=
∞∑

q,v=1

(
(

∞∑
i=1

∞∑
p=1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,v)eq,2, e∨v,2

)
Tr1(ρ̂n − Pm ρ̂nPm) =

∞∑
q,v=1

(
(

∞∑
i=1

∞∑
p=1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,v)eq,2, e∨v,2

)
−

m∑
q,v=1

(
(

∞∑
i=1

m∑
p=1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,v)eq,2, e∨v,2

)
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Tr1(ρ̂n − Pm ρ̂nPm)

m∑
q=1

∞∑
i=1

∞∑
p=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q +

∞∑
q=m+1

∞∑
i=1

∞∑
p=1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q (3.34)

m, N n > max{K1(ε,m),K2(ε)} (3.32)

∥ Tr1(ρ̂n − Pm ρ̂nPm) − ρ′N2 ∥1 ≤ 4ε.

Tr1(ρ̂n − Pm ρ̂nPm) − ρ′N2 3.16

用 ：

N∑
q=1

|
∞∑
i=1

∞∑
p=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q − σq,2 | +

m∑
q=N+1

∞∑
i=1

∞∑
p=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q (3.35)

+
∞∑

q=m+1

∞∑
i=1

∞∑
p=1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q ≤ 4ε,

λi,n ≥ 0
m∑

q=N+1

∞∑
i=1

∞∑
p=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q ≥ 0,

∞∑
q=m+1

∞∑
i=1

∞∑
p=1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q ≥ 0.

(3.35)

N∑
q=1

|
∞∑
i=1

∞∑
p=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q − σq,2 | ≤ 4ε. (3.36)

N∑
p=1

|
∞∑
i=1

∞∑
q=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q − σp,1 | ≤ 4ε. (3.37)

����� N∑
p=1

∞∑
i=1

∞∑
q=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q −

N∑
p=1

σp,1

�����
≤

N∑
p=1

|
∞∑
i=1

∞∑
q=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q − σp,1 |

≤ 4ε.

(3.27)
N∑

p=1

σp,1 > δ.
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N∑
p=1

∞∑
i=1

∞∑
q=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q ≥ δ − 4ε. (3.38)

(3.35)

N∑
q=1

|
∞∑
i=1

∞∑
p=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q − σq,2 | +

m∑
q=N+1

∞∑
i=1

∞∑
p=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q

+
∞∑

q=m+1

∞∑
i=1

N∑
p=1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q +

∞∑
q=m+1

∞∑
i=1

∞∑
p=N+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q ≤ 4ε.

(3.38)
N∑

q=1

|
∞∑
i=1

∞∑
p=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q − σq,2 | +

m∑
q=N+1

∞∑
i=1

∞∑
p=m+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q

+
∞∑

q=m+1

∞∑
i=1

N∑
p=1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q +

∞∑
q=m+1

∞∑
i=1

∞∑
p=N+1

λi,nµ
i,n
p,q µ̄

i,n
p,q ≥ δ − 4ε.

ε = o(δ) ε < δ
8 导

ρ′1 者 ρ′2 0 Tr ρ = Tr1 Tr2 ρ = Tr2 Tr1 ρ

Tr ρ′1 = Tr ρ′2 ρ′1 者 ρ′2 0 ρ′1 ρ′2

Trp ρ = ρq {p, q} = {1, 2}.

用 3.15 ρn ∥ · ∥1 ρ

Tr1 ρ = ρ2

lim
n→∞

| Tr ρn − Tr ρ| = lim
n→∞

| Tr2(Tr1 ρn − ρ2)| ≤ lim
n→∞

∥ Tr1 ρn − ρ2∥1 = 0

lim
n→∞

Tr ρn = Tr ρ.

3.15 ρn 数 ρ

lim
n→∞

∥ρn − ρ∥1 = 0.

□

H1 H2

Strassen
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3.18 ( Strassen ). H1 和 H2 是两个无限维可分希尔伯特空

间。H = H1 ⊗H2，假设 X ⊂ H是无限维子空间，xi, i ∈ N是它的一组基。假设
ρi ∈ S+,1(Hi), i ∈ [2]。若 µn(ρ1, ρ2), n ∈ N的定义和引理3.11中相同，那么存在 ρ ∈
S+,1(H), supp ρ ⊆ X 使得 Tr2 ρ = ρ1,Tr1 ρ = ρ2当且仅当 limn→∞ µn(ρ1, ρ2) = 0。

证明. 3.11 1 limn→∞ µn(ρ1, ρ2) = 0

Qn ∈ S+,1(Xn), n ∈ N 3.11中 Qnk

ρ ∈ S+(H) ρ1,nk = Tr2 Qnk, ρ2,nk = Tr1 Qnk 3.11 ρ1,nk

数 ∥ · ∥1 ρ1 ρ2,nk 数 ∥ · ∥1 ρ2 3.17, Tr1 ρ = ρ2
Tr2 ρ = ρ1

supp ρ ⊆ X suppQn ⊆ Xn ⊂ X z ∈ X ⊥

Qnz = 0 ⟨Qnz, z⟩ = 0 limk→∞⟨Qnkz, z⟩ = ⟨ρz, z⟩ ⟨ρz, z⟩ = 0

ρz = 0 supp ρ ⊆ X □

3.2. ρ H中 算 ρ

ρ =
∞∑
i=1

λiyiy∨i .

∑∞
i=1 λi = 1 λi > 0 yi, yj, i , j 1

H ⊗ H中 X X = span{yi ⊗ yi}, i ∈ N X H ⊗ H中

ρX #ρ?

X 中 xi = yi ⊗ yi Xn = span{yi ⊗ yi}, i ∈ {1, . . . , n}

B(Xn) = span{(yi ⊗ yi)(yj ⊗ yj)∨}, i, j ≤ n f (L) ：

f (L) = ∥ Tr2 L − ρ∥1 + ∥ Tr1 L − ρ∥1.

µn(ρ, ρ) = min{ f (X), X ∈ S+,1(H ⊗ H) ∩ B(Xn)}.

n = k, k ∈ N B(Xk) = {(yi ⊗ yi)(yj ⊗ yj)∨}, i, j ≤ k Xk ∈ B(Xk)

f (Xk) = ∥ Tr2 Xk − ρ∥1 + ∥ Tr1 Xk − ρ∥1

Tr2 Xk −
k∑

i=1

λiyiy∨i ∈ span{ypy∨q}, p ≤ k, q ≤ k .
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∥ Tr2 Xk − ρ∥1 = ∥ Tr2 Xk −
k∑

i=1

λiyiy∨i ∥1 + ∥
∞∑

i=k+1

λiyiy∨i ∥1 ≥ ∥
∞∑

i=k+1

λiyiy∨i ∥1.

∥ Tr1 Xk − ρ∥1 ≥ ∥∑∞
i=k+1 λiyiy∨i ∥1 Xk =

∑k
i=1 λi(yi ⊗

yi)(yi ⊗ yi)∨ f (Xk)

µk(ρ, ρ) = 2∥
∞∑

i=k+1

λiyiy∨i ∥1 = 2
∞∑

i=k+1

λi .

ρ 类算 n → ∞ µn(ρ, ρ) → 0 Xn

w.o.t .→ X =∑∞
i=1 λi(yi ⊗ yi)(yi ⊗ yi)∨ X ρX #ρ

supp X ⊂ X Tr1 X = ρ,Tr2 X = ρ X ρX #ρ
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4 与

4 论

4.1

研究 Strassen

中 算 用

中

2 中 中算

算 数 别

类 中

Strassen Strassen

3 中

中 与 数

Stassen 支

1

支 系

通 0 别

单 Banach-Saks 用

技 算

∥ · ∥1 Strassen

4.2

中 应用 Strassen

中

用 系 应 用

系

研究 应用 算

用 算 技术 应 技术

用 Markov 算

Hsu[10] 研究 用
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作 应用 用 机
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