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摘 要

多项式系统根的隔离界，即对于给定的多项式系统及其零点，该零点与多项式系统

其他零点之间最小距离的下界。多项式系统根的隔离是多项式系统求解问题中的一项重

要内容，也是很多符号和数值计算算法的重要组成部分，在科学与工程计算中有着广泛

的应用。通过计算隔离界，我们还可以估计多项式系统零点丛集（cluster）的孤立半径。
本文主要研究多项式系统简单重根的隔离界的计算，以及零点丛集的存在性判定。

简单重根也被称为宽度为一的孤立奇异根，多项式系统在简单重根处的 Jacobian矩阵亏
秩为一。

我们首先介绍了多项式系统简单重根代数结构的一种恰当表示——局部对偶空间，

以及局部对偶空间的一组既约基（重结构）的参数化表示。然后我们定义了亏秩为一的

Jacobian矩阵的标准形式。对于给定的多项式系统及其任意重数的简单重根，我们总可
以通过酉变换使得 Jacobian矩阵满足标准形式。基于这样的性质和参数化的重结构，我
们简化了简单重根的定义。

其次，在标准形式的假设下，通过对多项式的泰勒展开式中的一些项做迭代替换，

我们可以得到简单重根附近的多项式展开式的一般形式，从而定量地给出任意重数的简

单重根的隔离界的下界——某个单变元多项式的最小正根。特别地，对于简单三重根，

我们给出了局部隔离界的显式表达。同时，文中举例比较了我们计算出的简单重根的隔

离界与用其他方法得到的局部隔离界。

最后，我们研究了多项式系统的零点丛集的计算。对于一个多项式系统和它的一个

近似根，构造新的多项式系统以这个近似根为简单重根，通过 Rouché定理，我们给出
一种判定准则，来判定在近似根附近是否存在原多项式系统的一个零点丛集，即判定原

多项式系统在近似根附近的一个小邻域内根的个数。

关键词：多项式系统；简单重零点；隔离界；零点丛集
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Abstract

The separation bound of zeros of polynomial systems is the lower bound on the minimal
distance among zeros. The computation of the separation bound of polynomial systems using
symbolic and numeric methods is an important problem of solving polynomial systems, which
is widely applied across the engineering and sciences.

This thesis is concerned with the computation of separation bounds of simple multiple
zeros of polynomial systems, and the existence of the cluster of polynomial systems. A simple
multiple zero of a polynomial system is also known as a breadth-one isolated singular zero, the
corank of its Jacobian matrix is one at simple multiple zero.

We first introduce the local dual space for characterizing an isolated singular solution of
a polynomial system, and a parametric representation for a reduced basis (multiplicity struc-
ture) of the local dual spaces. We present the definition of the standard form of Jacobian matrix
whose corank is one. Given a polynomial system with a simple multiple zero, we can always
assume that the Jacobian matrix satisfies the standard form by performing a unitary transforma-
tion on the polynomial system. Based on the parameterized multiplicity structure, we simplify
the definition of simple multiple zeros.

Secondly, under the assumption of the standard form, we can get a general form of poly-
nomial expansion around the simple multiple zero by substituting some items in the Taylor
expansion of polynomial iteratively. Then we present a lower bound of the separation bound
of simple multiple zeros quantitatively. In particular, for simple triple zeros, we give an ex-
plicit expression to the local separation bound. Moreover, we compare our separation bound of
simple multiple zeros with the local separation bound obtained by other methods.

Finally, we certify the existence of a cluster of polynomial systems. For a polynomial
system with an approximate root, we define a new polynomial system with the approximate
root as a simple multiple zero. By Rouché’s Theorem, we propose a numerical criterion for the
existence of a cluster of the polynomial system around the approximate root.

Keywords: polynomial systems; simple multiple zeros; separation bounds; cluster location
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第一章 引言

1 问题陈述和研究动机

对于给定的多项式系统

f (X) =



f1(X1, . . . , Xn),

f2(X1, . . . , Xn),
...

fn(X1, . . . , Xn),

fi ∈ C[X1, . . . , Xn] = C[X], i = 1, . . . , n，考虑由多项式系统 f 生成的理想 I f，x ∈ Cn 是 f

的重数为 µ的孤立根，则 x满足

(1) f (x) = 0，

(2) 存在一个半径 r > 0的球 B(x, r)使得 B(x, r) ∩ f −1(0) = {x}，
(3) µ = dim(C[X]/Q f ,x)，

其中

B(x, r) := {y ∈ Cn : ∥y − x∥ < r}

Q f ,x 是理想 I f 的准素分支，I f 的准素理想是

mx = (X1 − x1, . . . , Xn − xn).

在文章 [3]中，基于 Rouché定理，条件 (3)被替换成
(3a) 存在充分接近于 f 的解析函数 g在 B(x, r)上有 m个简单零点。

本文要解决的主要问题是，计算 f 的简单重根的隔离界，估计 f 的零点丛集。

回顾 α-理论 [1]，对于解析函数 f (z) = a0 + a1z + · · ·+ anzn + · · · = ∑∞
j=0 aizi，z ∈ C，

f ′(z)表示 f 的一阶导函数，如果 ( f ′(z))−1存在，那么牛顿迭代可表示为

N f (z) = z − ( f ′(z))−1 f (z).

在 [1]中，作者定义了一个辅助变量

γ( f , z) = sup
k≥2

∣∣∣∣∣∣( f ′(z))−1 f (k)(z)
k!

∣∣∣∣∣∣
1

k−1

,

其中 f (k)表示 f 的 k阶导函数，来证明牛顿迭代的收敛性：如果 x是 f 的根，且 ( f ′(x))−1

存在，那么任意在以 x为圆心，半径为 5−
√
17

4γ( f ,x) 的球里的点，均可以通过牛顿迭代收敛到

x。特别地，如果有 f 的另一个根 y，那么便得到了一个关于根的分离的结论：
1
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推论 1.1 [1,推论 1]如果 x，y是 f 的两个不同的根，那么它们之间的距离有下界：

∥y − x∥ ≥ 5 −
√
17

4γ( f , x)
. (1-1)

以上的结论可以直接被推广到 n维空间之间更一般的映射，甚至是 Banach空间中的映
射。对于多项式系统 f : Cn → Cn 及其零点 x ∈ Cn，令 D f (x)表示 f 在 x点的 Jacobian
矩阵。假设 D f (x)可逆，则 x被称为 f 的简单零点。牛顿迭代可以被定义为

N f (x) = x − D f (x)−1 f (x). (1-2)

同样地，Shub和 Smale [11]也定义了相应的辅助变量

γ( f , x) = sup
k≥2

∥∥∥∥∥∥D f (x)−1 · Dk f (x)
k!

∥∥∥∥∥∥
1

k−1

, (1-3)

其中 Dk f 表示 f 的 k-阶导数，是 f 的 k阶偏导数构成的对称张量，∥ · ∥表示经典算子范
数。如果 y是 f 的另一个根，我们有与 [1,推论 1]相同的结论。这样我们便可以将简单
零点 x和 f 的其他零点分离开来。

关于以上介绍，更多的细节可查阅 [5, 11–15, 17]。
当 x的重数大于 1时，x是奇异根，即 rank(D f (x)) < n，D f (x)是奇异矩阵。对此，

Dedieu和 Shub在 [3]中针对简单二重根给出了一些定量结果。其中简单二重根定义为：
满足 f (x) = 0且

(A) dim kerD f (x) = 1,
(B) D2 f (x)(v, v) < ImD f (x),

其中 kerD f (x)是由单位向量 v ∈ Cn张成的向量空间。他们同时也推广了 (1-3)中对 γ的
定义：

γ2( f , x) = max

1, sup
k≥2

∥∥∥∥∥∥A( f , x, v)−1 · Dk f (x)
k!

∥∥∥∥∥∥
1

k−1
 , (1-4)

其中，

A( f , x, v) = D f (x).+
1

2
D2 f (x)(v,Πv.) (1-5)

是在简单二重根 x处可逆的线性算子，Πv表示到子空间 v ⊂ Cn的 Hermitian投影。所以，
算子 A( f , x, v)与坐标系有关。

Dedieu和 Shub [3]给出了分离简单二重根 x和 f 的其他根 y的下界：

定理 1.1 [3,定理 1]如果 x是 f 的简单二重根，y是 f 的另一个根，则

∥y − x∥ ≥ d
2γ2( f , x)2

, (1-6)

2
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其中 d ≈ 0.2976是方程

√
1 − d2 − 2d

√
1 − d2 − d2 − d = 0. (1-7)

的正实根。

如果 x只是一个使 ∥ f (x)∥和 ∥D f (x)∥都很小的点（或者甚至可以为零），那么 x很

可能非常接近（或属于） f 的一个局部零点丛集。基于这个想法，Dedieu和 Shub [3]通
过构造一个以 x为简单重根的多项式系统，利用 Rouché定理，证明了以下结论：

定理 1.2 [3,定理 4]对于给定的点 x和给定的向量 v，如果判别式

∥ f (x)∥+ ∥D f (x)v∥ d
4γ2( f , x)2

<
d3

32γ42∥B( f , x, v)−1∥ , (1-8)

成立，那么 f 在以 x为圆心，半径为 d
4γ2( f ,x)2

的球内有两个零点。

其中，

B( f , x, v) = A( f , x, v) − L,

L(v) = D f (x)v，若 w ∈ v⊥，则 L(w) = 0，

γ2( f , x) = max

1, sup
k≥2

∥∥∥∥∥∥B( f , x, v)−1 · Dk f (x)
k!

∥∥∥∥∥∥
1

k−1
 . (1-9)

Dedieu和 Shub [3]在证明这两个定理的过程中，用到了只存在于简单二重根情形的
性质。线性算子 A( f , x, v)恰好对应了 f (y)在 x点处的泰勒展开式的前两项，所以只要

用 A( f , x, v)的逆作用到泰勒展开式的两边，便可再由三角不等式得出 ∥y − x∥的下界 [3,
引理 4]。
如果我们想推广 [3]中的证明方法到简单 µ重根，需要构造一个在重根处可逆的线

性算子，而且这个线性算子与 f (y)在 x点处的泰勒展开式的前 µ项对应。但是当 µ ≥ 2

时，这样的算子是不满足理想 I f 的局部对偶空间 (2-3)的稳定性的，也就不能保证算子
在重根处可逆，与我们的期望相矛盾。

所以，本文中对 [3]中结论的推广，一方面沿用了 [3]中的证明思路，另一方面更重
要的是，我们通过定义 Jacobian矩阵的标准形式，将算子分成两部分分别作用于前 n− 1
个多项式 f1, · · · , fn−1 和最后一个多项式 fn，降低了计算的维数，再通过对 fn 的泰勒展

开式的替换变形得到一个新的展开式，使其第一项与我们的算子对应。而且，这种替换

方法和 fn的表达式可以完全推广到任意重根。

2 论文结构和主要结果

我们将 Dedieu和 Shub关于简单二重根的隔离界的定量结果推广到了 Jacobian矩阵
亏秩为 1的任意重数的简单重根。

3
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假设 x 是 f 的满足 dim kerD f (x) = 1 的孤立奇异根。令 D f ,x 表示理想 I f =

( f1, . . . , fn)在 x点的局部对偶空间：

D f ,x := {Λ ∈ Dx | Λ(g) = 0, ∀g ∈ I f },

其中 Dx = SpanC{dαx }是微分泛函 dαx 生成的 C-向量空间，α ∈ Nn，dαx 的具体形式在 (2-1)
中给出。

令 µ表示 x的重数，从 Λ0 = 1开始，

Λ1 = d1 + a1,2d2 + · · ·+ a1,ndn,

其中 d1, . . . , dn是多项式系统 f 在 x点处的一阶微分泛函。对于 k = 2, . . . , µ− 1，通过公
式 (2-6)和 (2-8)，我们可以递归地构造

Λk = ∆k + ak,2d2 + · · ·+ ak,ndn,

使得 {Λ0,Λ1, . . . ,Λµ−1}是局部对偶空间 D f ,x 的一组基 [6, 8]。这个构造方法是有效可行
的，因为计算过程中矩阵的大小可以被方程的个数约束。

基于以上已有的结论，在本文中，我们将 [3]中简单二重根的定义推广到简单多重
根。 f 的简单多重根 x满足 f (x) = 0且

(A) dim kerD f (x) = 1,
(B) ∆k( f ) ∈ im D f (x), k = 2, . . . , µ − 1,
(C) ∆µ( f ) < im D f (x).
不失一般性，我们可以假设 Df(x)具有以下标准形式：

Df(x) =

 0 D f̂ (x)

0 0

 , (1-10)

其中 D f̂ (x)是多项式 f̂ = { f1, . . . , fn−1}关于变量 X̂ = {X2, . . . , Xn}的 Jacobian矩阵，是非
奇异的。我们会在第二章第 3节中证明这种假设的合理性。

如果 x是 f 的重数为 µ的简单重根，且 D f (x)有标准形式 (1-10)，那么显然有

∆k( f ) ∈ im D f (x)⇔ ∆k( fn) = 0,

于是上述条件 (B)和 (C)可以简化为
(B) ∆k( fn) = 0, k = 2, . . . , µ − 1,
(C) ∆µ( fn) , 0.
对于满足条件 (A)，(B)和 (C)的简单重根 x，我们推广了 (1-4)中 γ2的定义：

γµ = γµ( f , x) = max(γ̂µ, γµ,n), (1-11)

4
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其中,

γ̂µ = γ̂µ( f , x) = max

1, supk≥2

∥∥∥∥∥∥D f̂ (x)−1
Dk f̂ (x)

k!

∥∥∥∥∥∥
1

k−1
 , (1-12)

γµ,n = γµ,n( f , x) =

1, sup
k≥2

∥∥∥∥∥∥ 1

∆µ( fn)
· Dk fn(x)

k!

∥∥∥∥∥∥
1

k−1
 , (1-13)

其中，Dk f̂ (x)，k ≥ 2表示 f̂ 关于变量 X1, X2, . . . , Xn 的 k阶偏导数在 x点的值。根据这

些定义，我们将 [3]中的主要结论推广到更高重数的简单重根。
首先，在定理 3.5中，我们给出了分离重数 µ ≥ 2的简单重根 x和 f 的其他根 y的

隔离界下界

∥y − x∥ ≥ d
2γµ( f , x)µ

, (1-14)

其中 d是由 (3-20)定义的单变元多项式 p(d)的正实根。(3-27)和 (3-7)分别给出了重数
为 2和 3时的 p(d)的显示表达式。

在第三章第 3节，我们比较了本文中简单二重根的局部隔离界和 [3]中简单二重根
的隔离界。尽管 (3-7)的最小正实根 d ≈ 0.2865比 [3]中给出的 d ≈ 0.2976小，但我们的

γ2可能更小。因此，对一些例子 (见例 3.2)，我们的局部隔离界可能比 [3]中的隔离界大。
其次，对于给定多项式系统 f : Cn → Cn, x ∈ Cn，如果 f 和 x满足 D f̂ (x)可逆，且

∆µ( fn) , 0，我们定义张量

H1 =

 ∂ f̂ (x)
∂X1

0
∂ fn(x)
∂X1

∂ fn(x)
∂X̂

 , (1-15)

Hk =


 0 0

∆k( fn) 0

 0n × · · · × n︸      ︷︷      ︸
k

×(n − 1)

 , 2 ≤ k ≤ µ − 1, (1-16)

和多项式

g(X) = f (X) − f (x) −
∑

1≤k≤µ−1
Hk(X − x)k.

令A是一个可逆矩阵：

A =


√
2D f̂ (x) 0

0 1√
2
∆µ( fn)

 . (1-17)

在定理 3.8中，我们证明了如果以下不等式成立

∥ f (x)∥+
∑

1≤k≤µ−1
∥Hk∥

(
d

4γµ(g, x)
µ

)k

<
dµ+1

2 (4γµ(g, x)
µ)
µ ∥A−1∥, (1-18)

5
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那么 f 在以 x为圆心，半径为 d
4γµ(g,x)

µ 的球内有 µ个零点（计算重数）。

6



第二章 孤立奇异根的代数结构

1 局部对偶空间

令 dαx : C[X]→ C表示微分泛函，定义如下：

dαx (g) =
1

α1! · · ·αn!
· ∂|α|g
∂xα11 · · · ∂x

αn
n
(x), ∀g ∈ C[X], (2-1)

其中 x ∈ Cn，α = [α1, . . . , αn] ∈ Nn。那么我们有

dαx
(
(X − x)β

)
=

 1, 如果 α = β,

0, 否则.
(2-2)

令 I f 为由多项式系统 f = { f1, . . . , fn}生成的理想，其中 fi ∈ C[X1, . . . , Xn]。对于给

定的孤立奇异根 x ∈ Cn，I f 的局部对偶空间D f ,x是空间Dx = SpanC{dαx }的子空间，满足

D f ,x = {Λ ∈ Dx | Λ(g) = 0, ∀g ∈ I f }. (2-3)

简单起见，当计值点 x可以通过上下文确定，不引起疑惑时，我们用 dα11 · · · d
αn
n 代替 dαx。

令D(k)
f ,x 表示D f ,x 中微分阶数小于或等于 k的微分泛函构成的子空间，定义

1. 宽度 κ = dim
(
D(1)

f ,x \ D
(0)

f ,x

)
,

2. 深度 ρ = min
({

k | dim
(
D(k+1)

f ,x \ D(k)
f ,x

)
= 0

})
,

3. 重数 µ = dim
(
D(ρ)

f ,x

)
.

如果 x是 f 的孤立奇异根，那么有 1 ≤ κ ≤ n，ρ < µ < ∞。
下面介绍一个反微分算子 Φσ : Dx → Dx：

Φσ(d
α1
1 · · · dαn

n ) =

 dα11 · · · d
ασ−1
σ · · · dαn

n , 如果ασ > 0,

0, 否则

根据D f ,x 的稳定性性质，通过矩阵零空间的计算（matrix-kernal computations），可
以有效计算局部对偶空间的一组既约基 [2, 9, 10, 16]：

∀Λ ∈ D(k)
f ,x, Φσ(Λ) ∈ D

(k−1)
f ,x , σ = 1, . . . , n. (2-4)

2 简单重根

在本文中，我们主要考虑满足 f (x) = 0，dim kerD f (x) = 1的简单重根，在 [2]中
也被称为宽度为 1的奇异根。

dim(D(k)
f ,x \ D

(k−1)
f ,x ) = 1, k = 1, . . . , ρ, ρ = µ − 1. (2-5)

7
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因此，在给定的孤立奇异根 x点，I f 的局部对偶空间是

D f ,x = SpanC{Λ0,Λ1, . . . ,Λµ−1},

其中 deg(Λk) = k，Λ0 = 1。

假设 Λ1 = a1,1d1 + · · · + a1,ndn，不失一般性，再假设 a1,1 = 1。令 Ψσ : Dx → Dx 表

示微分算子，定义如下：

Ψσ(d
α1
1 · · · dαn

n ) =

 dασ+1
σ · · · dαn

n , 如果α1 = · · · = ασ−1 = 0,

0, 否则

对于 k = 2, . . . , µ − 1，由稳定性的性质，可得
Φ1(Λk) = a1,1Λk−1 + · · ·+ ak−1,1Λ1 + ak,1Λ0,
...

Φn(Λk) = a1,nΛk−1 + · · ·+ ak−1,nΛ1 + ak,nΛ0.

(2-6)

令 a1,1 = 1，ak,1 = 0 (k = 2, . . . , n)，则系统 (2-6)有唯一的解

Λk = ∆k + ak,2d2 + · · ·+ ak,ndn,

其中

∆k =
n∑
σ=1

Ψσ(a1,σΛk−1 + · · ·+ ak−1,σΛ1), (2-7)

而 ak,2, . . . , ak,n可以通过求解线性系统 Λk( fi) = 0, i = 1, . . . , n来获得：
d2( f1) · · · dn( f1)
...

. . .
...

d2( fn) · · · dn( fn)




ak,2
...

ak,n

 = −

∆k( f1)
...

∆k( fn)

 . (2-8)

在 [6–8]中，作者详细讨论证明了上述结论。
下面我们推广 [3]中对简单二重根的定义：

定义 2.1 多项式系统 f : Cn → Cn，x ∈ Cn。假设 f (x) = 0，如果 x满足

(A) dim kerD f (x) = 1,
(B) ∆k( f ) ∈ im D f (x), for k = 2, . . . , µ − 1,
(C) ∆µ( f ) < im D f (x).

那么 x是 f 的简单 µ重根。

事实上，对于 µ = 2，假设 kerDf(x) = SpanC{v}，其中 ∥v∥ = 1，那么Λ1( f ) = Df(x)·v =

v1d1( f ) + · · ·+ vndn( f )，

∆2( f ) =
n∑
σ=1

Ψσ(vσΛ1)( f )

8
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=
n∑
σ=1

Ψσ(vσ(v1d1 + · · ·+ vndn))( f )

=
∑
i> j

viv jdid j( f ) + Σv2i d2
i ( f )

=
1

2
D2 f (x)(v, v).

因此，条件 ∆2( f ) < im D f (x)和 [3]中给出的条件 D2 f (x)(v, v) < im Df(x)是等价的。

3 标准形式

定义 2.2 对于多项式系统 f : Cn → Cn，其中 fi ∈ C[X1, . . . , Xn]，如果

Df(x) =

 0 D f̂ (x)

0 0

 , (2-9)

其中 D f̂ (x)是多项式 f̂ = { f1, . . . , fn−1}关于变量 X̂ = {X2, . . . , Xn}的 Jacobian矩阵，是非
奇异的，那么我们说 Df(x)具有标准形式。

下面我们证明只要 Df(x)亏秩为 1，那么总可以通过对 f 和变量 X做酉变换来得到

等价的多项式系统，其奇异根的 Jacobian矩阵满足标准形式 (2-9)。

令 Df(x) = U ·

 Σn−1 0

0 0

 · V∗ 是 Df(x)的奇异值分解，其中 U = (u1, . . . , un)，V =

(v1, . . . , vn)是酉矩阵，V∗是 V 的 Hermitian转置，Σn−1是非奇异的对角矩阵。如果 Df(x)

不是标准形式 (2-9)，令 g = U∗ · f (W · X)，其中W = (vn, v1, . . . , vn−1)也是酉矩阵。假设

x是 f 的重数为 µ的简单重根，则 W∗x是 g的重数为 µ的简单重根，而且 g在 W∗x点

的 Jacobian矩阵具有标准形式：

Dg(W∗x) = U∗ · Df(x) ·W

= U∗ · U · Σ · V∗ ·W

=

 Σn−1 0

0 0

 ·
 0 In−1

1 0


=

 0 Σn−1

0 0

 .
进一步，假设 y是 f 的另一个根，那么W∗y也是 g的另一个根，两个根 x和 y之间

的欧几里得距离在酉变换下保持不变：

∥W∗x −W∗y∥ = ∥W∗(x − y)∥ = ∥x − y∥.

9
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所以，如果 x是 f 的重数为 µ的简单重根，那么我们不妨假设 D f (x)具有标准形式

(2-9)。在这种假设下，我们有

im Df(x) = im

 D f̂ (x)

0

 ,
∆k( f ) ∈ im D f (x)⇔ ∆k( fn) = 0.

则条件 (B)和 (C)可以简化为：
(B) ∆k( fn) = 0, for k = 2, . . . , µ − 1,
(C) ∆µ( fn) , 0.

用于求 ak,2, . . . , ak,n的值的线性系统 (2-8)可以被简化为：
d2( f1) · · · dn( f1)
...

. . .
...

d2( fn−1) · · · dn( fn−1)




ak,2
...

ak,n

 = −


∆k( f1)
...

∆k( fn−1)

 . (2-10)

例 2.1 多项式系统 
f1 = X2

1 −
1

4
X1 −

2

3
X2

f2 =
2

3
X2
1X2

(2-11)

x =

 0

0

是 f (X) = { f1, f2}的一个三重孤立奇异根，

 1
4

0

是 f 另一个根。

通过计算可得

D f (x) =

 −1
4
−2

3

0 0

 .
令 g(X) = f (W · X)，其中，W =

 8√
73
− 3√

73

− 3√
73
− 8√

73

，则


g1 =
64

73
X2
1 −

48

73
X1X2 +

9

73
X2
2 +

√
73

12
X2

g2 = −
2

219
√
73

(8X1 − 3X2)
2(3X1 + 8X2)

x =

 0

0

是 g的三重孤立奇异根，而且

Dg(x) =

 0
√
73
12

0 0


10
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满足标准形式 (2-9)。

进一步，y = W∗ ·

 1
4

0

 =
 2√

73

− 3

4
√
73

是 g的另一个根。两根之间的距离 ∥y− x∥ = 0.25

保持不变。
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第三章 简单重根的局部隔离界和零点丛集

本章中，我们首先将 [3]中的主要结果推广到简单三重根，然后再推广到任意重数
的简单重根。另外，将我们对简单二重根的局部隔离界与 [3]中给出的局部隔离界做比
较。

1 简单三重根

令 x为多项式系统 f : Cn → Cn 的简单三重根，D f (x)有标准形式 (2-9)，即

∂ fi(x)
∂X1

= 0,
∂ fn(x)
∂Xi

= 0, 1 ≤ i ≤ n

并且

∆2( fn) = 0, ∆3( fn) , 0.

令 Λ0 = 1，Λ1 = d1，计算 I f 的局部对偶空间的一组基。由 (2-7)，可得

∆2 =
n∑
σ=1

Ψ(a1,σΛ1) = d2
1,

Λ2 = d2
1 + a2,2d2 + · · ·+ a2,ndn,

其中 a2,2, . . . , a2,n满足
a2,2

...

a2,n

 = −D f̂ (x)−1


∆2( f1)
...

∆2( fn−1)

 = −D f̂ (x)−1


d2
1( f1)
...

d2
1( fn−1)

 ,
因为 d2( fn) = · · · = dn( fn) = 0，∆2( fn) = 0 ，多项式组 f̂ = { f1, . . . , fn−1} 关于向量
X̂ = {X2, . . . , Xn}的 Jacobian矩阵 D f̂ (x)可逆。

进一步，因为 a1,1 = 1，a2,1 = 0，我们有

∆3 =
n∑
σ=1

Ψσ(a1,σΛ2 + a2,σΛ1)

= Ψ1(Λ2) +
n∑
σ=1

Ψσ(a2,σd1)

= d3
1 + a2,2d1d2 + · · ·+ a2,nd1dn.

13
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= d3
1 + (d1d2, . . . , d1dn) ·

(
−D f̂ (x)−1

)
·


d2
1( f1)
...

d2
1( fn−1)

 .
简单起见，我们使用以下等价条件来描述简单三重根：

∆2( fn) =
1

2

∂2 fn(x)
∂X2

1

= 0, (3-1)

∆3( fn) =
1

6

∂3 fn(x)
∂X3

1

− ∂
2 fn(x)

∂X1∂X̂
· D f̂ (x)−1

1

2

∂2 f̂ (x)
∂X2

1

, 0. (3-2)

对于 γ3的定义，我们已经在 (1-11)中给出：

γ3 = γ3( f , x) = max(γ̂3, γ3,n),

其中，

γ̂3 = γ̂3( f , x) = max

1, supk≥2

∥∥∥∥∥∥D f̂ (x)−1
Dk f̂ (x)

k!

∥∥∥∥∥∥
1

k−1
 ,

γ3,n = γ3,n( f , x) = max

1, sup
k≥2

∥∥∥∥∥∥ 1

∆3( fn)
· Dk fn(x)

k!

∥∥∥∥∥∥
1

k−1
 .

Dk f̂ (x)表示 f̂ 关于 X1, X2, . . . , Xn的 k阶偏导数。

对于两个非零的向量 a, b ∈ Cn，如下定义他们之间的夹角 [3]：

dP(a, b) = arccos
|⟨a, b⟩|
∥a∥ · ∥b∥ . (3-3)

令 y表示 Cn中的另一个向量，且 y , x，我们定义

w = y − x =


ζ

η2
...

ηn


, η =


η2
...

ηn

 .

令 φ = dP(v, y − x)，v = (1, 0, . . . , 0)T，那么有

|ζ | = ∥w∥ cosφ, ∥η∥ = ∥w∥ sinφ.

下面我们将 [3]的主要结论推广到简单三重根。

引理 3.1 如果 γ̂3( f , x)∥w∥ ≤ 1
2
，那么∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)

∥∥∥ ≥ ∥w∥ sinφ − 2γ̂3( f , x)∥w∥2.
14
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证明 对 f̂ (y)在 x点做泰勒展开，因为 ∂ f̂ (x)
∂X1

= 0，所以有

f̂ (y) = f̂ (x) + D f̂ (x)η+
∑
k≥2

Dk f̂ (x)(y − x)k

k!
.

注意到 f̂ (x) = 0，D f̂ (x)为可逆矩阵，故

η = D f̂ (x)−1 f̂ (y) −
∑
k≥2

D f̂ (x)−1
Dk f̂ (x)(y − x)k

k!
.

由三角不等式，可得

∥w∥ sinφ = ∥η∥ ≤
∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)

∥∥∥ + ∑
k≥2

∥∥∥∥∥∥D f̂ (x)−1
Dk f̂ (x)

k!

∥∥∥∥∥∥ ∥y − x∥k

≤
∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)

∥∥∥ + ∑
k≥2
γ̂3( f , x)k−1∥w∥k

≤
∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)

∥∥∥ + 2γ̂3( f , x)∥w∥2,

�

令

A =


√
2D f̂ (x) 0

0 1√
2
∆3( fn)

 ∈ Cn×n, (3-4)

因为 D f̂ (x)可逆，∆3( fn) , 0，所以算子A可逆：

A−1 =

 1√
2
D f̂ (x)−1 0

0
√
2

∆3( fn)

 . (3-5)

引理 3.2 如果 γ3( f , x)∥w∥ ≤ 1
2
，那么

∥A−1 f (y)∥ ≥
cos3 φ − 8γ23 cos2 φ sinφ − 7γ23 cosφ sin

2 φ − 2γ23 sin
3 φ

1 + 2 cosφ+ sinφ
∥w∥3 − 2γ33∥w∥4.

证明 由 f̂ (y)在 x点的泰勒展开式，可得

η =D f̂ (x)−1
 f̂ (y) − 1

2

∂2 f̂ (x)
∂X2

1

ζ2 − ∂
2 f̂ (x)

∂X1∂X̂
ζη − 1

2

∂2 f̂ (x)

∂X̂2
η2 −

∑
k≥3

Dk f̂ (x)(y − x)k

k!

 . (3-6)

将 fn(y)在 x点处做泰勒展开，因为 ∂ fn(x)
∂X1

= · · · = ∂ fn(x)
∂Xn

=
∂2 fn(x)
∂X2

1
= 0，所以有

fn(y) =
(
∂2 fn(x)

∂X1∂X̂
ζη+

1

2

∂2 fn(x)

∂X̂2
η2

)
+

1

6

∂3 fn(x)
∂X3

1

ζ3 +
1

2

∂3 fn(x)

∂X2
1∂X̂
ζ2η

+
1

2

∂3 fn(x)

∂X1∂X̂2
ζη2 +

1

6

∂3 fn(x)

∂X̂3
η3 +

∑
k≥4

Dk fn(x)(y − x)k

k!
.
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然后用 η的展开式 (3−6)替换 ∂2 fn(x)
∂X1∂X̂

ζη中的 η和 1
2

∂2 fn(x)
∂X̂2 η

2中其中一个 η。因为∆3( fn) , 0，

所以有

1

∆3( fn)
fn(y) =

1

∆3( fn)

∂2 fn(x)

∂X1∂X̂
D f̂ (x)−1 f̂ (y)ζ +

1

∆3( fn)

1

2

∂2 fn(x)

∂X̂2
D f̂ (x)−1 f̂ (y)η+ ζ3

+
1

∆3( fn)
C2,1ζ

2η+
1

∆3( fn)
C1,2ζη

2 +
1

∆3( fn)
C0,3η

3 +
∑
k≥4

1

∆3( fn)

Dk fn(x)(y − x)k

k!

+
1

∆3( fn)
T1,0

∑
k≥3

D f̂ (x)−1
Dk f̂ (x)(y − x)k

k!
ζ +

1

∆3( fn)
T0,1

∑
k≥3

D f̂ (x)−1
Dk f̂ (x)(y − x)k

k!
η.

其中，

C2,1 =
1

2

∂3 fn(x)

∂X2
1∂X̂

− ∂
2 fn(x)

∂X1∂X̂
· D f̂ (x)−1

∂2 f̂ (x)

∂X1∂X̂
− 1

2

∂2 fn(x)

∂X̂2
· D f̂ (x)−1

1

2

∂2 f̂ (x)
∂X2

1

,

C1,2 =
1

2

∂3 fn(x)

∂X1∂X̂2
− ∂

2 fn(x)

∂X1∂X̂
· D f̂ (x)−1

1

2

∂2 f̂ (x)

∂X̂2
− 1

2

∂2 fn(x)

∂X̂2
· D f̂ (x)−1

∂2 f̂ (x)

∂X1∂X̂
,

C0,3 =
1

6

∂3 fn(x)

∂X̂3
− 1

2

∂2 fn(x)

∂X̂2
· D f̂ (x)−1

1

2

∂2 f̂ (x)

∂X̂2
,

T1,0 = −
∂2 fn(x)

∂X1∂X̂
,

T0,1 = −
1

2

∂2 fn(x)

∂X̂2
.

因为大多数算子范数满足如下不等式：∥∥∥∥∥∥∥ ∂k f̂ (x)

∂Xi
1∂X̂ j

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ ∥Dk f̂ (x)∥,
∥∥∥∥∥∥∥ ∂k fn(x)

∂Xi
1∂X̂ j

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ ∥Dk fn(x)∥, i + j = k.

所以，由三角不等式以及假设条件 γ̂3( f , x)∥w∥ ≤ 1
2
，γ3,n( f , x)∥w∥ ≤ 1

2
，可得

|ζ |3 ≤
∣∣∣∣∣∣ 1

∆3( fn)
fn(y)

∣∣∣∣∣∣ + 2γ3,n
∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)

∥∥∥ |ζ |+ γ3,n ∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)
∥∥∥ ∥η∥

+ (3γ23,n + 2γ3,n · 2γ̂3 + γ3,nγ̂3)|ζ |2∥η∥

+ (3γ23,n + 2γ3,nγ̂3 + γ3,n · 2γ̂3)|ζ |∥η∥2 + (γ23,n + γ3,nγ̂3)∥η∥3

+
∑
k≥4
γk−1
3,n ∥w∥k + 2γ3,n

∑
k≥3
γ̂k−1
3 ∥w∥k|ζ |+ γ3,n

∑
k≥3
γ̂k−1
3 ∥w∥k∥η∥

≤
∣∣∣∣∣∣ 1

∆3( fn)
fn(y)

∣∣∣∣∣∣ + ∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)
∥∥∥ (2γ3,n|ζ |+ γ3,n∥η∥)

+ (3γ23,n + 5γ3,nγ̂3)|ζ |2∥η∥+ (3γ23,n + 4γ3,nγ̂3)|ζ |∥η∥2

+ (γ23,n + γ3,nγ̂3)∥η∥3 + 2γ33,n∥w∥4 + 4γ3,nγ̂
2
3∥w∥3|ζ |+ 2γ3,nγ̂

2
3∥w∥3∥η∥

≤
∣∣∣∣∣∣ 1

∆3( fn)
fn(y)

∣∣∣∣∣∣ + ∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)
∥∥∥ (2γ3,n|ζ |+ γ3,n∥η∥) + 8γ23|ζ |2∥η∥

+ 7γ23|ζ |∥η∥2 + 2γ23∥η∥3 + 2γ33∥w∥4 + 4γ33∥w∥3|ζ |+ 2γ33∥w∥3∥η∥,
16
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又由于 |ζ | = ∥w∥ cosφ, ∥η∥ = ∥w∥ sinφ，所以有

∥w∥3 cos3 φ ≤
∣∣∣∣∣∣ 1

∆3( fn)
fn(y)

∣∣∣∣∣∣ + ∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)
∥∥∥ γ3,n∥w∥(2 cosφ+ sinφ)

+ 2γ23∥w∥3 sin3 φ+ 7γ23∥w∥3 cosφ sin2 φ+ 8γ23∥w∥3 cos2 φ sinφ

+ 2γ33∥w∥4(1 + 2 cosφ+ sinφ)

当 φ ∈
[
0, π

2

]
时，1 ≤ 2 cosφ+ sinφ ≤

√
5，故

cos3 φ − 8γ23 cos2 φ sinφ − 7γ23 cosφ sin
2 φ − 2γ23 sin

3 φ

1 + 2 cosφ+ sinφ
∥w∥3 − 2γ33∥w∥4

≤ 1

1 + 2 cosφ+ sinφ

∣∣∣∣∣∣ 1

∆3( fn)
fn(y)

∣∣∣∣∣∣ + γ3,nw(2 cosφ+ sinφ)
1 + 2 cosφ+ sinφ

∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)
∥∥∥

≤
∣∣∣∣∣∣ 1

∆3( fn)
fn(y)

∣∣∣∣∣∣ +
√
5

2 + 2
√
5

∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)
∥∥∥

≤
√
2

∥∥∥∥∥∥∥∥


√
5

2+2
√
5
D f̂ (x)−1 f̂ (y)
1

∆3( fn)
fn(y)


∥∥∥∥∥∥∥∥

≤

∥∥∥∥∥∥∥∥
 1√

2
D f̂ (x)−1 0

0
√
2

∆3( fn)


 f̂ (y)

fn(y)


∥∥∥∥∥∥∥∥

=∥A−1 f (y)∥.

�

引理 3.3 d ≈ 0.08507是等式

(1 − 2d − 8d2)
√
1 − d2 − 9d − d2 + 6d3 = 0. (3-7)

的最小正根。θ按照如下定义：

sin θ =
d
γ23
. (3-8)

那么，当 γ3( f , x)∥w∥ ≤ 1
2
时，对于任意的 y ∈ Cn，有以下结论：

θ ≤ φ ≤ π
2
并且 ∥A−1 f (y)∥ ≥

√
2γ3∥w∥

(
sin θ
2γ3
− ∥w∥

)
,

或者

0 ≤ φ ≤ θ并且 ∥A−1 f (y)∥ ≥ 2γ33∥w∥3
(
sin θ
2γ3
− ∥w∥

)
.

证明 对于 θ ≤ φ ≤ π
2
，由引理 3.1，可得

√
2∥A−1 f (y)∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
 D f̂ (x)−1 f̂ (y)

2
∆3( fn)

fn(y)


∥∥∥∥∥∥∥∥ ≥

∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)
∥∥∥

17
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≥ ∥w∥ sin θ − 2γ̂3( f , x)∥w∥2 ≥ 2γ3∥w∥
(
sin θ
2γ3
− ∥w∥

)
.

对于 0 ≤ φ ≤ θ，由引理 3.2，可得

∥A−1 f (y)∥ ≥ 2γ33∥w∥3
cos3 φ − 8γ23 cos2 φ sinφ − 7γ23 cosφ sin2 φ − 2γ23 sin3 φ

2γ33(1 + 2 cosφ+ sinφ)
− ∥w∥

 .
令

h(φ) =
cos3 φ − 8γ23 cos2 φ sinφ − 7γ23 cosφ sin

2 φ − 2γ23 sin
3 φ

2γ33(1 + 2 cosφ+ sinφ)
.

我们断言：

h(θ) ≥ sin θ
2γ3
.

要证明这个结论，只需证明(
1 − d2

γ43

) 3
2

− 8d
(
1 − d2

γ43

)
− 7d2

γ23

√
1 − d2

γ43
− 2d3

γ43
− d − 2d

√
1 − d2

γ43
− d2

γ23
≥ 0.

因为 sin θ = d
γ23
。

又因为这个函数在 d ∈
[
0, 1

6

]
上关于 γ3 ≥ 1是递增的，类似于 [3, 引理 4]的证明，

只需证明上述不等式在 γ3 = 1时成立，即

(1 − 2d − 8d2)
√
1 − d2 − 9d − d2 + 6d3 ≥ 0.

令不等式左边取零，求等式 (3-7)的最小正根，得

d ≈ 0.08507 ∈
[
0,

1

6

]
,

所以，

h(θ) ≥ sin θ
2γ3
.

进一步，多项式 h(φ)在以下区间是非负递减的：

φ ∈ [0, θ], θ ∈
[
0, arcsin

2
√
5

]
, (3-9)

因为对于满足 (3-9)的 φ，h(φ)的分子部分非负递减，分母部分为正且递增。因此对于

满足 (3-9)的 φ，

h(φ) ≥ h(θ) ≥ sin θ
2γ3
.

再由引理 3.2，可得

∥A−1 f (y)∥ ≥ 2γ33∥w∥3 (h(φ) − ∥w∥) ≥ 2γ33∥w∥3
(
sin θ
2γ3
− ∥w∥

)
.

18
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�

令 d ≈ 0.08507是等式 (3-7)的最小正根。以下几个定理将 [3]的结果推广到了简单
三重根。

定理 3.1 令 x是多项式系统 f 的孤立简单三重根，y是 f 的另一个根，则

∥y − x∥ ≥ d
2γ33
. (3-10)

证明 因为 f (y) = 0，当 γ3∥w∥ ≤ 1
2
时，由引理 3.3和 (3-8)，可得

∥y − x∥ = ∥w∥ ≥ sin θ
2γ3

=
d
2γ33
.

当 γ3∥w∥ ≥ 1
2
时，由 γ3 ≥ 1，d < 1，可得出同样的结论。 �

定理 3.2 令 x是多项式系统 f 的孤立简单三重根，且 y满足 ∥y − x∥ ≤ d
4γ33
，则

∥ f (y)∥ ≥ d∥y − x∥3
2∥A−1∥ .

证明

∥w∥ = ∥y − x∥ ≤ d
4γ33

=
sin θ
4γ3
,

由引理 3.3，可得

∥A−1 f (y)∥ ≥ 2γ33∥w∥3
(
sin θ
2γ3
− ∥w∥

)
≥ 2γ33∥w∥3

sin θ
4γ3

= 2γ33∥w∥3
d
4γ33

=
d
2
∥w∥3.

�

对于 R > 0，我们定义

dR( f , g) = max
∥y−x∥≤R

∥ f (y) − g(y)∥. (3-11)

定理 3.3 令 x是多项式系统 f 的孤立简单三重根，且

0 < R ≤ d
4γ33
.

如果

dR( f , g) <
dR3

2∥A−1∥ ,

那么 g在 B(x,R)上的根的重数之和是三。

19
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证明 由定理 3.2，对于任意满足 ∥y − x∥ = R的 y，有

∥ f (y) − g(y)∥ ≤ dR( f , g) <
dR3

2∥A−1∥ =
d∥y − x∥3
2∥A−1∥ ≤ ∥ f (y)∥,

由 Rouché定理， f 和 g在 B(x,R)上的零点个数相等。再由定理 3.1，当 R ≤ d
4γ33
时， f

在 B(x,R)上有唯一零点 x。所以，g在 B(x,R)上有三个根。 �

给定 f : Cn → Cn, x ∈ Cn，满足 D f̂ (x)可逆，且

∆3( fn) =
1

6

∂3 fn(x)
∂X3

1

− ∂
2 fn(x)

∂X1∂X̂
D f̂ (x)−1 · 1

2

∂2 f̂ (x)
∂X2

1

, 0.

定义张量

H1 =

 ∂ f̂ (x)
∂X1

0
∂ fn(x)
∂X1

∂ fn(x)
∂X̂

 ,

H2 =


 0 0

1
2

∂2 fn(x)
∂X2

1
0

 0n×n×(n−1)

 ,
和多项式

g(X) = f (X) − f (x) − H1(X − x) − H2(X − x)2.

定理 3.4 记 γ3 = γ3(g, x)，如果

∥ f (x)∥+ ∥H1∥
d
4γ33

+ ∥H2∥
d2

16γ63
<

d4

128γ93∥A−1∥
,

那么 f 在以 x为球心，半径为 d
4γ33
的球里，有三个零点（计算重数）。

证明 自然地，我们有 g(x) = 0，

Dg(x) = D f (x) − H1 =

 0 D f̂ (x)

0 0

 ,
而且

∆2(gn) =
1

2

∂2gn(x)
∂X2

1

=
1

2

∂2 fn(x)
∂X2

1

− 1

2

∂2 fn(x)
∂X2

1

= 0,

∆3(gn) =
1

6

∂3gn(x)
∂X3

1

− ∂
2gn(x)

∂X1∂X̂
· Dĝ(x)−1 · 1

2

∂2ĝ(x)
∂X2

1

=
1

6

∂3 fn(x)
∂X3

1

− ∂
2 fn(x)

∂X1∂X̂
· D f̂ (x)−1 · 1

2

∂2 f̂ (x)
∂X2

1

, 0.
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所以 Dg(x)满足标准形式 (2-9)，且 x是 g的三重孤立奇异根。

令 R = d
4γ33
，有

dR(g, f ) = max
∥y−x∥≤R

∥g(y) − f (y)∥

= max
∥y−x∥≤R

∥ f (x) + H1(y − x) + H2(y − x)2∥

≤ ∥ f (x)∥+ ∥H1∥R + ∥H2∥R2

= ∥ f (x)∥+ ∥H1∥
d
4γ33

+ ∥H2∥
d2

16γ63
.

若

∥ f (x)∥+ ∥H1∥
d
4γ33

+ ∥H2∥
d2

16γ63
<

d4

128γ93∥A−1∥
,

则

dR(g, f ) <
d4

128γ93∥A−1∥
=

dR3

2∥A−1∥ .

由定理 3.3， f 在 B(x,R)上的零点的重数之和是三。 �

例 3.1 在例 2.1中，我们通过对 f 和 X做酉变换，得到新的多项式系统 g在重零点处的

Jacobian矩阵满足标准形式 (2-9)。接下来我们在标准形式的假设下计算多项式系统简单
重根的隔离界。

假设给定多项式系统：
f1 =

64

73
X2
1 −

48

73
X1X2 +

9

73
X2
2 +

√
73

12
X2,

f2 = (8X1 − 3X2)
2(3X1 + 8X2).

x =

 0

0

是 f = { f1, f2}的简单三重根，y =

 2√
73

− 3

4
√
73

是 f 的另一个根，∥y − x∥ = 0.25.

计算可得：

D f (x) =

 0
√
73
12

0 0


满足标准形式 (2-9)。

∂ f1(x)
∂X2

=

√
73

12
,

∆3( f2) =
1

6

∂3 f2(x)
∂X3

1

− ∂
2 f2(x)
∂X1∂X2

·
(
∂ f1(x)
∂X2

)−1
1

2

∂2 f1(x)
∂X2

1

= 192,
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γ̂3( f , x) = max
1, ∥∥∥∥∥∥

(
∂ f1
∂X2

)−1
· D2 f1(x)

2

∥∥∥∥∥∥
 = 12
√
73
,

γ3,2( f , x) = max
2≤k≤3

1,
∥∥∥∥∥∥ 1

∆3( f2)
· Dk f2(x)

k!

∥∥∥∥∥∥
1

k−1
 =
√
73 · 146 1

4

24
,

γ3( f , x) = max(γ̂3( f , x), γ3,2( f , x)) =
12
√
73
≈ 1.4045.

由定理 3.1，我们可得局部隔离界

∥y − x∥ ≥ d
2γ33
≈ 0.01545.

给定初始点 (−0.01, 0.01)，用改进的牛顿迭代算法 [4,算法 4.2]迭代两次，可以得到
一个近似根x = (−4.1291 · 10−8,−2.9505 · 10−8)，下面验证在 x附近零点丛集的存在性。

令

H1 =

 −5.3000 · 10−8 0

1.5679 · 10−12 −5.4401 · 10−14

 ,

H2 =


 0 0

−3.4641 · 10−5 0

 0n×n×(n−1)

 ,
则

γ3(g, x) = max(γ̂3(g, x), γ3,2(g, x)) =
12
√
73
≈ 1.4045,

∥ f (x)∥+ ∥H1∥
d
4γ33

+ ∥H2∥
d2

16γ63
≈ 1.937364 · 10−8 < d4

128γ93∥A−1∥
≈ 1.937370 · 10−8.

判别式成立，由定理 3.4，f 在以 x为球心，半径为 d
4γ33
≈ 0.0076的球里有三个零点（计

算重数）。

2 简单重根

下面我们将第 1节的结论推广到任意重数的简单重根。
令 f : Cn → Cn为多项式系统，x是 f 的重数为 µ的简单根，其中 Df(x)满足标准形

式：

Df(x) =

 0 D f̂ (x)

0 0

 ,
22
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D f̂ (x)可逆，并且

∆k( fn) = 0, for k = 2, . . . , µ − 1, ∆µ( fn) , 0. (3-12)

令 y ∈ Cn，y , x。回顾以下表示：φ = dP(v, y − x)，v = (1, 0, . . . , 0)T 和 w = x − y =

(ζ, η2, . . . , ηn)
T，η = (η2, . . . , ηn)

T，那么有 |ζ | = ∥w∥ sinφ, ∥η∥ = ∥w∥ cosφ。令

A =


√
2D f̂ (x) 0

0 1√
2
∆µ( fn)

 ,
γµ = max(γ̂µ, γµ,n)，其中

γµ,n = γµ,n( f , x) = max

1, sup
k≥2

∥∥∥∥∥∥ 1

∆µ( fn)
· Dk fn(x)

k!

∥∥∥∥∥∥
1

k−1
 .

情形 1：对于 θ ≤ φ ≤ π
2
，假设 γµ∥w∥ ≤ 1

2
。将 f̂ (y)在 x点处做泰勒展开：

f̂ (y) = D f̂ (x)η+
1

2

∂2 f̂ (x)
∂X2

1

ζ2 +
∂2 f̂ (x)

∂X1∂X̂
ζη+

1

2

∂2 f̂ (x)

∂X̂2
η2 +

∑
k≥3

Dk f̂ (x)(y − x)k

k!
.

由三角不等式，有

∥w∥ sinφ = ∥η∥ ≤
∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)

∥∥∥ + ∑
k≥2
γ̂µ( f , x)k−1∥w∥k

≤
∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)

∥∥∥ + 2γ̂µ( f , x)∥w∥2.

因此，我们有如下命题：

命题 3.1 对于 θ ≤ φ ≤ π
2
，假设 γµ∥w∥ ≤ 1

2
，那么有∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)

∥∥∥ ≥ 2γµ∥w∥
(
sin θ
2γµ
− ∥w∥

)
,

以及

∥w∥ ≥ sinφ
2γ̂µ

≥ sin θ
2γ̂µ
≥ sin θ

2γµ
.

情形 2：对于 0 ≤ φ < θ ≤ π
2
，假设 γµ∥w∥ ≤ 1

2
。将 fn在 y点处做泰勒展开：

fn(y) =
1

2

∂2 fn(x)
∂X2

1

ζ2 +
∂2 fn(x)

∂X1∂X̂
ζη+

1

2

∂2 fn(x)

∂X̂2
η2 + · · ·+ 1

µ!

∂µ fn(x)
∂Xµ1

ζµ

+
1

(µ − 1)!
∂µ fn(x)

∂Xµ−11 ∂X̂
ζµ−1η+ · · ·+ 1

µ!

∂µ fn(x)

∂X̂µ
ηµ +

∑
k≥µ+1

Dk fn(x)(y − x)k

k!
.
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在 fn的泰勒展开式中，项 ζ
iη j的系数 1

i! j!
∂i+ j fn(x)
∂Xi

1∂X̂
j 满足∥∥∥∥∥∥∥ 1

∆µ( fn)
· 1

i! j!
∂i+ j fn(x)

∂Xi
1∂X̂ j

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ (i + j)!
i! j!

γi+ j−1
µ . (3-13)

对于单项式 ζ iη j, i + j < µ, j > 0，用下列式子替换 ζ iη j 中的第一个 η，

η = − D f̂ (x)−1
1
2

∂2 f̂ (x)
∂X2

1

ζ2 +
∂2 f̂ (x)

∂X1∂X̂
ζη+

1

2

∂2 f̂ (x)

∂X̂2
η2 + · · ·

+
∑

0≤k≤µ+1−i− j

1

(µ+ 1 − i − j − k)!k!
∂µ+1−i− j f̂ (x)

∂Xµ+1−i− j−k
1 ∂X̂k

ζµ+1−i− j−kηk

+
∑

k≥µ+2−i− j

Dk f̂ (x)(y − x)k

k!
− f̂ (y)

 ,
该式是由 f̂ (y)在 x点处的泰勒展开式变形得到的。则有

ζ iη j = − D f̂ (x)−1
1
2

∂2 f̂ (x)
∂X2

1

ζ i+2η j−1 +
∂2 f̂ (x)

∂X1∂X̂
ζ i+1η j +

1

2

∂2 f̂ (x)

∂X̂2
ζ iη j+1 + · · ·

+
∑

0≤k≤µ+1−i− j

1

(µ+ 1 − i − j − k)!k!
∂µ+1−i− j f̂ (x)

∂Xµ+1−i− j−k
1 ∂X̂k

ζµ+1− j−kηk+ j−1

+
∑

k+i+ j−1≥µ+1

Dk f̂ (x)(y − x)k

k!
ζ iη j−1− f̂ (y)ζ iη j−1

 ,
这个式子中每一项的次数都大于或等于 i + j + 1。

进一步，替换后新得到的项 ζ i+kη j−1+l，i + k + j − 1 + l ≤ µ的系数被∆µ( fn)除后的

范数大小可以用(
(i + j)!

i! j!
γi+ j−1
µ

) ∥∥∥∥∥∥∥D f̂ (x)−1
1

k!l!
∂k+l f̂ (x)

∂Xk
1∂X̂l

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ (i + j)!
i! j!

(k + l)!
k!l!

γi+k+ j+l−2
µ (3-14)

来界定。

从 i + j = 2, j ≥ 1开始，最多经过 µ − 2次迭代替换，我们可以将 fn写成如下形式：

fn(y) = C2ζ
2 + · · ·+ Cµζµ +

∑
i+ j=µ, j>0

Ci, jζ
iη j +

∑
k≥µ+1

Dk fn(x)(y − x)k

k!
(3-15)

+
∑

1≤i+ j−1≤µ−2
Ti, j−1 ·

 ∑
k+i+ j−1≥µ+1

D f̂ (x)−1
Dk f̂ (x)(y − x)k

k!
ζ iη j−1


−

∑
1≤i+ j−1≤µ−2

Ti, j−1D f̂ (x)−1 f̂ (y)ζ iη j−1,

其中 C2, . . . ,Cµ是常量，系数 Ci, j 和 Ti, j−1被 ∆µ( fn)除后的范数满足：∥∥∥∥∥∥ 1

∆µ( fn)
Ci, j

∥∥∥∥∥∥ ≤ ci, jγ
i+ j−1
µ ,

∥∥∥∥∥∥ 1

∆µ( fn)
Ti, j−1

∥∥∥∥∥∥ ≤ ti, j−1γ
i+ j−1
µ , (3-16)
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其中 ci, j, ti, j−1 ∈ R是常数。这个结论可以由 (3-13)和 (3-14)归纳得到。

命题 3.2 Ct = ∆t( fn), t = 2, . . . , µ.

简单起见，我们用 j代替 (3-15)式的最后两项中的 j − 1：

证明 将微分泛函 ∆t 作用到 (3-15)式的两边，得

∆t( fn) =C2∆t(ζ
2) + · · ·+ Cµ∆t(ζ

µ) +
∑

i+ j=µ, j>0

Ci, j∆t(ζ
iη j)

+
∑

1≤i+ j≤µ−2
Ti, j ·

 ∑
k≥µ+1−i− j

D f̂ (x)−1∆t

Dk f̂ (x)(y − x)k

k!
ζ iη j


−

∑
1≤i+ j≤µ−2

Ti, jD f̂ (x)−1∆t

(
f̂ (y)ζ iη j

)
+

∑
k≥µ+1

∆t

(
Dk fn(x)(y − x)k

k!

)
.

根据 (2-2)和 (2-4)式，注意到 dt
1是∆t中唯一次数为 t的微分单项式，而且∆t中不存在

ds
1，s < t，我们可以归纳出当 2 ≤ t ≤ µ时，
(1) ∆t(ζ

s) = 1，如果 s = t，否则为 0；

(2) ∆t(ζ
iη j) = 0，其中 t ≤ i + j = µ， j > 0；

(3) ∆t

(
Dk f̂ (x)(y−x)k

k! ζ iη j
)
= 0，其中，t ≤ µ < i + j + k；

(4) ∆t

(
f̂ (y)ζ iη j

)
= 0，其中，1 ≤ i + j ≤ µ − 2；

(5) ∆t

(
Dk fn(x)(y−x)k

k!

)
= 0，其中，t ≤ µ < k。

因此可得，Ct = ∆t( fn)，t = 2, . . . , µ。 �

由命题 3.2和 (3-12)，我们有

Ct = ∆t( fn) = 0, t = 2, · · · , µ − 1, Cµ = ∆µ( fn) , 0. (3-17)

由 (3-15)式和 (3-17)式，可得

ζµ = − 1

∆µ( fn)

∑
i+ j=µ, j>0

Ci, jζ
iη j − 1

∆µ( fn)

∑
k≥µ+1

Dk fn(x)(y − x)k

k!

− 1

∆µ( fn)

∑
1≤i+ j≤µ−2

Ti, j ·
 ∑

k≥µ+1−i− j

D f̂ (x)−1
Dk f̂ (x)(y − x)k

k!
ζ iη j


+

1

∆µ( fn)

∑
1≤i+ j≤µ−2

Ti, jD f̂ (x)−1 f̂ (y)ζ iη j +
1

∆µ( fn)
fn(y).

根据三角不等式，有

|ζ |µ ≤
∑

i+ j=µ, j>0

∥∥∥∥∥∥ 1

∆µ( fn)
Ci, j

∥∥∥∥∥∥ |ζ |i∥η∥ j +
∑

k≥µ+1

∥∥∥∥∥∥ 1

∆µ( fn)

Dk fn(x)
k!

∥∥∥∥∥∥ ∥w∥k
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+
∑

1≤i+ j≤µ−2

∥∥∥∥∥∥ 1

∆µ( fn)
Ti, j

∥∥∥∥∥∥ ·
 ∑

k≥µ+1−i− j

∥∥∥∥∥∥D f̂ (x)−1
Dk f̂ (x)

k!

∥∥∥∥∥∥ ∥w∥k|ζ |i∥η∥ j


+

∑
1≤i+ j≤µ−2

∥∥∥∥∥∥ 1

∆µ( fn)
Ti, j

∥∥∥∥∥∥ · ∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)
∥∥∥ |ζ |i∥η∥ j +

∣∣∣∣∣∣ 1

∆µ( fn)
fn(y)

∣∣∣∣∣∣
≤

∑
i+ j=µ, j>0

ci, jγ
i+ j−1
µ |ζ |i∥η∥ j +

∑
k≥µ+1

γk−1
µ,n ∥w∥k

+
∑

1≤i+ j≤µ−2
ti, jγ

i+ j
µ · 2γ̂µ−i− j

µ ∥w∥µ−i− j+1|ζ |i∥η∥ j

+
∑

1≤i+ j≤µ−2
ti, jγ

i+ j
µ ·

∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)
∥∥∥ |ζ |i∥η∥ j +

∣∣∣∣∣∣ 1

∆µ( fn)
fn(y)

∣∣∣∣∣∣
≤

∑
i+ j=µ, j>0

ci, jγ
µ−1
µ |ζ |i∥η∥ j +

∑
1≤i+ j≤µ−2

2ti, jγ
µ
µ∥w∥µ−i− j+1|ζ |i∥η∥ j + 2γµµ∥w∥µ+1

+
∑

1≤i+ j≤µ−2
ti, jγ

i+ j
µ ·

∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)
∥∥∥ |ζ |i∥η∥ j +

∣∣∣∣∣∣ 1

∆µ( fn)
fn(y)

∣∣∣∣∣∣.

再由 |ζ | = ∥w∥ sinφ, ∥η∥ = ∥w∥ cosφ，可得

∥w∥µ cosµ φ ≤
∑

i+ j=µ, j>0

ci, jγ
µ−1
µ ∥w∥µ cosi φ sin j φ

+
∑

1≤i+ j≤µ−2
2ti, jγ

µ
µ∥w∥µ+1 cosi φ sin j φ+ 2γµµ∥w∥µ+1

+
∑

1≤i+ j≤µ−2
ti, jγ

i+ j
µ ∥w∥i+ j cosi φ sin j φ ·

∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)
∥∥∥ + ∣∣∣∣∣∣ 1

∆µ( fn)
fn(y)

∣∣∣∣∣∣.

因此，

cosµ φ −∑
i+ j=µ, j>0 ci, jγ

µ−1
µ cosi φ sin j φ

1 +
∑

1≤i+ j≤µ−2 ti, j cosi φ sin j φ
· ∥w∥µ − 2γµµ∥w∥µ+1

≤ 1

1 +
∑

1≤i+ j≤µ−2 ti, j cosi φ sin j φ

∣∣∣∣∣∣ 1

∆µ( fn)
fn(y)

∣∣∣∣∣∣
+

∑
1≤i+ j≤µ−2 ti, jγ

i+ j
µ ∥w∥i+ j cosi φ sin j φ

1 +
∑

1≤i+ j≤µ−2 ti, j cosi φ sin j φ

∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)
∥∥∥

≤
∣∣∣∣∣∣ 1

∆µ( fn)
fn(y)

∣∣∣∣∣∣ + 1

2

∥∥∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)
∥∥∥

≤∥A−1 f (y)∥.
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我们得到下列不等式：

∥A−1 f (y)∥ ≥ h(φ) · 2γµµ∥w∥µ − 2γµµ∥w∥µ+1. (3-18)

其中，

h(φ) =
cosµ φ −∑

i+ j=µ, j>0 ci, jγ
µ−1
µ cosi φ sin j φ∑

1≤i≤µ−2 2ti,0γ
µ
µ +

∑
1≤i+ j≤µ−2, j>0 2ti, jγ

µ
µ cosi φ sin j φ+ 2γµµ

. (3-19)

定义 3.1 定义 d = min(d1, d2, d3)，其中

d1 =

√
1

c2µ−1,1 + 1
, d2 =

√
1

µ − 1 ,

而 d3是多项式

p(d) =(1 − d2)
µ
2 −

∑
i+ j=µ, j>0

ci, jd(1 − d2)
i
2 d j−1 (3-20)

− d

 ∑
1≤i≤µ−2

ti,0 +
∑

1≤i+ j≤µ−2, j>0
ti, j(1 − d2)

i
2 d j + 1


的最小的正实根。

在接下来的内容中，我们假设 d有上述定义。

命题 3.3 我们有 h(θ) ≥ sin(θ)
2γµ
，其中，sin θ = d

γ
µ−1
µ

。

为了证明这个命题，用 sin θ = d
γ
µ−1
µ

，cos θ =
(
1 − d2

γ
2(µ−1)
µ

)1/2
来替换 (3-19)式中的 sinφ

和 cosφ，则我们需要证明下列不等式：1 − d2

γ
2(µ−1)
µ


µ
2

− cµ−1,1d

1 − d2

γ
2(µ−1)
µ


µ−1
2

(3-21)

−
∑

i+ j=µ−1, j>0
ci, j+1d

1 − d2

γ
2(µ−1)
µ


i
2 d j

γ
j(µ−1)
µ

(3-22)

− d

 ∑
1≤i≤µ−2

ti,0 +
∑

1≤i+ j≤µ−2, j>0
ti, j

1 − d2

γ
2(µ−1)
µ


i
2 d j

γ
j(µ−1)
µ

+ 1

 ≥ 0. (3-23)

• 当 d ≤ d1 =
√

1
c2µ−1,1+1

时，(3-21)式的前两项的和关于 γµ ≥ 1是非负递增的，因为

它等于 1 − d2

γ
2(µ−1)
µ


µ−1
2


√
1 − d2

γ
2(µ−1)
µ

− cµ−1,1d

 .
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• 单项式 cosi φ sin j φ, j > 0关于 φ ∈
[
0, arctan

√
1
i

]
是单调递增的，因为此时有

(cosi φ sinφ)′ = cosi−1 φ(cos2 φ − i sin2 φ) ≥ 0.

所以，当 1 ≤ i + j ≤ µ − 1, j > 0，d ∈
[
0,

√
1
µ−1

]
时，

(
1 − d2

γ
2(µ−1)
µ

) i
2 d j

γ
j(µ−1)
µ

关于 γµ单

调递减。

因此，(3-21)式的左边是关于 γµ ≥ 1递增的函数，我们只需证明不等式在 γµ = 1时

成立，即

p(d) =(1 − d2)
µ
2 −

∑
i+ j=µ, j>0

ci, jd(1 − d2)
i
2 d j−1

− d

 ∑
1≤i≤µ−2

ti,0 +
∑

1≤i+ j≤µ−2, j>0
ti, j(1 − d2)

i
2 d j + 1

 ≥ 0,

这个结论是显然的，因为 p(d)关于 0 ≤ d ≤ d3单调递减，p(0) > 0，而 d3是 p(d) = 0的

最小正实根。

命题 3.4 对于 0 ≤ φ ≤ θ，h(φ)关于 0 ≤ φ ≤ θ单调递减，且

h(φ) ≥ h(θ) ≥ sin θ
2γµ

(3-24)

以及

∥A−1 f (y)∥ ≥ 2γµµ∥w∥µ
(
sin θ
2γµ
− ∥w∥

)
. (3-25)

进一步，如果 y是 f 的另一个根，那么

∥w∥ = ∥y − x∥ ≥ sin θ
2γµ
.

证明 对于 φ ∈
[
0, arctan

√
1
µ−1

]
，因为 cosi φ sin j φ, i + j = µ, j > 0单调递增，所以 h(φ)

的分子部分非负递减，h(φ)的分母部分为正且递增。因此，h(φ)关于 0 ≤ φ ≤ θ非负递
减。于是我们得到 (3-24)式。进一步，由 (3-18)式，可得

∥A−1 f (y)∥ ≥ h(φ) · 2γµµ∥w∥µ − 2γµµ∥w∥µ+1 ≥ 2γµµ∥w∥µ
(
sin θ
2γµ
− ∥w∥

)
.

�

定理 3.5 令 x为 f 的重数为 µ的简单重根，且 y是 f 的另一个根，那么

∥y − x∥ ≥ d
2γµµ
.
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证明 由命题 3.1和命题 3.4，可得

∥w∥ = ∥y − x∥ ≥ sin θ
2γµ

=
d
2γµµ
,

因为 sin θ = d
γ
µ−1
µ

。 �

定理 3.6 令 x为 f 的重数为 µ的简单重根，且 ∥y − x∥ ≤ d
4γ
µ
µ
，那么我们有

∥ f (y)∥ ≥ d∥y − x∥µ
2∥A−1∥ .

证明 对于 θ ≤ φ ≤ π
2
，由命题 3.1，可以得到

∥A−1 f (y)∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
 1√

2
D f̂ (x)−1 f̂ (y)
√
2

∆µ( fn)
fn(y)


∥∥∥∥∥∥∥∥ ≥ 1
√
2
∥D f̂ (x)−1 f̂ (y)∥

≥
√
2γµ∥w∥

(
sin θ
2γµ
− ∥w∥

)
.

对于 0 ≤ φ ≤ θ，由命题 3.4，有

∥A−1 f (y)∥ ≥ 2γµµ∥w∥µ
(
sin θ
2γµ
− ∥w∥

)
.

当 ∥w∥ = ∥y − x∥ ≤ d
4γ
µ
µ
= sin θ

4γµ
时，我们有

∥A−1 f (y)∥ ≥ 2γµµ∥w∥µ
sin θ
4γµ

=
d∥y − x∥µ

2
.

�

定理 3.7 令 x为 f 的重数为 µ的简单重根，且

0 < R ≤ d
4γµµ
.

如果

dR( f , g) <
dRµ

2∥A−1∥ ,

那么，g在 BR(x)上的零点的重数之和是 µ。

证明 由定理 3.6，对任意满足 ∥y − x∥ = R < d
4γ
µ
µ
的 y，有

∥ f (y) − g(y)∥ ≤ dR( f , g) <
dRµ

2∥A−1∥ =
d∥y − x∥µ
2∥A−1∥ ≤ ∥ f (y)∥,

由 Rouché定理， f 和 g在 BR(x)上有相同个数的根。再由定理 3.5，当 R ≤ d
4γ3µ
时， f 在

BR(x)上有唯一根 x。所以，g在 BR(x)上有 µ个根。 �
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给定多项式系统 f : Cn → Cn, x ∈ Cn，满足 D f̂ (x)可逆，∆µ( fn) , 0。

定义张量

H1 =

 ∂ f̂ (x)
∂X1

0
∂ fn(x)
∂X1

∂ fn(x)
∂X̂


Hk =


 0 0

∆k( fn) 0

 0n × · · · × n︸      ︷︷      ︸
k

×(n − 1)

 , 2 ≤ k ≤ µ − 1,

和多项式

g(X) = f (X) − f (x) −
∑

1≤k≤µ−1
Hk(X − x)k.

定理 3.8 令 γµ = γµ(g, x)，如果

∥ f (x)∥+
∑

1≤k≤µ−1
∥Hk∥

(
d
4γµµ

)k

<
dµ+1

2
(
4γµµ

)µ
∥A−1∥

, (3-26)

那么 f 在以 x为圆心，半径为 d
4γ
µ
µ
的球上有 µ个零点 (计算重数)。

证明 首先我们有 g(x) = 0，

Dg(x) = D f (x) − H1 =

 0 D f̂ (x)

0 0

 .
进一步，

∆k(gn) = ∆k( fn) −∆k( fn) = 0, 2 ≤ k ≤ µ − 1,

∆µ(gn) = ∆µ( fn) , 0.

因此，Dg(x)满足标准形式，而且 x为 g的重数为 µ的简单重根。

令 R = d
4γ
µ
µ(g,x)
，我们有

dR(g, f ) = max
∥y−x∥≤R

∥g(y) − f (y)∥

= max
∥y−x∥≤R

∥ f (x) +
∑

1≤k≤µ−1
Hk(X − x)k∥

≤ ∥ f (x)∥+
∑

1≤k≤µ−1
∥Hk∥Rk

= ∥ f (x)∥+
∑

1≤k≤µ−1
∥Hk∥

(
d
4γµµ

)k

.
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如果

∥ f (x)∥+
∑

1≤k≤µ−1
∥Hk∥

(
d
4γµµ

)k

<
dµ+1

2 (4γµµ)
µ ∥A−1∥

,

那么

dR(g, f ) <
dµ+1

2 (4γµµ)
µ ∥A−1∥

=
dRµ

2∥A−1∥ .

由定理 3.7，可以得出 f 在以 x为圆心，半径为 d
4γ
µ
µ
的球上有 µ个零点 (计算重数)。 �

3 简单二重根

本节中，我们假设 x是多项式系统 f 的简单二重根，D f (x)满足标准形式，而 y是

f 的另一个根。我们将第 2节中对简单重根的讨论应用到简单二重根，计算简单二重根
的隔离界，并与 [3]中的根的隔离界作比较。

已知
∂ fn(x)
∂X1

= · · · = ∂ fn(x)
∂Xn

=
∂2 fn(x)
∂X2

1
= 0，通过将 fn(y)在 x点处做泰勒展开，我们有：

fn(y) =
∂2 fn(x)

∂X1∂X̂
ζη+

1

2

∂2 fn(x)

∂X̂2
η2 +

∑
k≥3

Dk fn(x)(y − x)k

k!
.

非零项

C1,1 =
∂2 fn(x)

∂X1∂X̂
, C0,2 =

1

2

∂2 fn(x)

∂X̂2
, c1,1 = 2, c0,2 = 1.

因此，p(d)的具体形式为：

p(d) = 1 − 2d2 − 2d
√
1 − d2 − d. (3-27)

p(d)的最小正实根是

d ≈ 0.2865.

令 y是 f 的另一个根，由定理 3.5,可得

∥y − x∥ ≥ d
2γ22
.

例 3.2 给定多项式系统： 
f1 = X2

1 −
1

4
X1 −

1

2
X2,

f2 =
1

2
X1X2.

容易看出，x =

 0

0

是 f = { f1, f2}的简单二重根，且

 1
4

0

是 f 的一个单根。
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计算得

D f (x) =

 −1
4
−1

2

0 0

 .
令 g(X) = f (W · X)，其中 W =

 2√
5
− 1√

5

− 1√
5
− 2√

5

，那么


g1 =
4

5
X2
1 −

4

5
X1X2 +

1

5
X2
2 +

√
5

4
X2,

g2 = −
1

5
X2
1 −

3

10
X1X2 +

1

5
X2
2 ,

(3-28)

x =

 0

0

是 g的简单二重根，y =

 1

2
√
5

− 1

4
√
5

是 g的另一个根。

计算可得

Dg(x) =

 0
√
5
4

0 0

 ,

D2g(x) =


 8

5
−4

5

−2
5
− 3

10


 −4

5
2
5

− 3
10

2
5


 .

因为

∂g1(x)
∂X2

=

√
5

4
,

1

2

∂2g2

∂X2
1

= ∆2 = −
1

5
,

则我们有

γ̂2 = max
1, ∥∥∥∥∥∥

(
∂g1(x)
∂X2

)−1
· D2g1(x)

2

∥∥∥∥∥∥
 = 4
√
5
,

γ2,2 = max
(
1,

∥∥∥∥∥∥ 1

∆2(g2)
· D2g2(x)

2

∥∥∥∥∥∥
)
= 1.

所以，

γ2 =
4
√
5
≈ 1.7888.

根据定理 3.5，可得局部隔离界为

∥y − x∥ ≥ d
2γ22
≈ 0.0447.

现在我们用 [3]中的方法再次估计局部隔离界。[3]中定义的可逆线性算子为

A( f , x, v) = D f (x).+
1

2
D2 f (x)(v,Πv.),
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其中 v =

 2√
5

− 1√
5

是张成空间 kerD f (x)的单位向量，

D2 f (x) =


 2 0

0 1
2


 0 0

1
2

0


 .

令 ω =

 ω1

ω2

 ∈ C2，记 A = A( f , x, v)，则我们有

Aω = D f (x)ω+
1

2
D2 f (x)(v,Πvω) =

 −1
4
−1

2

0 0


 ω1

ω2


+

1

2


 2 0

0 1
2


 0 0

1
2

0


 ·

 2√
5

− 1√
5

 ·
 4

5
ω1 − 2

5
ω2

−2
5
ω1 +

1
5
ω2


=


(
−1

4
+ 8

5
√
5

)
ω1 +

(
−1

2
− 4

5
√
5

)
ω2

− 2

5
√
5
ω1 +

1

5
√
5
ω2

 .
所以，

A−1
D2 f (x)

2
=


 −4

5
−2(25+8

√
5)

10
√
5

−8
5
−−25+32

√
5

20
√
5


 −2(25+8

√
5)

10
√
5

0

−−25+32
√
5

20
√
5

0


 .

通过求解多项式和有理函数的全局最优问题，我们对张量 A−1 D2 f (x)
2
的范数进行了估计，

可以得到

γ2( f , x) = max
(
1,

∥∥∥∥∥∥A−1 · D2 f (x)
2

∥∥∥∥∥∥
)
≥ 3.1121

因此，用 [3]中的方法计算的局部隔离界满足：

d
2γ2( f , x)2

≤ 0.01546, d ≈ 0.2976

注释 3.1 尽管我们的 d比 [3]中获得的 d小，但通过我们的方法计算出来的 γ2的值也更

小。所以，正如例 3.2中所展示的一样，我们可能会得到更好的局部隔离界。
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本文主要研究多项式系统的简单重根的隔离界的计算，和零点丛集的估计问题。

在第二章中，我们介绍了多项式系统在孤立奇异根处的局部对偶空间，以及在宽度

为 1的情形下，孤立奇异根的重结构的计算。基于这种参数化的重结构，我们给出了简
单重根的等价定义，并提出一种 Jacobian矩阵的标准形式。在标准形式的条件下，我们
进一步简化了简单重根需要满足的条件。而事实上，对于宽度为 1的情形，我们总可以
通过对多项式系统做酉变换，使得多项式系统在简单重根处的 Jacobian矩阵满足标准形
式，而且酉变换不改变算子范数定义下的隔离界。

在第三章中，我们首先针对简单三重根，给出了简单三重根和多项式系统的其他根

的隔离界，并举例说明在实际计算中这种方法的可行性。然后我们将简单三重根的结论

推广到了任意重数的简单重根。在标准形式的假设下，通过对多项式的泰勒展开式中的

一些项做迭代替换，我们可以去掉低阶项，得到简单重根附近的多项式展开式的一般形

式，并且对新的展开式中的系数做了估计，从而定量地给出任意重数的简单重根的隔离

界下界的显示表达式。另外，第三章比较了我们得到的简单二重根的局部隔离界和 Shub
与 Smale在他们的文章中给出的局部隔离界。因为我们对辅助变量 γ的定义略有不同，
所以对于一些例子，我们可以得到更大的局部隔离界，这说明我们的计算方法是有一定

优势的。

最后，我们研究了多项式系统的零点丛集孤立半径的计算。对于一个多项式系统和

它的一个近似根，构造一个以近似根为简单重根的新的多项式系统，由 Rouché定理，我
们给出一种可计算的判定准则，来判定在这个近似根附近是否存在原多项式系统的一个

零点丛集，即判定多项式系统在近似根附近的一个小邻域上的根的个数，而零点丛集中

零点的个数恰好是新的多项式系统的简单重根的重数。

今后的工作主要包含以下两个方面：

1. 解决张量范数的计算问题，从而实现我们对局部隔离界和零点丛集的计算。
2. 研究更多有关零点丛集和牛顿迭代的收敛问题。
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