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.��e\/TD℄:?4w�-X2,�D�7UgSZe [9] DA`2D?4h�J(��Ze [9] DMT 1 I:�, C Dw
 Picard-VessiotÆ R D8,!9\/TD^a3� T (qy1

1 , q
y2

2 , · · · , q
yn
n )T, 	D y1, y2, · · · , yn 2 k !;:\wD n lWM%�+�Ze [9] DDMT 2 IC�`1e

1) C ⊂ R;

2) τi IO/T R → R D<LD�
 τi (qyi

i ) = qyi+1
i , 	D 1 ≤ i ≤ n;

3) & r ∈ R, Q� i = 1, 2, · · · , n F- τi(r) = r O,Y>
8> r ∈ C;

4) qy1

1 , qy2

2 , · · · , q
yn
n , R DI���y 2.1 qy1

1 , qy2

2 , · · · , q
yn
n , C !;:\w�( $& qy1

1 , qy2

2 , · · · , q
yn
n , C !;:hw��CmgSw
l℄:, C !D^aSk-�"℄$&2d<k-U"DSk-T

∑

i1,i2,··· ,in∈N

ai1i2···in
qi1y1

1 qi2y2

2 · · · qinyn
n = 0, (1)	D ai1i2···in

∈ C×. �� qyi

i ,OÆD2I�D�!9\/DV�A"�\k�
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T�& q- (��lE.Ya4 1021"℄$&- (1) V�2dD qy1

1 D6:"�hL�zi!9\/IfrT
ℓ

∑

j=0

bj(q
y2

2 , qy3

3 , · · · , q
yn
n ) qjy1

1 = 0, (2)	D ℓ > 0, bj ∈ C[qy2

2 , q
y3

3 , · · · , qyn
n ], 
 bℓ 6= 0. *?O τ1 W�,- (2) !IC

ℓ
∑

j=0

qj
1 bj(q

y2

2 , q
y3

3 , · · · , q
yn
n ) qjy1

1 = 0, (3)zi\/ (2) -Æ qℓ
1 !\/ (3) D$T

ℓ−1
∑

j=0

(

qℓ
1 − qj

1

)

bj(q
y2

2 , qy3

3 , · · · , q
yn
n ) qjy1

1 = 0. (4)�T q1 "2<Yn�AÆ�Q� j = 0, 1, · · · , ℓ − 1, qℓ
1 6= qj

1. 7U- (4) DV�℄:"�Ta��	 qy1

1 , q
y2

2 , · · · , q
yn
n gSk:o"D\/�3!- (1) Dk:U"hR��5P2 qy1

1 , q
y2

2 , · · · , q
yn
n , C !;:\w���T 2.1 I:� C (qy1

1 , q
y2

2 , · · · , q
yn
n ) 2
l[M�D�T~:$� T F . Q� i = 1, 2, · · · , n, τi T F !DPLt�C* qyi

i �T qyi+1
i !
�0	 D q

yj

j "��[m+ τ1, τ2, · · · , τn T F !D q- ��?O� (F, τ1, τ2, · · · , τn) t,
l q- $`$�& c ∈ F . �{ τi(c) = c Q�A�gS 1 ≤ i ≤ n D i O,Y�zi[m+ c T&:�`p[m�M F DD&:��{ f = cqi1y1

1 qi2y2

2 · · · qinyn
n , 	D c ∈ C 
 i1, i2, · · · , in ∈ N, .+ f T<k-�9
#��{ i1, i2, · · · , in ∈ Z, .+CT Laurent <k-��y 2.2 & f ∈ C[qy1

1 , qy2

2 , · · · , q
yn
n ]. �{ τ ℓ1

1 τ ℓ2
2 · · · τ ℓn

n (f) = c f , 	D ℓ1, ℓ2, · · · , ℓn ∈ Z,

c ∈ C, ziQ� f D2dD��<k- A O� τ ℓ1
1 τ ℓ2

2 · · · τ ℓn
n (A) = cA.( & f = A1 + A2 + · · · + As, 	D A1, A2, · · · , As 2 f D2dD�5"LD<k-�n� τi DM�� τ ℓ1

1 τ ℓ2
2 · · · τ ℓn

n (Ai) = ciAi, 	D ci ∈ C, i = 1, 2, · · · , s.�T τ ℓ1
1 τ ℓ2

2 · · · τ ℓn
n (f) = c f , AÆ

(c− c1)A1 + (c− c2)A2 + · · · + (c− cs)As = 0.7UQ� i = 1, 2, · · · , s, � c = ci, � τ ℓ1
1 τ ℓ2

2 · · · τ ℓn
n (Ai) = cAi.`p�T=r^a�T~:DA� q- $ O2&:F%�C2 Laurent <k-��y 2.3 & f ∈ F×. . τi(f)

f
∈ C Q� i = 1, 2, · · · , n O,Y>
8> f 2 Laurent <k-�( (1`w) �{ f 2 Laurent <k-�& f = cqi1y1

1 qi2y2

2 · · · qinyn
n , 	D c ∈ C,

i1, i2, · · · , in ∈ Z, <-�?IC τi(f)
f

∈ C.

(��w) $& τi(f)
f

∈ C Q� i = 1, 2, · · · , n O,Y�
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1 , qy2

2 , · · · , q
yn
n ]DSk-D�u��{ f "2<k-�"℄& f D2d�`\l"LD<k-

A = qiy1

1 A′ � B = qjy1

1 B′,	D i > 0, i 6= j, A′, B′ "Ta
"}��% qy1

1 . ��8, c ∈ C ,C τ1(f) = cf , .��T 2.2 I:� τ1(A) = cA, τ1(B) = cB. b
\p�[m� τ1(A) = qi
1A, τ1(B) = qj

1B. �5� qi
1 = qj

1. 7U q1 2<Yn�3!�pw� q1 D$&hR��5 f 2<k-�`pFd�T~:�u�& f = P
Q

,	D P,Q ∈ C[qy1

1 , q
y2

2 , · · · , q
yn
n ]!
�>�� τi(f)

f
∈ C,I:8, ci ∈ C ,C τi(P )Q = ciτi(Q)P . AÆ� P | τi(P ) 
 Q | τi(Q). ��T τi "�f�Sk-D6:�AÆ τi(P )

P
� τi(Q)

Q
O, C D��Sk-�uI:� P � Q CT<k-�7U� f 2 Laurent <k-��y 2.4 & f ∈ F×. �{Q�wl i ∈ {1, 2, · · · , n}, τi(f)

f
∈ C, zi8, mi ∈ Z ,C τi(f)

f
= qmi

i .( �y� f E,w� qyi

i D
%�T~:��!9�TI:�f 2w� qyi

i D Laurent<k-�	℄:A,D$T
C

(

qy1

1 , q
y3

3 , · · · , q
yi−1

i−1 , q
yi+1

i+1 , q
yi+2

i+2 , · · · , q
yn
n

)

.�2� τi(f)
f

M2 qi Dwlo6����T 2.3, IÆ8rA�D&:O�}, C D�{� 2.5 F DD%>2&:>
8>C, C D�( 
�� C DDA�%>CT&:�d,$& f 2 F DD&:�zi τi(f) = f QA�gS 1 ≤ i ≤ n D i ,Y���T 2.3 I:

f = cqi1y1

1 qi2y2

2 · · · qinyn
n ,Qwl c ∈ C �wT i1, i2, · · · , in ∈ Z ,Y��{ i1 6= 0, zi τ1(f) = qi1

1 f . AÆ qi1 = 1,! q "2<YnhR�� i1 = 0. LT�[mIÆ8r i2 = i3 = · · · = in = 0. AÆ f = c.

3 q- ℄qm�o}
��sÆ E +T F D q- $`ÆO0��{gS``J(
1) F ⊂ E ;

2) F DD q- ��?O τ1, τ2, · · · , τn IÆO/T E !D<LD�
3) O/	D<LD\\,��b� 3.1 
 H T E DDI�%��{8, f1, f2, · · · , fn ∈ F ,C

τ1(H)

H
= f1,

τ2(H)

H
= f2, · · · ,

τn(H)

H
= fn,.+ H T F !D
l q- '��k��T~: fi +T H w� τi D q- $ �9
#��{ q1 = q2 = · · · = qn, [m+e q- '��k2^��D�b.+T��D�
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T�T~:w� q- ��?O τ1, τ2, · · · , τn Dh�wM��b� 3.2 
 f1, f2, · · · , fn T^aD�T~:��{
τi(fj)

fj

=
τj(fi)

fi

(5)Q�A�gS 1 ≤ i < j ≤ n D i, j O,Y�.+CmTh�D�Q� F !D q- '��k H U���� τ1, τ2, · · · , τn Dd�*?\\,���5I�8 H D q- $ 2h�D�b
\p�mM
Th�D�T~: f1, f2, · · · , fn, �Ze [9] DMT 2I:�8, F Dw
OÆ E,,C E �}
l q-'��k�	 q-$ ` T f1, f2, · · · , fn.,�ZD�[m*�8r�m q- '��k�IÆ`3T�T~:� q- .-kD-��	D� q- .-k2>
SE6D q- '��k�CD q- $ T�il q- 6gwSk-D-��Ze [7–8] 
;K�^e1eD^���u��ZDre2*^���uD1ePxA���u�T^K����uD q- '��kD-X`3�[my�Q q1, q2, · · · , qn +#ÆfB�& S = {S1, S2, · · · , Sk} T {1, 2, · · · , n} D
l`%�!
 Sℓ Q� ℓ = 1, 2, · · · , k OgS	
i, j ∈ Sℓ >
8> qi = qj , [m+e`%T q1, q2, · · · , qn D`�`%��{ i ∈ Sℓ, 
 pℓ = qi,+ pℓ T Sℓ D;�%�
��A�D;�%�T q1, q2, · · · , qn DA�"hLD%>�b� 3.3 Q�;�% p1, p2, · · · , pk Do-U���{

k
∏

ℓ=1

pmℓ

l = 1 ⇔ m1 = m2 = · · · = mk = 0,.+5)D q1, q2, · · · , qn 2I~D�
�� q1, q2, · · · , qn 2I~D�XMCmO"2<Yn�9
#��{ q1, q2, · · · , qn 2I~D�.+ q- $`$ F TI~D�b.+ F T^I~D�`ZD�[mR$& F 2I~D�
4 q- |��o}��& Ξ = {τ ℓ1

1 τ
ℓ2
2 · · · τ ℓn

n | ℓ1, ℓ2, · · · , ℓn ∈ Z}2 τ1, τ2, · · · , τn ,d�*?`',D���T q-��?OI,��AÆ Ξ 2
�V��,"�2d�pD�N`�* Ξ D<Y% T 1. 9
#��`1e,Y��y 4.1 � Ξ 2� τ1, τ2, · · · , τn ',DP���( & τ = τ ℓ1
1 τ ℓ2

2 · · · τ ℓn
n T Ξ D%>��{ τ = 1, zi

τ (qyi

i ) = qℓi+yi

i = qyi

i .7U� qℓi

i = 1. �� qi "2<Yn�AÆ ℓi = 0. 7U�<Y% 1 ,� Ξ DD�.2S
D�AÆ Ξ 2P�����f',
�V�1tMTI:� Ξ D��O�O2�f',DP�
�V��



1024 ^ M G { " ; { 32 B& f ∈ F , τ ∈ Ξ . [m* τ(f)  W f τ . ���8 (·)τ �?2 Ξ , F !D
l�W��Q� F× D%> f , M���
Ξf =

{

τ ∈ Ξ

∣

∣

∣

∣

f τ

f
∈ C

}

.IÆ�8 Ξf 2 Ξ DO��[m+ Ξf T f DnnO��V�nnO��IÆ*�T 2.3 G9T�y 4.2 nnO� Ξf F� Ξ >
8> f 2
l Laurent <k-�mMSk- h ∈ C[qy1

1 , qy2

2 , · · · , q
yn
n ], `p�TK� Ξh DD%>��y 4.3 
 S = {S1, S2, · · · , Sk}T q1, q2, · · · , qnD`�`%�!
 h ∈ C[qy1

1 , q
y2

2 , · · · , qyn
n ]"2<k-�&

A = aqi1y1

1 qi2y2

2 · · · qinyn
n , B = bqj1y1

1 qi2y2

2 · · · qjnyn
nT h D2dD��\l<k-�	D a, b ∈ C×, 
 τ = τ ℓ1

1 τ ℓ2
2 · · · τ ℓn

n . zi τ ∈ Ξh >
8>Qk
l t ∈ {1, 2, · · · , k} O�
∑

s∈St

ℓs(is − js) = 0.( � τ DM�I:
Aτ

A
= qℓ1i1

1 qℓ2i2
1 · · · qℓnin

n � Bτ

B
= qℓ1j1

1 qℓ2j2
2 · · · qℓnjn

n .�5I:� hτ

h
∈ C >
8>Q� h D2dD��\l<k- A,B � Aτ

A
= Bτ

B
, �

q
ℓ1(i1−j1)
1 q

ℓ2(i2−j2)
2 · · · qℓn(in−jn)

n = 1.!pD-OF%�
k

∏

t=1

p

∑

s∈St

ℓs(is−js)

t = 1.�� F 2I~D�C�F%�
∑

s∈St

ℓs(is − js) = 0 QA�D t ∈ {1, 2, · · · , k} ,Y�`pDMT23
0DJ�1{�by 4.4 �{ h ∈ C[qy1

1 , q
y2

2 , · · · , qyn
n ] "2<k-�zi � Ξ /Ξh 2�f',P�
�V��( 5b�� Ξ 2
l�f',D
�V�I:�Ξ /Ξh 2
l�f',D
�V��`p�y8r Ξ /Ξh 2P�D�n��f',
�V�D1tMT��y8r Ξ /Ξh 2\�D�$& τ ∈ Ξ ,C τΞh 2 Ξ /Ξh D
l^�ZD�%�zi8,
l^a6: d ,C τd ∈ Ξh. & τ = τ ℓ1

1 τ ℓ2
2 · · · τ ℓn

n 
 A = aqi1y1

1 qi2y2

2 · · · qinyn
n , B = bqj1y1

1 qj2y2

2 · · · qjnyn
n 2 h D2dD��\l"LD<k-���T 4.3 I:�

∑

s∈St

dℓs(is − js) = 0, t ∈ {1, 2, · · · , k}.
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∑

s∈St

ℓs(is − js) = 0, t ∈ {1, 2, · · · , k}.��T 4.3, τ ∈ Ξh, 7U� τΞh = Ξh, hR�7	�>mMSk- h, [m* Ξ D%> τ , Ξ /Ξh DDo W τ .�z 4.5 & h ∈ C[qy1

1 , qy2

2 , · · · , q
yn
n ] "2<k-�$& σ1, σ2, · · · , σr t,P�� Ξ /ΞhD
T�� σr+1, σr+2, · · · , σm ∈ Ξ t, Ξh D
T��zi m = n 
 σ1, σ2, · · · , σn 2 Ξ D
T��( Q��� σ ∈ Ξ , 8, i1, i2, · · · , ir ∈ Z ,C σ = σi1

1 σ
i2
2 · · ·σir

r . �5�8, τ ∈ Ξh ,C σ = σi1
1 σ

i2
2 · · ·σiℓ

ℓ τ . AÆ σ I� σ1, σ2, · · · , σm �.�`p8r σ1, σ2, · · · , σm 2\wD�$&
σj1

1 σ
j2
2 · · ·σjr

r σ
jr+1

r+1 · · ·σjm
m = 1,�2� σj1

1 σ
j2
2 · · ·σjr

r = 1. 7U� j1 = j2 = · · · = jr = 0, 9
#��� jr+1 = jr+2 = · · · =

jm = 0. ��T τ1, τ2, · · · , τn 	2t, Ξ D
T��AÆ m = n.!pPe=r^ Ξ /Ξh Lt�� σ1, σ2, · · · , σr ', Ξ DwlO��vM3T��& τ ∈ Ξ ,.8,S
D
T6: d1, d2, · · · , dr ,C τ = σd1

1 σ
d2

2 · · ·σdr
r . M� τ , F D%> f DW�T

f τ = f

(

σ
d1
1

σ
d2
2

···σdr
r

)

. (6)�2C� Ξ /Ξh , F !D
l�W��[m+eW�2� σ1, σ2, · · · , σr �?D�� Ξh DM�I:�
hτ

hτ
∈ C. (7)�MT 4.4 :��{ h ∈ C[qy1

1 , q
y2

2 , · · · , qyn
n ] "2<k-�. � Ξ /Ξh Lt� Zm, 	D m Twl76:�[m+ m T h DC�+ σ1, σ2, · · · , σr T! h hwD
T��T^M�DR6w�[m*^a<k-DCM�Ta��T5) Ξ /Ξh 2�ZD�

5 �n��~k�X�T^K�w��W�Dh�J(�[m5#! q- ��� Ξ hwD�lh�	�Æ� �Æ� �'�`pq9� Ξ , F× !DW����?�Æ Z[Ξ ] , F× !DW���{ θ1, θ2, · · · , θn2P�
�V� Ξ D
T��zi Z[Ξ ] IÆEW Z !w� θ1, θ2, · · · , θn D Laurent Sk-Æ�& Ξ = m1σ1 +m2σ2 + · · · +mtσt, 	D mi ∈ Z, σi ∈ Ξ , zi Ξ , F× D%> f !DW�M�T
fΞ = (fσ1)

m1 (fσ2)
m2 · · · (fσt)

mt . (8)9
#�M�
Γf =

{

Ξ ∈ Z[Ξ ] | fΞ ∈ C
}

.���8 Γf 2�Æ Z[Ξ ] DTj�
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1 , qy2

2 , · · · , q
yn
n ]
"2<k-��MT 4.4I:�Ξ /Ξh 2P���7U Z[Ξ /Ξh]IEW Z !D Laurent Sk-Æ� Ξ � � Ξ /Ξh DP�O%�? Z[Ξ ] � Z[Ξ /Ξh] ÆLD πh, �: πh 2g%�mMSk- h, Laurent Sk-Æ Z[Ξ ] D%> Ξ ,ÆLD π DW�`Dm T Ξ . vM! hhwD Ξ /Ξh D
T��zi3T��? � Ξ /Ξh , F !DW� (i'- (6)DM�DW�). �1- (8)DM�� � Ξ /Ξh DW��? LaurentSk-Æ Z[Ξ /Ξh], F× !DW��AHDW��`A9�& Ξ = m1σ1 + m2σ2 + · · · + mtσt ∈ Z[Ξ /Ξh] Æ� f ∈ F×. M�
fΞ =

(

fσ1
)m1

(

fσ2
)m2

· · ·
(

fσt
)mt

. (9)�- (7), (8) Æ� (9) I: Q�A�D Ξ ∈ Z[Ξ ] O�� hΞ

hΞ
∈ C. (10)`pDtF=r��{ h 2"I)Sk-�zi Z[Ξ ]/Γh ≃ Z[Ξ /Ξh].{� 5.1 & h 2 C[qy1

1 , q
y2

2 , · · · , q
yn
n ] DDSk-Æ� π 2 Ξ � Ξ /Ξh DP�O%�?D Z[Ξ ] � Z[Ξ /Ξh] DÆLD��{ h "I)�zi ker(π) = Γh.( �{ h = qyi

i , zi Ξ = Ξh. 7U Z[Ξ /Ξh] = Z. L��,5�u`� τ1 − 1, τ2 −

1, · · · , τn − 1 2 Γh D
T',%�AÆtF,Y�& h "2<k-��{ Ξ ∈ ker(π), zi hΞ = 1. �- (10) I:� hΞ ∈ C, 7U Ξ ∈ Γh.b
\n��{ Ξ ∈ Γh, zi hΞ ∈ C. �- (10) I:� hΞ ∈ C. `p8r Ξ = 0.�{ Ξ 6= 0,zi8,^a6: m1,m2, · · · ,mt � Ξ /Ξh D\\"LD%> σ1, σ2, · · · , σt,C Ξ = m1σ1 +m2σ2 + · · · +mtσt. �5�
(

hσ1
)m1

(

hσ2
)m2

· · ·
(

hσt
)mt

∈ C.�T hσi "I)�AÆ hσ ∈ C �XM8,6: i, j, 	D 1 ≤ i < j ≤ t, ,C hσi/hσj ∈ C,�� hσiσ
−1

j /h ∈ C. �- (7) I:� h
σiσ

−1
j

h
∈ C. +n� Ξh DM��.� σiσ

−1
j ∈ Ξh. 7U σi = σj , hR�& h2 C[q1

y1 , q2
y2 , · · · , qn

yn ]DDSk-��{�% φ : Ξ −→ Z[Ξ /Ξh]Q�A� σ, τ ∈ ΞgS
φ(στ) = φ(σ) + σφ(τ),.+�% φ T � (cocycle). 9
#��{8,qsD ω ∈ Z[Ξ /Ξh] ,CQ�A�D σ ∈ Ξ O� φ(σ) = (1 − σ)ω,.+�% φ T �' (coboundary). ���8 �'
M2 ��[;W�,Y�`p8r�> Ξ /Ξh "2}Æ�)�[\n	,Y�by 5.2 & h∈C[qy1

1 , qy2

2 , · · · , q
yn
n ]. � h DC9� 1, .� Ξ � Z[Ξ /Ξh] D �
M2 �'�( & φ : Ξ → Z[Ξ /Ξh] 2 ��ziQ�A�D σ, τ ∈ Ξ ��

φ(στ) = φ(σ) + σφ(τ) = φ(τ) + τφ(σ).
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(1 − σ)φ(τ) = (1 − τ)φ(σ). (11)& σ1, σ2, · · · , σr 2P�
�V� Ξ /Ξh D
T��zi Z[Ξ /Ξh]IEW Z!w� σ1, σ2, · · · , σrD Laurent Sk-Æ��T h DC9� 1, AÆ r > 1. .�

(1 − σ1)φ(σ2) = (1 − σ2)φ(σ1).��T 1 − σ1 � 1 − σ2 "I)
�>�AÆ8, ω ∈ Z[Ξ /Ξh] ,C
φ(σ1) = (1 − σ1)ω.�- (11) I:�Q���D σ ∈ Ξ �

(1 − σ1)φ(σ) = (1 − σ)φ(σ1) = (1 − σ)(1 − σ1)ω.�T Z[Ξ /Ξh] 26Æ�AÆ
φ(σ) = (1 − σ)ω.7U��% φ 2 �'�

6 q- ℄qm�ath& g, h 2 C[qy1

1 , qy2

2 , · · · , q
yn
n ] DD\l"I)Sk-��{8, τ ∈ Ξ ,C gτ

h
∈ C, .+ g F%� h,  T g ∼ h. ���8 ∼ 2F%w℄�9U��{ g ∼ h, .nnO� Ξg ! ΞhhL��{^aSk- h 63^a�T~: f D`O�2`x�.+ h 2 f D�O�Q� F× DD�T~: f U��8,�fl^�Z
�5"F%D"I)Sk-

h1, h2, · · · , hm, ,C
f = hΞ1

1 hΞ2

2 · · ·hΞm
m , (12)	D Ξi ∈ Z[Ξ ] \ Γhi

, i = 1, 2, · · · ,m. [m+- (12) 2 f D q- ��
6`3�>- (12) ,Y)�Q� i = 1, 2, · · · ,m, f �! hi F%D"I)�O��{ f = gη1

1 g
η2

2 · · · gηt

t 2 f Db
l q- ��
6`3�zi t = m, !
;|>�L6C� h1 ∼ g1, h2 ∼ g2, · · · , hm ∼ gm.* gi I�T hi, .�
f = h1

ζ1h2
ζ2 · · ·hm

ζm .Q� i = 1, 2, · · · ,m, Ξi − ζi ∈ Γhi
. !91eI�Sk-`3DS
w�8�n�tF 5.1,- (12) IfrT
f = c hΞ 1

1 hΞ 2

2 · · ·hΞm
m , (13)	D c ∈ C, Ξi = π(Ξi) ∈ Z[Ξ /Ξhi

]. mM f , h1, h2, · · · , hm, � πi(Ξi) = πi(ζi) I:�- (13)DD Ξ i 2S
�MD�[m+ Ξ i 2 f w� hi D q- ��
=� T νhi
(f). T\��.��{^�Z"I)Sk- h DF%SDj� f D�O�.
 νh(f) F� 0. 9
#I�8�% νh : F× → Z[Ξ /Ξh] gS�`1e
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i) Q�A�D u, v ∈ F×, νh(uv) = νh(u) + νh(v);

ii) Q�A�D τ ∈ Ξ � f ∈ F×, νh (f τ ) = τνh(f), 	D τ 2 τ , Ξ /Ξh DDP�LDm�& H 2 F !D q- '��k�M��%
φ : Ξ → F×

σ 7→
Hσ

H
.�TQ� i = 1, 2, · · · ,m O� Hτi

H
8� F×, AÆ Hσ

H
8� F×. 7U� φ 2[M��& h 2 C[qy1

1 , q
y2

2 , · · · , qyn
n ] DD"I)Sk-�M��% φh = νh ◦ φ.�m σ, τ ∈ Ξ . �

Hστ

H
=
Hσ

H

(Hτ

H

)σ

,Æ� νh AgSD\lJ( i) � ii) I:
φh(στ) = φh(σ) + σφh(τ).AÆ� φh 2 ��& fi = Hτi

H
, 	D i = 1, 2, · · · , n. & νh(fi) = Ξ i !
 {Ξ 1,Ξ 2, · · · ,Ξn} DA"�
l^a%>���;� f1, f2, · · · , fn D�! h F%D"I)�O�9
#�$& h DC9� 1. �MT 5.2 :� � φh 2 �'��	8,qsD ω ∈ Z[Ξ /Ξh] ,CQ� σ ∈ Ξ O� φh(σ) = (1 − σ)ω. +��% φh DM�I:�
φh(τi) = νh

(Hτi

H

)

= Ξ i = (1 − τ i)ω, i = 1, 2, · · · , n.
 r = h−ω. ziQ� i = 1, 2, · · · , n �� hΞ i = rτi

r
. 
 G = H

r
. .

νh

(Gτi

G

)

= νh

(Hτi

H

)

− νh

(rτi

r

)

= Ξ i − (1 − τ i)ω = 0.3�[m>8r^�`�T��y 6.1 & C[qy1

1 , qy2

2 , · · · , q
yn
n ] D"I)Sk- h DC9� 1, zi q- '��k H IÆ`3T

H = rG,	D r ∈ F×, G 2 q- '��k!
Q� i = 1, 2, · · · , n, νh

(

Gτi

G

) F� 0.b� 6.2 �{ q- '��kD q- $ "}C9� 1 D�O�.+e q- '��kT q- .-k�*�T 6.1 ��� H D q- $ D$`
6`3DklC9� 1 D"I)�O�C��`MT�by 6.3 & H 2 q- '��k�zi8,�T~: f ∈ F× � q- .-k T ,C H = f T .
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1 , q
y2

1 , · · · , qyn
n ]

× DD^aSk-��{ hDC2a�zi h 2<k-��{ h DCDT 1, zi8,�Lt ψh : Ξ /Ξh → Z. 1� Ξ� Ξ /Ξh DP�O%�[mC�g% ψh : Ξ → Z. 9
#�&
di = ψh(τi), i = 1, 2, · · · , n.�:�A�D di O26:�� ψh 2�LDI:�

ψh

(

τ ℓ1
1 τ ℓ2

2 · · · τ ℓn
n

)

= d1ℓ1 + d2ℓ2 + · · · + dnℓn. (14)& S = {S1, S2, · · · , Sk} 2 q1, q2, · · · , qn D`�`%��y 6.4 & h 2 C [qy1

1 , qy2

1 , · · · , q
yn
n ] DCT 1 DSk-�.8, Laurent <k- g, S
D6: t ∈ {1, 2, · · · , k}, Æ�<�%Sk- P ∈ C[z] ,C

h = gP
(

q
∑

s∈St
dsys

)

,	D q 2 St D;�%� ds = ψh(τs).( �Pe 4.5 I:�8, Ξh D
T� σ2, σ3, · · · , σn ,C σ1, σ2, · · · , σn 2 Ξ D
T��	D ψh(σ1) = 1. Q� i = 1, 2, · · · , n, & σi = τmi1

1 τmi2

2 · · · τmin
n . �T τ1, τ2, · · · , τn� σ1, σ2, · · · , σn O2 Ξ D��AÆ?4M = (mji)1≤j≤n,1≤i≤n 2I�D�
 di = ψh(τi). ��T ψh(σ1) = 1, ψh(σ2) = ψh(σ3) = · · ·ψh(σn) = 0, AÆ�- (14) I:

uM = (1, 0, · · · , 0), 	D u = (d1, d2, · · · , dn). (15)& N 2�3 M J
`	AC?4�[m� ker(N) �. N DV���- (15) I:� u2 ker(N) DD^an℄�!

gcd(d1, d2, · · · , dn) = 1. (16)& A = aqi1y1

1 qi2y2

2 · · · qinyn
n 2 h DDw
<k-� B = bqj1y1

1 qj2y2

2 · · · qinyn
n 2 h D"F� A Db
<k-�	D a, b ∈ C×. "(
�w�[m9
#$& i1 6= j1, 1 ∈ S1
 S1 = {1, 2, · · · , ℓ}. ��T 4.3 I:� v = (i1 − j1, i2 − j2, · · · , iℓ − jℓ, 0, 0, · · · , 0) 2 ker(N)DD^an℄��T M gC�AÆ N DCT m− 1. �5� ker(N) WT Q !n℄M&DV:T 1, 3�XM u ! v , Q !gwhw�7U dℓ+1 = dℓ+2 = · · · = dn = 0, !


u = (d1, d2, · · · , dℓ, 0, 0, · · · , 0) (17)2 ker(N) WT Q !n℄M&D
T��& E = eqk1y1

1 qk2y2

2 · · · qknyn
n 2 h D2dDD��<k-�	D e ∈ C×. zi

w = (i1 − k1, i2 − k2, · · · , in − kn)8� ker(N). �T u 2 ker(N) D��AÆ8, rE ∈ Q ,C w = rEu. 1*!��- (16) I:� rE ∈ Z. 7U
ks = is − rEds, s = 1, 2, · · · , ℓ, � kt = it, t = ℓ+ 1, ℓ+ 2, · · · , n. (18)
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D = qd1y1+d2y2+···+dℓyℓ , U = qi1y1+i2y2+···+iℓyℓ � V = q

iℓ+1yℓ+1

ℓ+1 q
iℓ+2yℓ+2

ℓ+2 · · · qinyn
n .. E = eUD−rEV. �T U � V "�R� E, AÆ h

UV
2 C !w� D D<�% Laurent Sk- L. 7U8,6: a �<�%Sk- P ∈ C[z] ,C L = DaP (D). AÆ h = (UV Da)P (D).
 g = UV Da, �T,Y�y�L�D2!9MTDD h W�2"I)Sk-�`pM� q- 6gwSk-�b� 6.5 Q�Sk- g ∈ C [qy1

1 , qy2

1 , · · · , q
yn
n ] U���{8,6: t ∈ {1, 2, · · · , k}, \l6gwSk- ∑

s∈St

isys � ∑

s∈St

jsys, 	D is, js ∈ Z, Æ�<�%Sk- P ∈ C[z] ,C
g = q

∑

s∈St

isys

P

(

q

∑

s∈St

jsys
)

,	D q 2 St D;�%�[m+ g 2 q- 6gwD�by 6.6 �{ G 2 q- .-k�zi G DA� q- $ D"I)�OO2 q- 6gwD�( & h 2 G D��
l q- $ D"I)�O��M� 6.2 I:� h DC2 0 �2 1.�{ h DCT 0, zi8, c ∈ C× � i ∈ {1, 2, · · · , n} ,C h = cqyi

i . �{ h DCT 1, zi���T 6.4 I:�8, t ∈ {1, 2, · · · , k} ,C
h = MP

(

q

∑

s∈St

jsys
)

,	D M 2 qy1

1 , q
y2

2 , · · · , q
yn
n D Laurent <k-� P ∈ C[z], q 2 St D;�%�Æ� js ∈ Z. �T h "I)�AÆ M �2w� {q

yj

j : j ∈ St} D Laurent <k-�7U� h 2 q- 6gwD�b� 6.7 & f ∈ F . �{8, t ∈ {1, 2, · · · , k} ,C f ∈ C (qyi

i : i ∈ St), [m+ f �! Sthw�& G 2 q- .-k�� q- 6gwDM�Æ�MT 6.6 I:�
fi =

Gτi

G
= fi1 fi2 · · · fik, (19)	D i = 1, 2, · · · , n, !
Q� j = 1, 2, · · · , k, fij �! Sj hw�9
#�[m��`1e�{� 6.8 & G 2 q- .-k� fi = Gτi

G
, 	D i = 1, 2, · · · , n. �{ i ∈ St, zi fi �! Sthw�( �- (19) :���8rQ�A�D ℓ 6= t, fiℓ ∈ C �I�& ℓ 6= t. $& j 2 Sℓ D�
6:��h�J(I:� f

τj
i

fi
=

f
τi
j

fj
, 7U

f
τj

iℓ

fiℓ

=
f τi

jt

fjt

.�T fiℓ �! Sℓ hw�AÆ f
τj

iℓ

fiℓ
�! Sℓ hw�LTIC� f

τj
jt

fjt
�! St hw��T ℓ 6= t, AÆ Sℓ ! St D,�TM��3�XM f

τj

iℓ

fiℓ
∈ C. ��T 2.4 :�8,6: mi,mj ∈ Z ,C

q
mj

j =
f

τj

iℓ

fiℓ

=
f τi

it

fit

= qmi

i .
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yj

j "�2d, fiℓ D���T j 2 Sℓ DD��6:�AÆ fiℓ ∈ C.�!9tFIC�`MT�by 6.9 ��D q- .-k G IÆ`3T^��D q- .-kD-��( & fi = Gτi

G
, i = 1, 2, · · · , n, 
 S = {S1, S2, · · · , Sk} T q1, q2, · · · , qn D`�`%�Q t ∈ {1, 2, · · · , k} , 


{

rti := fi, i ∈ St,

rti := 1, i /∈ St.[mP�	QA� i, j ∈ {1, 2, · · · , n},

r
τj

ti

rti
=
rτi

tj

rtj
. (20)eP�8r�`��{ i, j /∈ St, . rti = rtj = 1. �2- (20) ,Y��{ i, j ∈ St, .� f1, f2, · · · , fn h�C- (20) ,Y��{ i ∈ St, j /∈ St, �tF 6.8, rti �! St hw��T j /∈ St, AÆ r

τj

ti = rti, LT� rτi

tj = rtj , 7U- (20) ,Y�P�,Y��5P2�
rt1, rt2, · · · , rtn h���Ze [9] DMT 2 I:�8, F !D q- '��k Gt, 	 q- $ ` T rt1, rt2, · · · , rtn.�L�� Gt 2^��D q- .-k�


G′ =
k

∏

t=1

Gt.���8 G � G′ D q- $ OhL��2 G = cG′, 	D c 2
l&:�
Gel’fand F� [7] !)�4F� [8] 
;K�^^�� q- '��kD-X`3�zin�MT 6.9, IC�� q- '��kD-X`3�
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MULTIPLICATIVE DECOMPOSITIONS OF

MULTIVARIATE q-HYPERGEOMETRIC TERMS
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FENG Ruyong FU Guofeng KANG Jin
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Abstract In this paper, we prove that a mixed q-hypergeometric term is a product of

a rational function and a q-factorial term. This generalizes the q-analogue of the Ore-Sato

theorem from unmixed hypergeometric terms to mixed ones.

Key words q-hypergeometric term, q-factorial term, multiplicative decomposition, struc-

ture theorem.


