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摘要。本文介绍数学机械化理论：构造性代数几何、构造性微分代数几何、构造性实代数几何、方

程求解、与几何自动推理的主要进展及其在若干领域的应用。我们还提出了一些待解决的问题。 
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1．引言 

十七世纪以来，人类经历了一场史无前例的技术革命，出现了以蒸汽机为代表的机器、代替各

种类型的体力劳动。如果说工业机器的出现导致的产业革命使人们逐渐实现了体力劳动的机械化,

促进了社会生产力的发展，那么本世纪电子计算机的产生，则为人类实现脑力劳动的机械化创造了

物质条件。与工业革命相适应出现了解析几何与微积分这些数学上的伟大创新。在目前这一以计算

机为标志的信息革命时代，数学应该有什么样的创新与之相适应呢？正是基于这种考虑，吴文俊先

生倡导数学机械化研究。 

数学是典型的脑力劳动，因此在脑力劳动机械化过程中有其特殊地位。不仅如此，数学是自然

科学与高科技的理论基础，数学方法的创新有可能带动科学发展与技术进步。因而，数学机械化又

有其迫切性与优先权。此外，数学具有表达精确、论证严谨等特点，数学机械化在各类脑力劳动的

机械化中又易于实现。事实也的确如此。初等几何定理证明被认为是典型的脑力劳动，而吴文俊研

究数学机械化正是从这里打开突破口的。 

回顾数学发展史，主要有两种思想：一是公理化思想，另一是机械化思想。前者源于希腊，后

者则贯穿整个中国古代数学。这两种思想对数学发展都曾起过巨大作用。从汉初完成的《九章算术》

中对开平方，开立方的机械化过程的描述到宋元时代发展起来的求解高次代数方程组的机械化方法，

无一不与数学机械化思想有关，并对数学的发展起了巨大的作用。公理化思想在现代数学，尤其是

纯粹数学中占据着统治地位。然而，检查数学史可以发现数学多次重大跃进无不与机械化思想有关。

数学启蒙中的四则运算由于代数学的出现而实现了机械化。线性方程组求解中的消去法是机械化思

想的杰作。对近代数学起着决定作用的微积分也是得益于经阿拉伯传入欧洲的东方数学的机械化思

想。既便在现代纯粹数学研究中，机械化思想也一直发挥着重大作用。Hilbert 倡导的数理逻辑为

计算机的设计原理做了准备。数学巨匠 E. Cartan 关于微分方程、微分几何及李群的著作中经常显

现出机械化特色。H. Cartan 关于代数拓扑学同调群计算的工作可以看作是机械化思想的成功范例。 

数学机械化主要有两个步骤。一是算法化。数学的机械化有赖于计算机的使用。数学要实现机

械化就必须适当地变革自己以适应计算机有限性、离散性，特别是算法性的特点。二是机械化，既

在计算机上有效地实现有关算法。在这一步有效性是至关重要地，只有有效的软件才能真正用来解

决实际问题。以机械化数学为基础的软件可以实现人力难以胜任的繁琐的计算与推理功能，从而为

数学研究提供新工具、为数学在高科技中的应用提供有力手段。 

数学机械化的目标是在数学的各个分支实现机械化。当然，由 Gödel 以及其他的关于判定问题

的否定性结果，我们知道很多数学领域是不能机械化的。吴文俊设想，数学的机械化过程应该是选
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择一些既有意义又可以有效算法化的问题类，加以解决，变传统的一题一证为一类一证。 

七十年代，吴文俊由中国传统数学中的机械化思想出发，从几何定理证明入手开始数学机械化

研究，所建立的数学机械化方法，为国际自动推理的研究开辟了新的前景。经过近二十年的努力，

几何定理自动证明的吴方法及在其影响下产生的一系列重要的新方法，已经发展成具有我国特色且

在国际上领先的数学机械化理论，形成了自动推理与方程求解的中国学派。数学机械化理论以代数

与微分方程求解的吴-Ritt 零点分解定理为核心。我们将复数域、实数域、微分域上以这一定理为

核心展开的构造性理论分别称为构造性代数几何、构造性实代数几何、构造性微分代数几何。 

应该指出方程求解并不是机械化数学研究的唯一研究内容，但选择这一问题作为主要研究对象

也有一定的必然性。十七世纪，Descartes 曾提出一般问题求解的下列构想： 

任意问题的解答→数学问题的解答→代数问题的解答→方程组求解→单个方程求解。 

Polya 评价到：“这一构想虽未成功，但它仍不失为一个伟大的设想。即使失败了，它对于科学发展

的影响比起千万个成功的小设想来，仍然要大的多。”  这是因为虽然这一设想不能含概很多问题，

但却包括了大量有意义的问题。例如，几何定理机器证明的吴方法就是方程求解方法的成功应用。

又如，以吴－Ritt 零点分解定理为基础的方程组求解方法已经在微分几何、理论物理、力学等领域

得到成功应用，还为机器人学、数控技术、几何辅助设计、CAD、计算机视觉等高科技领域提供了有

力工具。 

本文将分五部分介绍数学机械化研究的主要进展：构造性代数几何、构造性微分代数几何、构

造性实代数几何、几何自动推理、方程求解方法与应用。我们将侧重介绍与吴学派有关的结果，对

于其他相关工作则给出主要参考文献。 

 

2．构造性代数几何 

代数几何是近代数学十分活跃的分支。当前流行的代数几何其研究方法大都是存在性的。构

造性代数几何研究方程组在复数域上的求解方法。本节介绍以吴-Ritt 零点分解定理为核心的构造

性代数几何理论，其他相关结果请见[MT1]。 

A.吴-Ritt 零点分解定理. 这一定理是吴文俊关于数学机械化工作的核心，是方程求解、几何定理

机器证明的吴方法的基础。这一方法是吴文俊基于中国古代数学的求解代数方程组消去法的思想并

借鉴 Ritt 关于微分代数的工作[RI1]提出的。现介绍如下。 

设 K 为一特征为 0 的域，K[x1,⋯,xn]是 K 上以 x1,x2,⋯,xn为变元的所有多项式组成的环。设 E

是 K的一个泛扩域。设 S为多项式集合，我们用 Zero(S)表示 S中多项式在 E上的公共零点的集合,

即代数簇。 设 G 是另一多项式，Zero(S/G)表示是 S 的但不是 G 的零点所组成的集合, 称为拟代数

簇。 

吴-Ritt 零点分解定理就是要给出任意拟代数簇一个构造性描述。为此，我们需要下面概念。

一个多项式组称为升列，如果通过变量重新命名后可以写成如下形式 

A u u y I y yq
d

1 1 1 1 1 1
1( , , )" = + 的低次项 

A u u y y I y yq
d

2 1 1 2 2 2 2
2( , , , )" = + 的低次项 

... 

p
d
pppqp yyIyyuuA p +=),,,,( 11 "" 的低次项， 

其中 p+q=n，且 Aj 关于 yi (i<j)的次数比 Ai 关于 yi (i<j)的次数要低。Ii≠0 称为 Ai 的初式。设
AS={A1,⋯,Ap}、J 为 Ai的初式的乘积，我们可以认为 Zero(AS/J)的结构已经确定。设 AS 为一升列， 

定义 
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SAT(AS) = { P | 存在 AS 初式之积 J使得 JP∈Ideal(AS)}。 

我们有 

1. 对于不可约升列 AS， SAT(AS)是一个素理想。([RI1]) 

2. 对于任意升列 AS，Zero(SAT(AS))或为空集或是一个单纯代数簇，既 SAT(AS)的所有不可约分支
均有相同的维数。（[GC3]） 

设 PS 为一多项式的非空集合，一升列 CS：f1,f2,⋯,fr称为 PS 的特征列如果 fi∈Ideal(PS)且

对任一多项式 f∈PS，f 对 CS 的余式 prem(f,CS)=0。我们有 

定理 2.1 (零点分解定理一弱形式，[WU2,4]) 对一非空多项式集合 PS 与任一多项式 G 我们可以在

有限步内构造升列 ASk，使得 

)/()/( GJASZeroGPSZero k
k

k∪=  

其中 Jk为 ASk中多项式的初式之乘积，且 prem(G,ASk)≠0。 

对定理 2.1 中诸 ASk中的多项式依次做代数扩域上的因式分解，我们可得： 

定理 2.2(零点分解定理一强形式,[WU2,4]) 对任意多项式的非空集合 PS 和任一多项式 G，存在一算

法在有限步内或者判定 Zero(PS/G)为空集，或者找出一组不可约升列 ASi满足: 

)/()/( GJASZeroGPSZero i
i

i∪=  

其中 Jk为 ASk中多项式的初式之乘积，且 prem(G,ASk)≠0。 

定理 2. 3(代数簇的分解,[WU2]). 对任意多项式的集合 PS 和多项式 G，如果存在下面形式的分解 

)/()/( GIASZeroGPSZero i
i

i ∪=∪  

则有    。 )/)(()/( GASSATZeroGPSZero
i

i∪=
上述定理给出了代数簇的不可约分解与单纯维数分解。但其中有些分支是多余的。要想去掉

这些多余分支，我们需要计算 SAT(AS)的生成基。对于不可约升列 AS，[WU19]给出了基于 Chow 坐标

的计算方法。也可以用 Groebner 基方法计算 SAT(AS)的生成基（[BU1,GC5,WA5]）。 

定理 2.4 (代数簇的唯一分解,[WU2]). 对任意多项式集合 PS 和多项式 G，我们可以求得不可约升列

ASi与素理想 SAT(ASi)的生成基 PSi使得 

)/()/)(()/( GPSZeroGASSATZeroGPSZero
i

i
i

i ∪∪ == ， 

且以上分解中任何一个分支都不能去掉。 

上述定理导致了一系列后续研究。Gallo 等人分析了该方法的复杂性问题[GM1,AS1]。另一

研究热点是各种不同的升列及其性质的研究 [WU11,CG1,KK1,YA1,AU1,LA1,WA5]。Richardson 研究

了吴-Ritt 零点分解定理在一类解析函数中的推广[RC1]。李研究了吴-Ritt 零点分解定理在

Clifford 代数中的推广[LH3]。 

问题 1. 能否将上述零点分解定理推广到解析函数、某些非交换代数、差分代数。由于零点分解定

理有众多应用，这一推广应该可以用来解决相关方向的许多问题。 

B. 投影定理. 投影定理可以看作 Sylvester 结式概念的推广。设 PS 是 K[u1,...,um,x1,...,xn]中的

多项式集合,D 是其中多项式，投影的概念定义如下 
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)}/(),(,|{)/(Pr
,1

DPSZeroaeEaEeDPSZerooj nm
xx n

∈∈∃∈= 使得" 。 

如果 m=0,我们视 Zero(PS/D)是否为空集定义 为 T或 F。不难看出，投影实际

上给出了一个方程组对于变量 xi有解的条件。我们有([WU10]) 

)/(Pr
,1

DPSZerooj
nxx "

定理 2.5 拟代数集的投影是若干拟代数集的并。进一步，存在一个算法在有限步内求得下面分解 

)/()/(Pr
11, ii

s

i ixx IHASZeroDPSZerooj
n ∪" =

= , 

其中 ASi是 K[U]中的升列，Hi是 K[U]中的多项式，Ii是 ASi

" )

的初式之乘积。这里 U代表变量 u1,...,um。 

作为投影定理的一个应用，我们可以给出复数域上的一阶谓词逻辑公式的判定算法。复数域

C 上的一阶谓词逻辑公式(简称公式)可以严格定义如下： 

 复数域C 上的多项式等式 P(x1,...,xn)=0 是一个公式； 

 如果 f,g 是两个公式，则 f∧g(与), f∨g(或),¬f(非)也是公式； 

 如果 f是一个公式，则∃xi∈C(f), ∀xi∈C(f)也是公式. 

下面是一些公式的例子， 

   , 即代数学基本定理。 ∀ ∀ ∃ + + =−c c x x c x cn
n n

n1 1
1 0" (

 ∀ ∀ = ∧ = ⇒ =x x h h cn s1 1 0 0" "[( ) ]0

i
≠ 0 ]

, 即定理证明。 

设 f是一个公式，通过一些简单的逻辑变换可以将 f变为下面标准形式 

f Q x Q x P P D Ds k s i
t

i in i imk i
= ∨ = ∧ ∧ = ∧ ≠ ∧ ∧ %=1 1 1 11

0 0 0" " "[ ( ) , 

其中 Qj是量词∃或者∀，Pkl,Dij s是多项式。变量 称为被限制的变量。未被限制的变量称为

自由变量。所谓复数域C 上的一阶谓词逻辑公式的判定是指下面两类问题： 

x xsi k
, ,"

1. 判定问题。如果 f中无自由变量，判定公式 f在复数域上是否正确。 

2. 谓词消去。如果 f中有自由变量，找到一个只含自由变量的公式 g使得 f与 g在复数域上等价。 

定理 2.6 复数域C 上的一阶谓词逻辑公式的判定问题与谓词消去问题都可以由投影定理给出。 

C. 代数簇的若干表示及转换. 代数簇最直接的表示形式是生成元或隐式表示。由 Hilbert 有限基定

理，对任一代数簇 V一定存在有限多项式集合 PS⊂K[x1,...,xn]使得 

（R1）                              V = Zero(PS)。       

代数簇的另一种常用的表示是其参数表示。一般地讲, 参数方程是指形式为 

（R2）    x
P u u
Q u u

x
P u u
Q u u

m

m
n

n m

n m
1

1 1

1 1

1

1
= =

( ,..., )
( ,..., )

, ,
( ,..., )
( ,..., )

"  

的一组有理方程。 

E
n
中点 m 称为 z 的母元或 z 称为 m 的子元，如果对 K[x]中任一多项式 F(x)由 F(m) = 0 可

以推出 F(z) = 0。点 m 的所有子元的集合记为 Spec(m)。不难证明 Spec(m)是一个不可约代数簇。

点 m称为代数簇 V的母元如果 V= Spec(m)。不难证明代数簇是不可约的当且仅当其存在母元。吴文

俊指出代数簇的母点可以由不可约升列显示给出: 

(R3)                  AS：f1（u1,⋯,uq,y1）,f2（u1,⋯,uq,y1,y2）,⋯,fp（u1,⋯,uq,y1,⋯,yp）。 
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将变量 u 代换为一组自由变量后可以依次求得 y1,...,yp,从而得到 AS 的一组解，称为升列 AS 的母

点。设不可约升列的母点为 m(AS),  则 Zero(PD(AS)) = Spec(m(AS)).  

定理 2.7 设 AS 是一个形如(R3)的不可约升列。我们可以求得整数 c1，⋯，cp与新变元 w = c1 y1 + ⋯ 

+ cp yp,使得在变元顺序 u<w<y1<⋯<yp下有 

Zero(AS∪{w - c1 y1 - ⋯ - cp yp}/I)＝ Zero(AS’/I) 

其中 I是 AS 的初式的乘积。AS’具有下面形式 

          
),,...,(),,...,(),...,,,...,(),,...,(

);,,...,(

11111111

1

wuuUywuuIwuuUywuuI

wuuR

qppqqq

q

−−
其中 R,Ii,Ui均为变量 u与 w多项式。 

我们称 R 是素理想 SAT(AS)的预解式。由此得到不可约代数簇的预解式表示： 

（R4）    
),,...,(
),,...,(

,...,
),,...,(
),,...,(

);,,...,(
1

1

11

11
11 wuuU

wuuI
y

wuuU
wuuI

ywuuR
qp

qp
p

q

q
q == 。 

 设AS是一个形如(R3)的不可约升列。设gi = wi0+wi1 u1 + ⋯ + wiq uq+ wiq+1 y1 + ⋯ + win yp,i=0,⋯,q.

在变元顺序 w<u<y 下有使用吴－Ritt 零点定理可以在 AS 与 gi，i=0,⋯,q 中消去 u1,⋯,uq,y1,⋯,yp

得到多项式 C(wij)。 

（R5）    C(wij)称为代数簇的 Chow 形式。 

我们现在已给出了代数簇的五种表示方法。下面介绍它们之间的互相转换。 

  (R1)->(R2),又称为隐式代数簇的参数化。这一问题一般分为两步： 

1. 由定理 2.7，可以找到一个多项式 P=0 定义的超曲面使其与给定的代数簇双有理等价并给
出相应的双有理变换。这样，一般代数簇的参数化问题就变成了超曲面的参数化问题。 

2. 寻找超曲面的参数方程。这一问题还远未彻底解决。只对曲线、曲面给出了存在算法
[AB1,GW1,SW1,SC1]。 

问题 2。给出一般超曲面参数化的条件与有效算法。 

  (R2)->(R1)，又称为参数方程的隐式化。这一问题在计算机图形学中有重要应用.对于参数方
程的隐式化我们可以提出下面问题： 

1. 求参数方程定义的素理想的基。既以(P1/Q1,⋯,Pn/Qn)为母点的素理想的基。 

2. 参数方程在 n维空间形成的映象   

  IM C e E e
P f f
Q f f

P f f
Q f f

f En m

m

n m

n m
i( ) { / (

( , , )
( , , )

, ,
( , , )
( , , )

),= ∈ = ∈1 1

1 1

1

1

"
"

"
"
"

}

 

的定义方程。 

3. 对于一组可能的 x 的值，相应的 u 的值是否唯一。如果不唯一，能否找到一组新参数方程
与原方程等价且这样的值是唯一的。 

这些问题可以用零点定理解答 [WU19,GC2]。第三个问题与 Lueroth 定理有关，只对单个参变

量情形存在解答。 

问题 3(高维 Lueroth 定理)。设 r1,⋯,rm为变量 u1,⋯,ud（m>d）的有理函数，求有理函数 p1,⋯,pd
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使得 Q(r1,⋯,rm)=Q(p1,⋯,pd)，其中 Q 为有理数域. 

 (R1)->(R3)、(R3)->(R4)、(R4)->(R3)、（R3）->(R5)可以用吴-Ritt 零点分解定理来实现。（R5）

->(R1)见[WU19]。 

D. 奇异代数曲面的陈示性类. 对一般代数簇, Grothendieck 引进了陈省身示性类的概念, 但须假

定代数簇没有奇点。利用不可约代数簇母点的概念,吴文俊对具有任意奇点的代数簇成功地建立了陈

省身示性类的概念[WU18,WU19]。当代数簇光滑时, 吴给出的定义就是通常的陈省身示性类。而且他

所定义的陈示性类是代数等价类, 是具体可计算的。 

应用这一定义，吴、石赫证明了丘成桐-Miyaoka 不等式的下述推广[SH2,WU5]。 

定理 2.8  对任意给定的正数 k, 1< k< n+1, 具有任意奇点的超曲面 Hn有(-1)
k∑i=1kli(k) CHhi(k)(Hn)Qn-k 

Hn ≥ 0.其中 li由下式给定 
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设 1< k < n+1, 由具有奇点的超曲面 Hn的对应于 k的分拆 p(k)的全体陈示类所张成的线性空间为 

CH
(k)
(Hn)= { CHp(k) (Hn) | p(k)是 k 的所有分拆.} 

定理 2.9 对具有奇点的 n维超曲面 Hn, 及任意给定的 k, 1<k< n+1, 线性空间 CH
 (k)
的维数等于 k。 

由于当 k >3 时 k 的分拆个数多于 k， 由上述定理对具有任意奇点的 n维超曲面 Hn, 当 n >3 时, 

Hn的陈示性类满足一系列等式关系。例如， 对 4 = k <= n, Hn的陈示性类满足下面的等式 

      a0 CH22 (Hn) + ∑i=14 ai CHhi(4)(Hn)=0 

其中 a0=3n
2
+13n+16, a1=-n(n+1), a2=4(n+2)

2
, a3=-2(n

2
-4), a4=2(n+1)(n+2)。 

刘证明了吴定义的陈类是有理等价类[LX1]，并用这一定义给出了计算代数曲线亏格的新公式

[LX2]。刘还证明了吴的定义于七十年代出现的另外两种定义之间的关系[LX1]： Mather 的定义与

吴的定义等价，但 MacPherson 的定义[MA1]与吴的定义不同。 

 

3．构造性微分代数几何 
微分代数几何基本上可以理解为将代数几何理论推广至代数微分方程[BU2]。这一领域始于

Ritt 关于微分代数的研究[RI1]。代数几何的很多理论，如吴-Ritt 零点分解定理可以推广至微分情

形。但总体来说微分代数几何还有很大的发展空间。例如，代数曲线的亏格这一基本观念就未能推

广。 

问题 4。定义微分曲线（既维数为一的不可约微分簇）的亏格。特别，给出判定微分曲线有理化的

方法。 

A.微分域上的吴-Ritt 零点分解定理. 一个域 K 称作微分域，如果域 K 中除了具有通常域的运算与

性质外，还有一个微分算子 ' 。例如有理函数域 Q(t)在微分算子′=d/dt 下就构成一微分域。系数

在K中变量x1,⋯,xn及其导数的多项式称为微分多项式。设微分多项式P中的次序最高的变元为xp,P

中 xp的最高微分为 m价，记为 xp,m。我们有 

0
1

,1, axaxaP d
mpd

d
mpd +++= −

− "  

其中 ad称为 P 的初式， 叫做 P 的隔离子。一个微分多项式组 HS 的零点集合

记为 d-Zero(HS)。我们有 
1

1
,

axdaS d
xd mp

++= − "

定理 3.1 (微分零点分解定理一弱形式[17]) 对一非空微分多项式集合 PS 与任一微分多项式 G我们

可以在有限步内构造升列 ASk，使得 
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其中 Jk为 ASk中微分多项式的初式与隔离子之乘积，且 prem(G,ASk)≠0。 

定理 2.2,2.3,2.5,2.6,2.7 可以推广到微分情形。关于这些定理的详细叙述请见[WU16]。

[CG1,GC1]给出了基于弱升列的改进形式。[WA3]给出了基于 Seidenberg 消去法的改进。但是定理

2.4 尚不能推广，主要问题如下。 

问题 5（Ritt 问题）。给定两个不可约微分代数簇 V1,V2 的特征集 C1,C2，判定 V1 是否包含 V2。 

问题 6（理想成员问题）。给出判定一个微分多项式属于由有限个微分多项式生成的理想的判定方法。 

B.偏微系统的完全可积理论. 上节的概念与结果均可推广到偏微情形。与常微情形不同，对于一个

非平凡升列 

            d-AS:        A1, ⋯, Ar, 

我们需要引入可积多项式概念,将其变为被动的。通过引入 Taylor 形式级数，可以定义不可约升列

的母点。 

定理 3.2([WU16])  若 d-AS 是一个被动的不可约升列，G是其母点。则有 

(1) Spec(G)是一个不可约微分代数簇。 

(2) 对微分多项式 P， P(G)=0 当且仅当 P对于 d-AS 的余式为零。 

(3) 对微分多项式 P， P=0 /Spec(G) 当且仅当 P对于 d-AS 的余式为零。 

同样，定理 2.1,2.2,2.3,2.5,2.6,2.7 可以推广到偏微分情形。 

求偏微分代数系统的可积性条件的算法可以分为两类。一类是源于 Riquier，Thomas，Janet 关

于偏微分方程的古典理论。吴-Ritt 零点定理就属于这类。一些新的发展可参考[HU1,CE1].另一类

由Rosenfeld提出[RO1]求所谓coherent自约化集。这一方法与著名的Groebner基的算法非常相似。

一些新的发展可参考[BO1,LM1]。 

问题 7。判断被动升列与 coherent 基是否相同，并对两种方法的效率进行比较。 

由 Buchberger 引入的 Groebner 基的概念是符号计算与构造性代数几何中的基本工具。吴于

[WU19]中指出，Groebner 基可以基于偏微可积理论中的 Riquier-Janet 理论导出。 

C.微分方程的解析解. 利用微分和差分Galois理论求微分和差分方程的解析解是微分代数几何中一

个非常有挑战性的问题。 因为解析解比数值解更能反映方程的结构和特性，所以受到物理学家和工

程师的高度重视。 

构造微分方程的初等函数解可以追溯到十九世纪 Liouville 的工作。  Risch 在七十年代给出

了复数域上单变量初等函数的积分为初等函数的精确算法[RS1].  Kovacic 则将这一结果推广致二

阶齐次线性微分方程[KO2]. Singer 则提出了求一般线性微分方程 Liouville 解的一般方法[SI1]。

李和 Schwarz 给出了求解某类 Riccati 偏微分方程的超指数函数解的方法[LI5]。对于非线性微分

方程，即使是最简单的情形也还没有完整的结论。 

问题 8。给出求解常微分方程多项式解的算法。 

求解微分方程系统的重要手段是对其进行化简。较为一般的方法是通过偏微方程对称群的计算

可以将原方程降阶，或将偏微方程变为常微方程[HE1,CA1]。对于单变量线性微分算子，李在[LI3,LI4]

中提出了计算 Ore 代数中多项式的最小左公倍数与最大右公因子的模算法和无分式算法，使得这一

问题得到很好的解答。 
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自从斯考特--鲁塞尔(Scott--Russell)在 1834 年观察到浅水波中的孤立子现象以来，非线性发

展方程行波解(孤立波解，孤立子解)的研究一直为数学家， 物理学家所关注。寻求非线性发展方程

的行波解(孤立波解)是一个重要的研究方向。李等人在[LZ1,LS1]中提出统一求解一类非线性发展方

程的行波解与孤立子的机械化方法。其想法是通 过引进某种变换将微分方程求解问题化为代数方程

 



 

求解问题,然后再用吴方法求解代数方程。使用这一方法已经发现了上百种微分方程的孤立波解与孤

立子解。 这一工作的综述参见[GW1]。 

张则提出了求力学中常见微分方程解析解的一般框架：CD 对分解法[ZH1]，并用这一方法解出了

力学与物理种大量的微分方程。石将这一方法用于著名的杨－Mills 方程，得到了其简化形式[SH4]。

这一工作的综述参见[GW1]. 

 
4．构造性实代数几何 

实代数几何主要是研究多项式方程在实闭域上定义的零点结构。因为实闭域的结构比复数域要

复杂的多，实代数几何的进展一直很缓慢。近年来，由于人们认识到很多高科技问题，特别是机器

人与计算机视觉，可以归结为实代数几何问题，构造性实代数几何的研究逐渐兴起[CJ1]。 

A. 实闭域的判定算法. 在本世纪三十年代 Tarski 证明了实闭域的可判定性，从而证明了初等几何

与初等代数的可判定性。这里，‘初等’是指一阶量词逻辑所能描述的公式。定义如下。 

变量：=⎢x1⏐x2⏐...⏐xr⏐ 
原子公式：=⎥ 多项式=多项式⎢多项式>多项式⎥  
公式：=⎥ 原子公式⎥ ¬公式⎥ 公式 V公式⎥(∃变量)公式⎥ （∀变量）公式⎥  

Tarski 给出了实数域上得一阶逻辑公式的量词消去法。 

在已有的解决上述问题的算法中，Collins 提出的柱型代数分解算法(CAD)最为有效，并且已

在计算机上实现。CAD 算法一般形式可参阅[CO1]。这一算法基于下面想法：一个句子的真值仅依赖

于多项式的符号--正，负，或零--所以若在一区域内公式中多项式的符号不变，则公式的真值也不

会变化。 CAD 算法即将 R
r
分解为有限个柱型区域，使得相应公式中出现的所有多项式在每一区域上

不变号。这样，为了证明公式在整个空间上正确与否，只需在每一区域上取一点带入公式检证即可。

换句话说，为了说明一公式的正确性，我们只需在若干个点上检证即可。 

以上方法虽然很完整，但其效率较低。现在已有得计算实现还不足以解决较困难的问题。下面

将介绍两种效率较高的方法。 

B. 全局优化符号计算法.针对一些常见的与不等式有关的问题，吴[WU6]提出了求解下列优化问题的

算法。 

问题：设 D为欧氏空间 R
n
中的区域,f 为 R

n
 上的实多项式，试决定 f在下面条件 hi=0,    i=1,...,n; 

g≠0 下在区域 D上的最小值。 

对于上述问题，吴证明了下面有限核定理。 

定理 4.1 设 HS={h1,⋯,hn}，则存在一算法确定 f在 Zero(HS/g)∩D 上的有限个值的集合 K，使得 

K 中的最小值=f 在 Zero(HS/g)∩D 上的最小值 

K 中的最大值=f 在 Zero(HS/g)∩D 上的最大值。 

这一算法的基本想法是首先用吴-Ritt 零点分解定理将 Zero(HS/g)化为 Zero(AS/J),其中 AS 为升

列，且 J中包含 AS 的初式与隔离子(定义见第 3节)。再用 Lagrange 方法求极值. 

吴将上述算法用于解决如下问题：给出多项式方程有正根的判断条件，非线性规划[WT1]，机器

人碰撞问题[WT2]及代数与几何不等式自动证明[WU6]。 

C. 多项式的完全判别系统. 我们知道二次方程 ax
2
+bx+c 的判别式为 D=b

2
-4ac 给出了方程的根的性

态。对于一个 n次多项式方程 P(x)=0，高在[GA1]中定义了 P(x)=0 的复完全判别式并给出了其计算

方法。如果考虑方程的实根，则需要实根，虚根的重数。这种情形比复数情形要困难的多。古典结

果已给出四次多项式的根的完全分类。D. S. Arnon 借助 Collins 的 CAD 方法自动给出四次多项式

的正定条件。杨等人在[YA3]中提出了对任意次数的多项式建立完全判别系统的一个新算法，并计算

出了 5致 10 次多项式的完全判别式。所谓单变量方程的完全判别式，就是对于该方程次数 n的任意
8

 



 

拆分(n1,⋯,nk)，给出这一方程具有 n1⋯,nm个不同实根与 nm+1⋯,nk个不同虚根的显式条件。 

 下面的 PnP 问题是计算机视觉中经典的定位问题。这一问题在计算机动画，机器人，制图学

中都有应用。一些相关结果请见[AC1]。 

问题 9（PnP 问题） 给定了空间中 n个点 Pi的相互位置及这些点对于点 P的视角 PiPPj，求点 P的解

的个数的分类。既给出 P点有 0，1，⋯个解的条件。 

D. 不等式自动证明.  构造性实代数几何的一个明显的应用是不等式自动证明。Collins 的 CAD 方

法经 Arnon 实现后已经能够证明非平凡的不等式。近来，Hong 的实现在效率上又有所提高 。

Wesipfenig 等人最近的工作表明，如果把消去理论限于二次方程，则可以得到高效的不等式证明器。 

在[CG3]中，周与高用吴零点分解定理用来证明不等式。这一算法虽然不完全，但却能证明相

当困难的约 40 个不等式。在[MC1]中，将吴零点分解定理与 Collins 的 CAD 方法相结合。首先用吴

零点分解定理将问题简化，如果遇到高次方程的不等式问题再调用 Collins 的 CAD 程序。 

基于完全判别式理论，杨提出了针对某类几何不等式的机器证明快速实用算法并编制成用 MAPLE

实现的通用程序“BOTTEMA”[YA2]。这个程序对于 O. Bottema 等人在其专著《几何不等式》中所研

究的那一类初等几何不等式的机器证明特别高效。用软件 BOTTEMA 在奔腾 3/550 上证明该书中 100

个基本的几何不等式总共费时仅 10 秒左右。用这个软件已经验证了 1000 多个几何不等式，其中很

多是若干年来人们提出但未解决的问题。 

多项式的正定判定问题是不等式证明的一个特殊问题。Hilbert 十七问题猜测一个正定多项式

总可以表示为若干有理函数的平方和。Artin 在 1929 年证明了这一猜想。但是，这一问题的构造性

证明还未给出。 

问题 10（Hilbert17 问题的构造性证明）。给出算法将任意一个非负多元多项式表示为相同变量的有

理函数的平方和。 

 
§5 几何自动推理 
定理证明机械化思想由来已久，一些原始想法可以追溯到十七世纪的 Leibniz 和 Descartes。

现在流行的自动推理方法可以分为三类：以 Herbrand 理论及 Resolution 为代表的逻辑方法；以

Newell,Simon 等人为代表的人工智能方法；以 Tarski 理论与吴方法为代表的代数方法。 

几何定理证明的机械化可以追溯到本世纪初的 Hilbert。三十年代，Tarski 证明了实闭域的判

定算法，从而给出了初等几何的判定算法。这一算法虽经 Seirdenberg, Collins 等人的改进仍然太

繁杂以至于不能证明有意义的几何定理。证明了在计算机上尝试证明几何定理始自五十年代末

Gelernter 等人的经典工作。但此后几十年这方面进展不大。主要问题是所发现的方法均不够有效。

吴文俊引入的基于代数计算的方法是第一个可以有效证明困难几何定理的方法.在吴的工作的影响

下，几何自动推理得到迅速发展。现在我们不仅可以有效地证明几何中的大部分定理，而且可以自

动发现定理。不仅可以证明初等几何中的定理还可以证明微分几何、力学中的定理。在证明方式方

面，可以产生可读证明。对于一个定理可以产生多种证明与最短证明。在吴文俊获得“Herbrand 自

动推理杰出成就奖”的授奖辞中提到“吴的工作将几何定理证明从自动推理的一个不太成功的领域

变为最成功的领域之一。在很少的领域中，我们可以讲机器证明优于人的证明。几何定理证明就是

这样的一个领域。” 

A. 几何定理机器证明的吴方法。利用吴方法证明几何定理可以分为如下几个步骤：（1）几何问题的

代数化.建立坐标系，并对定理中的点选取适当的坐标，则定理的假设可以写成多项式方程组 HS： 

},0),,(,,0),,({ 111 === nrn xxhxxhHS """  

结论写为：C(x1,x2,⋯,xn)=0。（2）整序。令 PS={h1,h2,⋯,hr}。对 PS 中所出现的变元选取适当的次

序，并对 PS 进行整序，求出 PS 的特征列 CS.（3）将结论多项式 C(x1,⋯,xn)对 CS 中的多项式按类
9

 



 

的高低从大到小依次进行约化，求出 C(x1,⋯,xn)对 CS 的余式。如果 R=0，则说明在诸 Ii≠0 的条件

下，定理是正确的。吴方法这一简单形式已经可以用于证明大量非常困难的几何定理[WU1,WG1,CH1],

还被用来发现了若干新定理[WU2,CH1]。 

一般讲，设 HS 是一个几何命题的假设所对应的多项式方程组，C=0 为几何命题的结论，DS={d1

≠0,..., ds≠0 }是几何命题的一组给定的非退化条件。由吴－Ritt 零点分解定理 
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)Zero PS D Zero AS DJii

t
i( / ) ( /＝

=1∪  

其中 D 是多项式 di的乘积；ASi是不可约升列；Ji是 ASi

)
中多项式的初式的乘积。如果 t>1，则原几

何命题为可约的。我们有：结论 C＝0 在复零点集 所对应的图形上正确当且仅当

prem(C,ASi)=0。 

Zero AS DIi i( /

吴方法于七十年代末出现后，引发了一场关于几何定理机器证明的高潮。吴对上述基本方法

作了很多改进以适应各种不同情况[WU5,6,7]。王、胡、高等人研究用吴方法证明证明构造型定理与

轨迹求解问题[WG1,WH1]. 林、刘将吴方法推广至有限几何[LL1]。Chou、Ko、 Kapur、高等人研究

用吴-Ritt 分解算法证明定理[KO1, CG1, KA4]. 关于非欧几何的代数化与定理证明方法见 

[WU9,GA1]。受吴方法的启发，八十年代中期 Kapur, Kutler, Stifter, Chou 等人提出了基于

Groebner 的方法[KA1,KS1,CH1]。洪在[HN1]中基于吴方法提出了几何定理机器证明的单点例证法。

这一算法复杂度很高，未能用来证明大量几何定理。张、杨等人提出了多点例证法，提高了例证法

的效率[ZY1]。Kalkbrener,张、杨等人提出了基于结式与 GCD 的证明方法[KA1,YA1],不用因式分解

即可得到完整的定理证明算法。 

B.几何公式的自动推导. 吴-Ritt 分解定理不仅可以证明定理还可以自动发现定理。原理如下：设

AS 为分解中得到的升列，而 A1(u1,⋯,uq,y1)为 AS 中第一个多项式。则我们实际上求得独立变量 U与

变量 y1之间的关系。这类问题是求方程的流形解。几何公式的推导与轨迹方程的计算就是这样两类

问题[WU5].例如，设 D与 V是四面体 ABCD 的外接圆的直径与体积，吴用他的方法发现了下面公式 

9V
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 = s(s-a)(s-b)(s-c) 

其中 a=|AB||BD|,b=|AC||BD|,c=|AD||BC|,s=(a+b+c)/2。 

上述想法可以推广至更一般的形式。给定一个复数（实数，微分）域上的一阶谓词逻辑公式 

f Q x Q xs k sk
= 1 1

" ( )ϕ , 
其中 Qj 是谓词∃或者∀，ϕ 是一个语句。利用第 2（3, 4）节中的投影定理与量词消去法消去变量

，得到一个只含自由变量的公式 g 使得 f 与 g 在复数域（实数，微分）上等价。我们实

际上发现了一个新定理 g。几何公式的自动发现在机器人学中有很多应用，一个著名的例子见问题

12。 
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C.微分几何与力学中的定理证明与发现.  与初等几何的情形相似，微分多项式组的整序算法同样可

以应用于微分几何中定理的机器证明与一些几何关系或公式的自动发现与推导。详细论述请见

[WU15,WU16,WU17]。下面举例说明。 

Kepler-Newton 问题. 利用吴方法在微分域上的推广，可以研究 Kepler 经验定律与牛顿引力定律之

间的关系。 

Kepler 定律为： 

(K1) 行星绕太阳以椭园轨道运行，并以太阳为其一焦点。 

(K2) 从太阳到行星的向量在相同的时间内扫过相同的面积。 

牛顿引力定律为： 

(N1) 行星的加速度与太阳到行星的距离的平方成反比。 

利用零点分解定理我们可以由 Kepler 经验公式 自动发现 Newton 定理[WU15]。 

 



 

[CG2]中用吴方法发现了仿射微分几何中的若干新结果。[FR1]实现了由吴提出的通过计算维数

来证明定理的想法。[LI1]研究了将吴方法用于曲面的定理证明。[LH1]通过考虑微分形式，将吴方

法推广到向量情形。[WA3]考虑了用其它消去法来证明微分几何定理。 

D. 面积法与向量法。借助面积证明几何定理在几何解题方法中可以说是源远流长。用面积证明几何

定理算法是由张、高、周在近年给出的[CZ1]。这一方法可以生成几何定理的简短可读证明。 

用面积法证明定理的基本步骤是使用上述几何不变量（例如，面积，比例等）的基本命题，从

几何命题的结论中消点。当结论中的所有点被消去后，命题的结论成为一个关于某些独立变量的表

达式，于是结论成立与否就不难判断了。下面是面积法使用的一个典型的消去规则。设 A 点是直线

PQ,UV 的交点，则对于任意三角形 ABC，可以用下式将点 A从面积 SABC中消去 

PUQV

QUVPBCPUVQBC
ABC S

SSSS
S

−
=  

面积方法被推广至立体几何[CZ1]，Minkowski 几何[CZ1],Laboshevski,Riemann[YA5]。基于相

似观点，[CZ2]中还提出了全角法,并与搜索方法结合用来生成一题多解与最短证明。 

与面积法相似，可以发展基于向量的定理证明方法。三种算法由高、张、Chou[CZ3]，

Geuber[GR1],Stifter[ST1]给出。李与程在[LH2]中提出了基于 Clifford 代数与吴方法的向量算法。

这一算法不仅可以用来证明初等几何定理还可以证明微分几何中的定理[LH3]。王等提出了基于重写

规则与 Clifford 代数的定理证明方法[FW1]并考虑了在计算机视觉中的应用[WA4]。[YF1,WY1]进一

步发展了证明二次曲线的 Clifford 代数方法。 

E.几何自动作图。与定理证明相比，几何作图问题的机械化在自动推理界考虑较少。由于这一问题

在 CAD 领域有重要应用，在这一领域一直受到关注。当然，几何作图问题可以直接转换为代数方程

求解问题。由于实际上遇到的问题经常包含上百个几何元，同时又要求得到方程的所有解，这使得

一般的数值计算与符号计算方法并不能很好地适用于这一问题。可行的办法是将一个大的问题分解

为若干小的问题，分别解决这些小的问题，然后再将它们装配起来。这样的方法称为几何自动作图

的几何法。其中最主要的两步是问题的分解与装配。 

 几何图形的分解主要有基于规则的方法[KR1]与基于图论的方法[HO1]。基于规则的方法将几

何知识表示为推理规则，然后再用自动推理方法求解几何问题。基于图论的方法则将作图问题表示

为关系图，然后再用图论算法将原问题分解为若干子问题。其中 Hoffmann-Owen 利用图的三连同分

解给出了用规尺几何作图的有效算法[HO1]。Hoffmann 在[HO2]中提出了将一般问题分解为最小刚体

的的图论算法。高等人提出的算法给出了用规尺自动求解所有简单多边形问题的有效算法[GH1]. 但

是，即使对于规尺作图，也不存在完整的几何算法。 

问题 11。给出一个基于图论算法或基于推理规则的判定规尺作图的算法。 

 几何作图的装配主要是对于一些所谓基本形问题的计算。这些基本形被用作子问题装配的基

本模式。二维情形最简单的基本形具有六个点与九个距离约束[GZ1]，三维情形的基本形可以是四面

体，五面体与六面体。Hoffmann 等人用符号计算与同伦法解决了若干基本形[DU1].高等人用四连杆

与轨迹相交法解决了所有顶点数在六以内的所有基本形. 

 

6 方程求解的方法与应用 
代数方程组求解主要有两种方法：数值计算法与符号计算法。符号计算法有 Groebner 基法

[BU1]、特征列法[WU4]与结式法等。一般讲数值计算法具有速度快、应用范围广等优点，但也有误

差控制难、只能给出局部解等缺点。符号计算法则可以给出完全的精确解（包括流型解），但常遇到

因中间多项式过大而导致的计算困难。最近的研究热点是将数值计算与符号计算相结合的混合运算。 

A. 基于吴-Ritt 零点分解定理的求解算法. 如第 2节所述，吴方法就是将一个一般的代数方程组变

为若干三角形式的方程组，而三角形方程组的解 结构已经基本清楚。这一方法具有以下特点：可以
11

 



 

给出方程组解的完整结构; 在高维情形可以给出解流形。 

但这一方法也有其局限性，例如将这一方法用于实际问题，在计算中间过程中往往会遇到大的

多项式。李 [LI2]指出 Collins 等人发现的多余因子问题在特征列计算中也会出现。为了解决这一

问题，吴在[WU11]中提出了基于子结式的特征列方法。这一方法主要有下面三个特点： 

 消元采用 Top-down 的方式。即先消下标最大的变量。这一点与 Seidenberg 的算法一致。  
 用子结式序列两两消元。设 A，B为两个含有相同主变量 x的多项式。如果 A，B 对 x 的结
式为零，则 A，B可以用它们的最大公因子代替。若 E0≠0 且 A，B子序列 中存在含有 x的

非零子结式 Eg，则 A，B可以用 Eg 与 E0代替。否则我们用 E0代替 A，  B 中次数较高者。 

以上改进与杨等人提出的聚筛法[YA1]相似，不同之处是聚筛法使用的是 Dixon 结式[KA3]。其

它改进包括：(1)使用不同类型的特征列。例如弱升列[WU4,CG1],正规升列[AU1,KK1,LA1,WA5,YA1]。

(2)其它 Top-down 消去法。王对 Seidenberg 消去法作了改进与实验[WA5]。Kapur 等人也提出了

Top-down 消去法[KA4,MC1]，并用于特征列方法。(3)Chou-高提出了用维数定理减少多余分支的想

法[CG1]。 

B.混合算法. 吴提出的符号计算与数值计算的混合算法主要解决两个问题： 

H1: 混合计算中的误差估计问题。吴将一个近似数 a 表示为 a0+t0 ,其中|t0|<10
-N
, N>0。将 t0当作

变量，通过用特征基方法可以得到一个单变量多项式方程： 

C1=(a0+T0)x1
n
+...+(an+Tn) 

   其中 ai为常数，Ti为 t1...tr多项式。我们可以求解下列方程： 

C10=a0x1
n
+...+an 

两者之间的误差，可以用 Ostrowski 定理估计。这一方法还有其它优点，详见[WU19]。 

H2: 多项式的近似因式分解。设 f,g,h ∈ Q[x1,t1, ...tr]。其中 ti为取值很小的变量。我们说 f可
以 S 阶近似分解为 g*h 。如果 f-gh 对于 t1...tr的阶数≥S+1。在[WU19]中给出了将多项式近似分

解为两个多项式乘积的算法。一些新近发展见[ZW1]. 

C. 吴方法的应用. 吴文俊特别强调方程求解的应用，将他的方法用于解决力学[WU17]、物理[WU15]、

化学[WU9]等领域与机器人[WU8]、几何造型[WU19]、连杆设计[WU7,19]等高科技的问题。吴的方法

还被用于多项式因式分解[WA5]，发现微分系统新的极限环[WA2]，求解微分方程的行波解与孤立子

解[LZ1,LS1]，理论物理[SH1,SW1]，几何造型中的曲面形式转换问题[CF1,GC3]，一阶逻辑公式的证

明[WJ1]，计算机视觉[KA2,XU1]，连杆设计问题[GZ1]，智能 CAD[GC4]，组合恒等式自动证明[WS1]

等。我们将介绍若干应用。 

曲面连接问题。 在几何设计中有一大类问题可以一般地描述为：给出 R
3
中的不约代数曲线 Ci,Cj,Ck，

i∈I，j∈J,k∈K,其中 I，J，K 都为有限指标集，以及两组不可约代数曲面，Sj,Sk,j∈J,k∈K, 分

别包含曲线 Cj与 Ck，确定一给定次数 m的代数曲面 F，使得： 

(1) F 通过所有的 Ci,Cj,Ck。 

(2) F 沿曲线 Cj与 Ck分别与曲面 Sj,Sk光滑相切。 

(3) F 沿 Ck对 Sk有相同的曲率。 

这类问题可以用吴方法解决[WU19].对这一问题的综述可见[GW1]. 

机器人与连杆机构的运动分析。运动分析有两类：已知连杆机构的构成，求该机构上某一点的轨迹

及该点的位置与连杆机构的关系。这类问题称为机械设计中的正解问题。反过来，求解连杆机构的

参数使得连杆机构上一点恰好位于空间的指定位置的问题称为机械设计中的逆解问题。这两类问题

都可以看成方程求解问题。吴文俊在[WU8]中用特征集方法解决了一般PUMA型机器人的逆解问题, 在

[WU7]中研究了四连杆的设计问题。下面是一个 还未彻底解决的正解的问题。 
12
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问题 12 (Stewart 平台).如图所示，带网格的平台是空间中一个

活动平台。下面的平台是固定平台.六根连杆长度可变。求这六根

连杆的长度变化时平台的位置。 

这时一个非常困难的正解问题，现在还没有完全解决。已知这

一轨迹是一个次数为 40 的多项式所确定的空间图形[WD1,LC1]。

Stewart 平台的研究具有很强的应用背景。最近研制的基于

Stewart 平台的数控机床被称为是二十一世纪的机床。关于这一问

题的综述可见[GW19]. 

星体的中心构型的确定。设 n个星体的质量为 m1,⋯,mn。在牛顿引

力作用下，这些运动的星体在某时刻的空间位置记为 r1,⋯,rn。这

些星体的质量和位置 [m1,⋯,mn;r1,⋯,rn]称为这些星体 mi在位置 ri的一个构型。星体的构型称为中

心构型如果存在这些星体的一组初速度使得它们在运动中与初始状态保持相似。关于中心构型，有

下面猜想。 

 

Wintner 猜想. 对于任意质量，只有有限个中心构型。 

设 q3(n),q2(n),q1(n)分别为 n个给定质量的星体在空间，平面，直线上中心构型的个数。则有 

q1(3)=3;  (Euler, 1767); q2(3)=q3(3)=4； (Lagrange, 1772); 

q1(n) = n!/2； (Moulton, 1910)。 

吴文俊在[WU14]中证明中心构型的决定可以化为代数方程的求解问题，并用这一方法证明了:（1）

n=3 时所有可能的中心构型既由 Euler 与 Lagrange 给出的解答。（2）在不可压缩非粘性无穷大的流

体中，若其受力非零且满足若干条件，则所有可能的中心构型既 Euler 线性型与 Lagrange 等边型

[SH3]。 

杨－Baxter 方程与量子群。杨-Baxter 方程首先是由杨振宁先生在 1967 年建立的，它反映了物理量

之间的交换关系。杨--Baxter 方程是复数域上的一组代数方程。因此，从理论上讲，应用吴消元法

可求出方程的全部解。但是，一般 n维情形下这组方程极为复杂，就是在二维情形，这组方程由 64

个三次多项式方程组成，包括 16 个未知数。可应用吴消元法，采用人机对话的方式，运用多种技巧，

成功地求出了二维杨--柏克斯特方程的全部解,参阅[SH1]。 

 相应于杨--柏克斯特方程的解，可得到量子群。然而在获得杨振宁--柏克斯特方程的解之后，

如何具体计算对应的量子群并非易事。文[SU1]给出六顶角的杨-柏克斯特方程的解与计算相应量子

群的机械化方法。 

微分系统稳定性判定与极限环的个数。 我们知道， 多项式微分系统 
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极限环个数问题，即希尔伯特(Hilbert)第 16 问题，是微分方程定性理论研究中的重要问题。这一

问题通行的研究方法是构造微分系统的李雅普诺夫 (Liapunov)函数， 计算相应的判定量而获得结

论。这一研究过程涉及大量繁杂多项式的推导、简约。以吴消元法为理论基础， 综合利用计算机代

数中的各类技巧， 王等人用吴方法发现了具有六个极限环的三次系统[WA2]。关于这类工作的综述

参见[GW19]. 
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