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定理 1
设 A ∈ Mm(R),B ∈ Mn(R) 和 C ∈ Rm×n. 则

det
(

A C
O B

)
= det(A) det(B)

推论 2
设 A ∈ Mm(R),B ∈ Mn(R) 和 C ∈ Rm×n. 则

det
(

A O
C B

)
= det(A) det(B)

推论 3
设 A ∈ Mm(R),B ∈ Mn(R) 和 C ∈ Rm×n. 则

det
(

C A
B O

)
= (−1)mn det(A) det(B)
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习题 1. 设 A,B,C,D ∈ Mn(R), 令

X =

(
A B
C D

)
.

证明: 如果 A 可逆且 CA = AC, 则 |X| = |AD − CB|.

证明: 因为 A 可逆, 所以(
E O

−CA−1 E

)(
A B
C D

)
=

(
A B
O D − CA−1B

)
于是有 ∣∣∣∣ E O

−CA−1 E

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ A B
C D

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ A B
O D − CA−1B

∣∣∣∣
即

|X| = |A||D−CA−1B| = |AD−ACA−1B| = |AD−CAA−1B| = |AD−CB|.
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练习. 给定实数域 R 上 n 阶方阵 A,B, 设

X =

(
A B
B A

)
,

证明: |X| = |A + B| · |A − B|.

证明: 因为(
En O
En En

)(
A B
B A

)(
E O

−En En

)
=

(
A − B B

O A + B

)
两边取行列式，得

|X| = |A − B||A + B|.
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定义 4
设 A ∈ Mn(R), i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. 去掉 A 中第 i 行和第 j 列得到的
(n − 1) 阶方阵的行列式称为 A 关于 i 行和 j 列的 (n − 1) 阶余子式
(co-minor), 记为 Mi,j. 而 Ai,j := (−1)i+jMi,j 称为 A 关于 i 行和 j 列的代
数余子式.

定义 5
设 A = (ai,j) ∈ Mn(R). 矩阵

A1,1 A2,1 · · · An,1
A1,2 A2,2 · · · An,2

... ... . . . ...
A1,n A2,n · · · An,n


称为 A 的伴随矩阵. 记为 A∨.
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引理 6
A∨A = AA∨ = |A|En.

定理 7
设 A ∈ Mn(R) 可逆. 则

A−1 =
1

|A|A
∨
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习题 2. 求下列矩阵的伴随矩阵及其逆矩阵:

A =

(
1 2
3 4

)
, B =

 1 0 1
0 1 0
2 1 3

 .

解:

A∨ =

(
4 −2
−3 1

)
,B∨ =

 3 1 −1
0 1 0
−2 −1 1

 .

|A| = −2, |B| = 1.

A−1 =

(
−2 1
3/2 −1/2

)
,B−1 =

 3 1 −1
0 1 0
−2 −1 1

 .
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习题 4: 设 A ∈ Mn(R), λ ∈ R. 证明伴随矩阵具有如下性质：

(λA)∨ = λn−1A∨;
(
At)∨ =

(
A∨)t

;
∣∣A∨∣∣ = |A|n−1.

常见错误: 因为

(λA)(λA)∨ = |λA|En = λn|A|En = λnAA∨,

所以
A(λA)∨ = A(λn−1A∨),

则 (λA)∨ = (λn−1A∨).
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习题 4: 设 A ∈ Mn(R), λ ∈ R. 证明伴随矩阵具有如下性质：

(λA)∨ = λn−1A∨;
(
At)∨ =

(
A∨)t

;
∣∣A∨∣∣ = |A|n−1.

证明: (a) 设 A′ = λA, 因为 λA = (λaij), 所以代数余子式 A′
ij = λn−1Aij,

则 (λA)∨ = λn−1A∨.

(b) 记 A′ = At, 则 A′ 的代数余子式 A′
ij = Aji. 则 B∨ = (A∨)t. 即

(At)∨ = (A∨)t.

(c) 因为 A∨A = |A|En, 两边取行列式, 得 |A∨| |A| = |A|n, 所以当 |A| ̸= 0
时, 有 |A∨| = |A|n−1.
当 |A| = 0 时, A∨A = O, 下证 |A∨| = 0. 反证, 若 |A∨| ̸= 0, 则 A∨ 可逆,
于是 (A∨)−1A∨A = (A∨)−1O, 得 A = O. 这蕴含着 A∨ = O, 与假设
|A∨| ̸= 0 矛盾.
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习题 5. (a) 设 A,B ∈ Mn(R), 且 A,B 可逆, 证明: (AB)∨ = B∨A∨.

证明: 当 A,B 可逆时, A∨ = |A|A−1,B∨ = |B|B−1, 所以

B∨A∨ = |B|B−1|A|A−1 = |AB|(AB)−1 = (AB)∨.

(A,B 可逆蕴含着 AB 可逆而且 (AB)−1 = B−1A−1. )
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(选做) 设 A,B ∈ Mn(R), 证明: (AB)∨ = B∨A∨.
证明: 构造 At = A + tEn, Bt = A + tEn. 则根据摄动法原理, 存在 ϵ > 0, 当
t = t0, 0 < |t0| < ϵ 时, At0 ,Bt0 可逆. 所以根据 (a) 有, 当 t = t0, 0 < |t0| > ϵ 时,

(At0Bt0)
∨ = B∨

t0A∨
t0 .

因为 (AtBt)
∨ 的每个分量都是关于 t 的 (次数不超过 2(n− 1) 次) 的多项式, B∨

t A∨
t 的每

个分量也是关于 t 的 (次数不超过 2(n − 1) 次) 的多项式, 分别设矩阵各分量为 fij(t) 和
gij(t), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n, 则当 0 < |t0| < ϵ, 有 fij(t0) = gij(t0), 所以 fij(t)− gij(t)
有无穷多个不同的根, 所以 fij(t)− gij(t) = 0. 取 t = 0, 则得到 (AB)∨ = B∨A∨.

(最后一句话也可以这么表达, 当 0 < |t0| < ϵ, 有 fij(t0) = gij(t0), 又因为 fij(t) = gij(t)
是连续函数, 所以 lim

t→0
fij(t) = fij(0), lim

t→0
gij(t) = gij(0), 又因为 fij(t0) = gij(t0),

0 < |t0| < ϵ, 所以两边令 t0 → 0, 得 fij(0) = gij(0).)
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例子: 设 A =

(
1 2
2 4

)
, B =

(
1 2
0 1

)
. 设 At =

(
1 + t 2
2 4 + t

)
,Bt =

(
1 + t 2
0 1 + t

)
.

则

AtBt =

(
t2 + 2t + 1 4 + 4t

2t + 2 t2 + 5t + 8

)
.

(AtBt)
∨ =

(
t2 + 5t + 8 −(4 + 4t)
−(2t + 2) t2 + 2t + 1

)
.

B∨
t =

(
1 + t −2
0 1 + t

)
,A∨

t =

(
4 + t −2
−2 1 + t

)
.

B∨
t A∨

t =

(
t2 + 5t + 8 −4− 4t
−2− 2t t2 + 2t + 1

)
验证发现 (AtBt)

∨ = B∨
t A∨

t . 但我们是通过证明存在无数多个 t0 ∈ R, 使得
(At0Bt0)

∨ = B∨
t0A∨

t0 , 从而证明 (AtBt)
∨ = B∨

t A∨
t . 然后特别地取 t = 0, 得

(AB)∨ = B∨A∨.
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习题 3. 设 A ∈ Mn(R), 满足 AAt = En, |A| = −1. 证明: |En + A| = 0.

证明: 因为 (En + A)At = (At + AAt) = At + En, 所以

|En + A||At| = |At + En|

则 −|En + A| = |At + En|. 又因为

|At + En| = |(At + En)
t| = |A + En|,

所以 −|En + A| = |A + En|, 则 |A + En| = 0.
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定理 8
设 A ∈ Mn(R) 和 b = (b1, . . . , bn)

t ∈ Rn. 再设 x = (x1, . . . , xn)
t 是末知数向量. 则方程

组 Ax = b 确定当且仅当 A 可逆. 此时, 该方程组的唯一解是

xi =
det

(
A⃗(1), . . . , A⃗(i−1), b, A⃗(i+1), . . . , A⃗(n)

)
det(A) ,

i = 1, 2, . . . , n.

习题 2. B =

 1 0 1
0 1 0
2 1 3

, 求 BX = (1, 0, 0)t 的解.

解: 因为 |B| = 1 ̸= 0, 所以方程有唯一解.

计算 x1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1
0 1 0
0 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1
0 1 0
2 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3, x2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 0 0
2 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1
0 1 0
2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, x3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1
0 1 0
2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1
0 1 0
2 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −2.
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子式与矩阵的秩

定理 9
设 A ∈ Rm×n 非零. 则下列命题等价.

1 rank(A) = r;
2 A 中所有大于 r 阶的子式都等于零且存在一个 r 阶子式非零;
3 A 中所有 r + 1 阶的子式都等于零且存在一个 r 阶子式非零.

推论 10
设 v⃗1, . . . , v⃗n ∈ Rm×1, n ≤ m, 设 A = (⃗v1, . . . , v⃗n), 则 A 线性无关当且仅
当 A 存在一个 n 阶子式非零.
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例 1. 设 v⃗1 =

1
2
3

, v⃗2 =

2
4
6

, 设 A =

1 2
2 4
3 6

. 计算

∣∣∣∣1 2
2 4

∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣1 2
3 6

∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣2 4
3 6

∣∣∣∣ = 0,

所以 A 非列满秩, 则 v⃗1, v⃗2 线性相关.

例 2. 设 v⃗1 =

1
2
3

, v⃗2 =

0
4
6

, 设 A =

1 0
2 4
3 6

. 计算

∣∣∣∣1 0
2 4

∣∣∣∣ = 4 ̸= 0

所以 A 列满秩, 则 v⃗1, v⃗2 线性无关.
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例 3. 证明: v⃗1, v⃗2, v⃗3 ∈ Rn 线性无关当且仅当 v⃗1 + v⃗2, v⃗2 + v⃗3, v⃗1 + v⃗3 线
性无关.

证明: 设 A = (⃗v1 + v⃗2, v⃗2 + v⃗3, v⃗1 + v⃗3), B = (⃗v1, v⃗2, v⃗3), 因为

(⃗v1 + v⃗2, v⃗2 + v⃗3, v⃗1 + v⃗3) = (⃗v1, v⃗2, v⃗3)

1 0 1
1 1 0
0 1 1

 ,

而且

∣∣∣∣∣∣
1 0 1
1 1 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0, 所以

rank(A) = rank(B).

即 v⃗1 + v⃗2, v⃗2 + v⃗3, v⃗1 + v⃗3 线性无关当且仅当 v⃗1, v⃗2, v⃗3 线性无关.
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严格对角占优矩阵

对角占优矩阵是计算数学中应用非常广泛的矩阵类，它较多出现于经济
价值模型和反网络系统的系数矩阵及解某些确定微分方程的数值解法
中，在信息论、系统论、现代经济学、网络、算法和程序设计等众多领
域都有着十分重要的应用。

定义 11
设 A ∈ Mn(R), A = (aij), 如果 |ai,i| >

∑n
j=1,j̸=i |ai,j| , i = 1, 2, . . . n，则称

A 为严格对角占优矩阵。
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例 12

A =

∣∣∣∣∣∣
100 2 1
1 −1000 2
4 5 200

∣∣∣∣∣∣ 是严格对角占优矩阵.
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定义 7
设 A ∈ Mn(R), A = (aij), 如果 |ai,i| >

∑n
j=1,j̸=i |ai,j| , i = 1, 2, . . . n，则称

A 为严格对角占优矩阵。

命题 8
严格对角占优矩阵都是可逆矩阵.

证明: 反证. |A| = 0. 则 AX = 0⃗ 存在非平凡解, 假设其为
(x0, x1, . . . , xn)t. 取 t 是 x0 到 xn 中绝对值最大的那个分量的指标, 即
|xt| ≥ |xi|, i ̸= t, 则 |xt| ̸= 0. 由 AX = 0⃗, 只看第 t 行, 可得

at,1x1 + . . .+ at,nxn = 0, 得at,txt = −
∑
i̸=t

at,ixi.

两边取绝对值, 得
|at,txt| = |

∑
i̸=t

at,ixi| ≤
∑
i̸=t

|at,i||xi| ≤
∑
i ̸=t

|at,i||xt|.

因为 |xt| > 0, 所以 |at,t| ≤
∑

i̸=t |at,i|. 这与严格对角占优矩阵的定义矛
盾.
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命题 4
严格对角占优矩阵如果对角线元素都大于 0, 则行列式大于 0.

证明: 考虑矩阵 A + tEn. 当 t = t0 ≥ 0 时, A + t0En 依然是严格对角占
优矩阵, 于是我们有 |A + t0En| ̸= 0.

又因为 |A + tEn| 是关于 t 次数为 n
的首一的多项式, 设为 f(t). 所以 lim

t→+∞
f(t) = +∞. 又因为 f(t) 是连续

函数, 所以 f(0) > 0, 否则 f(t) 在 [0,∞] 之间有零点, 矛盾.
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