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第十七周习题
1. 设对称矩阵

A =


4 2 2

2 4 2

2 2 4


(a) 计算正交矩阵 P 和对角矩阵 B 使得 P tAP = B;

(b) 计算 Ak, k ∈ N+.

2. 设 V 是一个有限维向量空间, (|) 为其上内积, η 为 V 中的一个单位向量, 定义 V

中一个线性映射如下:

A : V → V

x 7→ x− 2(x|η)η.

(称这样的映射 A 为一个镜面反射) 证明:

(a) A 是正交变换; (b) A2 = E ; (c) det(A) = −1.

3. (a) 设 A ∈ Mn(R) 为正定矩阵. 证明: A+ A−1 − 2En 为半正定矩阵, 并指出什么

时候 A+ A−1 − 2En 正定.

(b) 设A,B ∈ Mn(R), A正定,B半正定且非零. 证明: det(A+B) > max(det(A), det(B)).

(c) 设 A,B ∈ On(R), det(A) + det(B) = 0. 证明: A+B不可逆.

4. 设 A ∈ Mn(R), r = rank(A).

(a) 证明: 存在 Rn 中的标准正交基 v⃗1, . . . , v⃗n, 使得

AtA(v⃗1, . . . , v⃗n) = (v⃗1, . . . , v⃗n)

 λ1
λ2

...
λn

 ,

其中 λi > 0, i = 1, . . . , r, λi = 0, i = r + 1, . . . , n.

(b) 设 σi =
√
λi, i = 1, . . . , r. 令 u⃗i =

Av⃗i
σi

∈ Rn×1, i = 1, . . . , r. 证明: (u⃗1)
t, . . . , (u⃗r)

t

两两正交且长度为 1.

(c) 证明: Av⃗i = 0, i = r + 1, . . . , n.

(d) (选做, 奇异值分解) 证明存在 U ∈ Om(R) 和正交矩阵 V ∈ On(R), 使得

A = U

√
λ1 √

λ2

... √
λn

V t.


