
第一章 空间与形式

例 2.8 考虑上一讲例 2.7中的两个映射. 我们有∫ x

a

(
d

dt
f (t)

)
dt = f (x)−f (a) 和 d

dx

(∫ x

a

f (t) dt

)
= f (x).

命题 2.9 设ϕ ∈ Hom(V,W )是双射. 则ϕ−1 ∈ Hom(W,V ).

证明. 设 w1,w2 ∈ W , v1 = ϕ−1(w1)和 v2 = ϕ−1(w2). 对

任意的 α1, α2 ∈ F ,

ϕ(α1v1 + α2v2) = α1ϕ(v1) + α2ϕ(v2) = α1w1 + α2w2.

于是

ϕ−1(α1w1+α2w2) = α1v1+α2v2 = α1ϕ
−1(w1)+α2ϕ

−1(w2). □

定义 2.10 如果存在双射 ϕ ∈ Hom(V,W ), 则称 V 和 W

线性同构.

线性同构是等价关系, 其验证过程与验证群同构是等价关

系类似 (见上学期第四章第一讲第 15页).

例 2.11 线性空间 Hom(F n, Fm)与 Fm×n线性同构. 设

Φ : Hom(F n, Fm) −→ F n×m

ϕ 7→ Aϕ (ϕ在标准基下的矩阵)

则 Φ是双射. 具体验证见上学期第二章第四讲推论 6.14.

于是, Φ是线性同构.
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2.3 核核分解定理的推广

在本节中 V 是域 F 上的线性空间.

定理 2.12 设 A∈Hom(V, V ), f∈F [x]且 f (A)=O. 如果

f = pq

其中 p, q ∈ F [x]互素, 则

V = ker(p(A))⊕ ker(q(A)).

证明. 把本学期第一周第一讲核核分解定理的证明中的

F n换为 V 即可.

定理 2.13 设 A∈Hom(V, V ), f∈F [x]且 f (A)=O. 如果

f = p1 · · · pm,

其中 p1, . . . pm ∈ F [x]两两互素, 则

V = K1 ⊕ · · · ⊕Km,

其中 Ki = ker(pi(A)), i = 1, . . . ,m.

证明. 对m归纳. 当m = 1时结论是平凡的. 设m > 1且

结论对m−1成立. 令 q = p1 · · · pm−1. 因为 gcd(pi, pm) = 1,

i = 1, . . . ,m, 所以 gcd(q, pm) = 1. 根据上述定理,

V = W ⊕Km, 其中W = ker(q(A)). (1)
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设 B = A|W . 对任意w ∈ W , B(w) = A(w). 故

q(A)(B(w)) = q(A)A(w) = Aq(A)(w) = A(0) = 0.

于是, B(w) ∈ W . 即 B ∈ Hom(W,W ). 对任意w ∈ W ,

q(B)(w) = q(A)(w) = 0.

由此可知, q(B) = O. 根据归纳假设, 我们有

W = ker(p1(B))⊕ · · · ⊕ ker(pm−1(B)). (2)

下面验证:

ker(pi(B)) = Ki, i = 1, . . . ,m− 1. (3)

设w ∈ ker(pi(B)). 则 0=pi(B)(w)=pi(A)(w). 故w∈Ki.故

ker(pi(B)) ⊂ Ki. 设 v ∈ Ki. 则 q(A)(v) = 0. 故 v ∈ W . 由

此得出, 0 = pi(A)(v) = pi(B)(v). 从而, v ∈ ker(pi(B)). 故
Ki ⊂ ker(pi(B)). 等式 (3)成立.

根据等式 (1), (2)和 (3), 定理成立. □

3 商空间

在本节中 V 是域 F 上的线性空间.
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3.1 商空间

设 U 是 V 的子空间. 我们在 V 上定义如下等价关系.

定义 3.1 设 x,y ∈ V . 如果 x− y ∈ U , 则称 x和 y关于

U 等价. 记为 x ∼U y.

我们验证 ∼U 是等价关系. 首先, x − x = 0 ∈ U . 于是

对任意的 x ∈ V , x ∼U x. 自反性成立. 设 x ∼U y. 则

x−y ∈ U . 于是 y−x ∈ U . 从而 y ∼U x. 对称性成立. 设

x ∼U y, y ∼U z. 则 x− y,y − z ∈ U . 于是

x− y + y − z = x− z ∈ U.

于是 x ∼U z. 传递性成立.

引理 3.2 设 x ∈ V 且 [x]是 x所在的等价类. 则

[x] = x + U.

证明. 设 u ∈ U . 则 x ∼U x + u. 于是 x + u ∈ [x]. 由此

可知, x + U ⊂ [x]. 再设 y ∈ [x]. 则 y − x ∈ U , 即存在

u ∈ U 使得 y − x = u, 即 y = x + u, y ∈ x + U . 由此可

知, [x] ⊂ x + U. □

由上述引理可知

V/ ∼U= {v + U |v ∈ V }.
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为了化简符号, 我们用 V/U 记 V/ ∼U . 与剩余环类似, V

上的加法和数乘可诱导出 V/U 中的线性运算.

设 x + U,y + U ∈ V/U 和 α ∈ F . 定义:

(x+U)+(y+U) = (x+y)+U 和 α(x+U) = (αx)+U.

下面我们来验证这两个运算的良定义. 设 x + U = x′ + U

和 y + U = y′ + U . 则 x− x′,y − y′ ∈ U . 于是

(x− x′) + (y − y′) = (x + y)− (x′ + y′) ∈ U

=⇒ (x + y) ∼U (x′ + y′)

=⇒ (x + y) + U = (x′ + y′) + U.

类似地, 对 α ∈ F ,

x− x′ ∈ U =⇒ αx− αx′ ∈ U

=⇒ αx ∼U αx
′

=⇒ (αx) + U = (αx′) + U.

由 V 中的运算规律可知, V/U 是域 F 上的线性空间,其中

的“零向量” 是 0 + U = U. 我们称 V/U 是 V 关于 U 的商

空间.

3.2 自然的线性映射

设 πU : V −→ V/U 是自然投射, 即对任意的 x ∈ V ,

πU(x) = x + U (见上学期第一章讲义三第 12页). 下面我
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们来验证 πU 是线性的. 对任意 α, β ∈ F , x,y ∈ V ,

πU(αx + βy) = (αx + βy) + U (πU 的定义)

= ((αx) + U) + ((βy) + U) (V/U 中加法的定义)

= α(x + U) + β(y + U) (V/U 中数乘的定义)

= απU(x) + βπU(y) (πU 的定义).

验证完毕.

设 ϕ : V −→ W 是从 V 到 F 上的线性空间W 的线性

映射. 则对任意的 x,y ∈ V ,

ϕ(x) = ϕ(y) ⇐⇒ ϕ(x−y) = 0 ⇐⇒ x−y ∈ ker(ϕ) ⇐⇒ x ∼ker(ϕ) y.

由上学期第一章讲义三第 12页定理 3.1可知存在唯一的

单射 ϕ̄ : V/ ker(ϕ) −→ W 使得 ϕ = ϕ̄ ◦ πker(ϕ). 即下述图表
交换.

V W

V/ ker(ϕ)

πker(ϕ)

ϕ

ϕ̄

交换. 特别有 im(ϕ) = im(ϕ̄). 设 x + ker(ϕ) ∈ V/ ker(ϕ). 则

ϕ(x) = ϕ̄ ◦ πker(ϕ)(x) = ϕ̄(x + ker(ϕ)).

于是

ϕ̄ : V/ ker(ϕ) −→ W

x + ker(ϕ) 7→ ϕ(x).
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定理 3.3 (线性映射基本定理 I) 设 ϕ ∈ Hom(V,W ), 其中

W 是 F 上的线性空间. 则存在唯一的线性单射 ϕ̄ 使得

ϕ = ϕ̄ ◦ πker(ϕ). 特别地, V/ ker(ϕ)与 im(ϕ)线性同构.

证明. 根据上文, 我们只需验证 ϕ̄是线性的.

令 U = ker(ϕ). 设 α, β ∈ F , x + U,y + U ∈ V/U . 则

ϕ̄(α(x + U) + β(y + U)) = ϕ̄((αx + βy) + U) (V/U 中的运算)

= ϕ(αx + βy) (ϕ̄的定义)

= αϕ(x) + βϕ(y) (ϕ线性)

= αϕ̄(x + U) + βϕ̄(y + U) (ϕ̄的定义).

验证完毕. 因为 im(ϕ̄) = im(ϕ)且 ϕ̄是单射, 所以把 ϕ̄看成

从 V/ ker(ϕ)到 im(ϕ)的映射是线性同构. □

推论 3.4 利用上述定理的假设和符号, 再设 ϕ是满射. 则

V/ ker(ϕ)和W 线性同构.

证明. 由上述定理直接可得. □

推论 3.5 设 V1, V2是 V 的子空间. 则 V2/(V1∩V2)和 (V1+

V2)/V1线性同构.

证明. 设 ϕ : V2 → V1+V2是嵌入, π : V1+V2 → (V1+V2)/V1

是自然投射. 则 ψ = π ◦ ϕ是从 V2到 (V1 + V2)/V1的线性

映射. 根据引理 3.2, 任意 (V1 + V2)/V1 中的元素都可以
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表示为 (v1 + v2) + V1, 其中 v1 ∈ V1,v2 ∈ V2. 注意到

(v1+ v2) + V1 = v2+ V1. 于是,任何 (V1+ V2)/V1中的元素

都可以表示为 v2 + V1. 我们推导:

ψ(v2) = π ◦ ϕ(v2) = π(v2) = v2 + V1.

于是 ψ 是满射. 若 v2 ∈ V1 ∩ V2, 则 v2 + V1 = V1. 由此

可知, V1 ∩ V2 ⊂ ker(ψ). 反之, 设 v2 ∈ ker(ψ). 则 ψ(v2) =

v2+ V1 = V1. 于是, v2 ∈ V1 ∩ V2. 从而 ker(ψ) = V1 ∩ V2. 由
推论 3.4, 这两个商空间线性同构. □

上述证明可以用下列交换图简洁地表示.

V2 V1 + V2

V2/ ker(ψ) (V1 + V2)/V1

πker(ψ)

ϕ

ψ
π

ψ̄

且 ker(ψ) = V1 ∩ V2.

推论 3.6 设 V1, V2 是 V 的子空间, 且 V1 + V2 是直和. 则

(V1 + V2)/V1和 V2线性同构.

证明. 由推论 3.5, (V1 + V2)/V1 与 V2/{0} 线性同构. 设

ϕ : V2 −→ V2是恒同映射. 由推论 3.4, V2与 V2/{0} 线性
同构. 由此可知, (V1 + V2)/V1与 V2线性同构. □
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4 基底与维数

在本节中 V 是域 F 上有限生成的线性空间. 由线性组合

引理可知, 如果 V 可由 k个向量生成, 则 V 中任何 k + 1

个向量一定线性相关.

4.1 极大线性无关集

定义 4.1 设 S ⊂ V 是非空集. 设M ⊂ S 是线性无关集.

如果对任意 v ∈ S, v ∈ ⟨M⟩, 即 S ⊂ ⟨M⟩, 则称M 是 S

中的一个极大线性无关集.

例 4.2 设 S = {x, x3, 2x3 + x} ⊂ Q[x]. 求 S 中所有的极

大线性无关组.

解. 注意到次数两两不同的多项式组成的集合是线性无

关的. 子集 S1 = {x, x3}是线性无关组. 这是因为 2x3 +

x = 2x3+x. 子集 S2 = {x, 2x3+x}是极大线性无关组. 这

是因为 x3 = (1/2)(2x3+ x)− (1/2)x. 而 S3 = {2x3+ x, x3}
也是极大线性无关组. 这是因为 α(2x3 + x) + βx3 = 0,

α, β ∈ Q蕴含着 α = 0,从而 β = 0. 故 S3是线性无关集.

再注意到 x = (2x3 + x)− 2x3即可.

命题 4.3 设 S ⊂ V 是非空集. 设 T ⊂ S 是线性无关集.

再设 V = ⟨v1, . . . ,vk⟩. 则下述断言成立.
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(i) (可扩充) S 中有极大线性无关集M 包含 T , 且

card(M) ≤ k.

(ii) (等势)设M 和 N 是 S 中两个极大线性无关集. 则

card(M) = card(N).

(iii) (表示唯一)设M = {w1, . . . ,ws} ⊂ S. 则M 是 S中

的极大线性无关集当且仅当对任意的 v ∈ S, 存在唯

一的 α1, . . . , αs ∈ F 使得 v = α1w1 + · · · + αsws.

证明. (i)和 (ii)见上学期第二章第二讲命题 2.4. (iii)是上

学期第一章第五讲命题 1.12 (iv)的直接推论. □

4.2 基底和维数

定义 4.4 线性空间 V 的极大线性无关组称为 V 一组基.

设 B 是 V 的极大线性无关组. 则 V 的维数定义为

card(B). 如果 V = {0}, 其维数定义为 0. 线性空间 V 的

维数记为 dimF (V )或 dim(V ).

根据命题 4.3, 线性空间的维数是良定义的.
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例 4.5 (坐标空间) F n的标准基

e1 =



1

0

0
...

0

0


, e2 =



0

1

0
...

0

0


, · · · , en =



0

0

0
...

0

1


.

于是 dim(F n) = n.

例 4.6 (矩阵空间) 设 Ei,j ∈ Fm×n, 其中在 i 行 j 列处

的元素是 1, 而其它处的元素是 0, i = 1, 2, . . . ,m, j =

1, 2 . . . , n. 则 {Ei,j | i ∈ {1, 2, . . . ,m}, j ∈ {1, 2 . . . , n}} 是
Fm×n 的一组基. 于是 dimFm×n = mn. 下面我们证明

SMn(F )的一组基是

S = {Ei,i | i = 1, 2, . . . , n}∪{Ei,j+Ej,i | i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i ̸= j}.

证明. 可直接验证 S ⊂ SMn(F ). 设 A = (ai,j) ∈ SMn(F ).

则 ai,j = aj,i. 于是

A =

n∑
i=1

ai,iEi,i +
∑

1≤i<j≤n
ai,j(Ei,j + Ej,i).

如果
n∑
i=1

bi,iEi,i +
∑

1≤i<j≤n
bi,j(Ei,j + Ej,i) = O,
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其中 bi,i, bi,j ∈ F . 可直接验证所有的 bi,i = 0, bi,j = 0. 于

是 S 是 SMn(F )的一组基. □

从而 dim(SMn(F )) = 1 + 2 + · · · + n = n(n + 1)/2.

例 4.7 (代数空间) 设 d ∈ Z+和

F [x](d) = {f ∈ F [x]| deg(f ) < d}

. 则 F [x](d) 的一组基是 {1, x, . . . , xd−1}, 其维数是 d. 此

外, dimRC = 2. 这是因为

C = {a + b
√
−1 | a, b ∈ R}.

定理 4.8 (基扩充定理) 设 V 是有限维线性空间. 如果

S ⊂ V 是线性无关集, 则存在 V 的基底 T 使得 S ⊂ T .

证明. 因为 V 是有限维的, 所以它是有限生成的. 由基底

的定义和命题 4.3直接推出定理. □

定理 4.9 (线性映射基本定理 II)设 V 的一组基是v1, . . . ,

vn, W 是 F 上的线性空间且 w1, . . . ,wn ∈ W . 则存在唯

一的线性映射 ϕ : V −→ W 使得

ϕ(v1) = w1, . . . , ϕ(vn) = wn.

证明. 见上学期第二章第三讲定理 5.14的证明. □
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定理 4.10 设 V , W 是 F 上的有限维线性空间. 则 V

和 W 线性同构当且仅当 dim(V ) = dim(W ). 特别地, 当

dimF (V ) = n时, V 和 F n线性同构.

证明. 设 dim(V ) = dim(W ) = n. 令v1, . . . ,vn和w1, . . . ,wn

分别是 V 和 W 的基底. 由定理 4.9 存在线性映射 ϕ :

V −→ W 和 ψ : W −→ V 使得 ϕ(vi) = (wi)和 ψ(wi) = vi,

i = 1, 2, . . . , n. 于是, ψ ◦ ϕ(vi) = vi, i = 1, 2, . . . , n. 由定理

4.9的唯一性可知 ψ ◦ ϕ是 V 上的恒同映射. 同理, ϕ ◦ψ是
W 上的恒同映射. 于是, ϕ是线性同构.

反之, 设 V 的一组基是 v1, . . . ,vn, ϕ : V −→ W 是线

性同构. 若 α1, . . . , αn ∈ F 使得

α1ϕ(v1)+· · ·+αnϕ(vn) = 0W =⇒ ϕ(α1v1+· · ·+αnvn) = 0W .

因为 ϕ是单射, 所以 α1v1 + · · · + αnvn = 0V . 于是,

α1 = · · · = αn = 0 =⇒ ϕ(v1), . . . ϕ(vn)线性无关.

由定理 4.8可知, dim(W )≥ dim(V ). 同理 dim(V )≥ dim(W ).

于是, dim(V ) = dim(W ). □

4.3 若干维数公式

引理 4.11 设 U 是 V 的子空间. 则

dim(V/U) = dim(V )− dim(U). (4)
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证明. 设 v1, . . . ,vk是 U 的一组基.由定理 4.8可知，存在

vk+1, . . . ,vn ∈ V 使得 v1, . . . ,vk,vk+1, . . . ,vn是 V 的一组

基. 下面我们来证明 vk+1 + U, . . . ,vn + U 是 V/U 的一组

基. 首先, 设 αk+1, . . . , αn ∈ F 使得

αk+1(vk+1 + U) + · · · + αn(vn + U) = U.

则 (αk+1vk+1+· · ·αnvn)+U = U . 即 (αk+1vk+1+· · ·αnvn)∈U .
换言之, 存在 α1, . . . , αk ∈ F 使得

αk+1vk+1 + · · · + αnvn

= α1v1 + · · · + αkvk

=⇒ α1v1 + · · · + αkvk + (−αk+1)vk+1 + · · · + (−αn)vn = 0.

因为 v1, . . . ,vk,vk+1, . . . ,vn线性无关, 所以

αk+1 = · · · = αn = 0.

于是, vk+1 + U, . . . ,vn + U 线性无关. 再设 v + U ∈ V/U ,

其中 v ∈ V . 则存在 β1, . . . , βn ∈ V 使得

v = β1v1 + · · · + βkvk︸ ︷︷ ︸
x

+ βk+1vk+1 + · · · + βnvn︸ ︷︷ ︸
y

.
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于是

v + U = x + y + U

= (x + U) + (y + U) (商空间中的运算)

= U + (y + U) (x ∈ U)

= y + U (U 是 V/U 中的零)

= βk+1(vk+1 + U) + · · · + βn(vn + U). (商空间中的运算)

由此可知, vk+1 + U, . . . ,vn + U 是 V/U 的一组基. 从而

dim(V/U) = n− k. □

命题 4.12 (i) 设 U 是 V 的子空间, 则 U ̸= V 当且仅当

dim(U) < dim(V ).

(ii) 设 V1, V2是 V 的子空间. 则

dim(V1) + dim(V2) = dim(V1 + V2) + dim(V1 ∩ V2).

(iii) 设 ϕ : V −→ W 是线性映射. 则

dim(ker(ϕ)) + dim(im(ϕ)) = dim(V ).

证明. (i) (方法1) 见上学期第二章第二讲命题 2.13.

(方法2)

dim(U) < dim(V )
(4)⇐⇒ dim(V/U) > 0 ⇐⇒ V/U ̸= {U} ⇐⇒ U ⊊ V.
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(ii) (方法1) 见上学期第二章第二讲命题 2.14.

(方法2) 由上周讲义推论 3.7和定理 4.10,

dim((V1 + V2)/V1) = dim(V2/(V1 ∩ V2))
(4)
=⇒ dim(V1 + V2)− dim(V1) = dim(V2)− dim(V1 ∩ V2).

(iii) (方法1) 见上学期第二章第三讲定理 5.14.

(方法2) 由线性映射基本定理I和定理 4.10,

dim(V/ ker(ϕ)) = dim(im(ϕ))
(4)
=⇒ dim(V )−dim(ker(ϕ)) = dim(im(ϕ)). □

命题 4.13 设 V1, . . . , Vk 是 V 的子空间. 则

dim(V1 + · · · + Vk) ≤ dim(V1) + · · · + dim(Vk).

等号成立当且仅当 V1 + · · · + Vk 是直和.

证明. 我们对 k归纳证明不等式. 当 k = 1时不等式显然

成立. 设 k > 1且不等式对 k − 1成立. 则

dim(V1 + V2 + · · · + Vk)

= dim(V1) + dim(V2 + · · · + Vk)

− dim(V1 ∩ (V2 + · · · + Vk)) (命题 4.12 (ii))

≤ dim(V1) + dim(V2 + · · · + Vk)

≤ dim(V1) + dim(V2) + · · · + dim(Vk). (归纳假设)

16



设 V1 + · · · + Vk 是直和. 对 k归纳. 当 k = 1时显然.

设 k > 1且 k − 1时结论成立.

dim(V1 + V2 + · · · + Vk)

= dim(V1) + dim(V2 + · · · + Vk)

− dim(V1 ∩ (V2 + · · · + Vk)) (命题 4.12 (ii))

= dim(V1) + dim(V2 + · · · + Vk) (定理 1.12 (iii))

= dim(V1) + dim(V2) + · · · + dim(Vk). (归纳假设)

反之, 设 dim(V1 + · · · + Vk) = dim(V1) + · · · + dim(Vk). 我

们要证明 V1 + · · ·+ Vk是直和.假设不是直和.由定理 1.12

(iii), 存在 i ∈ {1, . . . , k}使得

Vi ∩ (V1 + · · · + Vi−1 + Vi+1 + · · · + Vn) ̸= {0}.

不妨设 i = 1. 则

dim(V1 + V2 + · · · + Vk)

= dim(V1) + dim(V2 + · · · + Vk)

− dim(V1 ∩ (V2 + · · · + Vk)) (∵命题 4.12 (ii))

< dim(V1) + dim(V2 + · · · + Vk) (∵ V1 ∩ (V2 + · · · + Vk) ̸= {0})

≤ dim(V1) + dim(V2) + · · · + dim(Vk). (∵刚证的不等式)

矛盾. □
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