
第一章 空间与形式

7.2 对称双线性型

定义 7.11 设 f 是 V 上的双线性型. 如果对任意 x,y∈V ,

f (x,y) = f (y,x), 则称 f 是对称双线性型.

命题 7.12 设 f 是 V 上的双线性型, e1, . . . , en 是 V 的一

组基, A是 f 在 e1, . . . , en 下的矩阵. 则 f 是对称的当且

仅当 A是对称的.

证明. 设 f 对称. 则对任意 i, j ∈ {1, . . . , n}, 我们有
f (ei, ej) = f (ej, ei). 故A = (f (ei, ej))n×n对称. 反之,设A

对称, x和 y在 e1, . . . , en下的坐标分别是 (x1, . . . , xn)
t和

(y1, . . . , yn)
t. 则

f (x,y) = (x1, . . . , xn)A(y1, . . . , yn)
t

= (y1, . . . , yn)A
t(x1, . . . , xn)

t (∵ F 中的元素转置不变)

= (y1, . . . , yn)A(x1, . . . , xn)
t = f (x,y). (∵ At = A)

故 f 对称. □

空间 V 上的所有对称双线性型记为 L+
2 (V ). 本节的

主要结果是

定理 7.13 设 F 的特征不等于 2且 f ∈ L+
2 (V ). 则 V 中有

一组基使得 f 在该基下的矩阵是对角阵.
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证明该定理需要对称双线性型的极化公式. 设 F 的特征

不等于 2且 f ∈ L+
2 (V ). 则对于任意 x,y ∈ V ,

f (x,y) =
1

2
(f (x + y,x + y)− f (x,x)− f (y,y)) . (1)

验证如下:

1

2
(f(x+ y,x+ y)− f(x,x)− f(y,y))

=
1

2
(f(x,x) + f(x,y) + f(y,x) + f(y,y)− f(x,x)− f(y,y)) (双线性)

=
1

2
(f(x,y) + f(y,x))

= f(x,y). (对称性)

定理 7.13 的证明. 如果 f 是零映射, 则 f 在 V 的任意基

底下的矩阵都是零矩阵. 定理显然成立. 设 f 不是零映射.

再设 n = dim(V ). 我们对 n归纳. 当 n = 1时, 定理显然成

立. 设 n > 1且定理对 n− 1成立.

由极化公式 (1), 存在 e1 ∈ V 使得 f (e1, e1) ̸= 0. 令

W = {v ∈ V | f (v, e1) = 0}. 可直接验证W 是子空间. 我

们来证明

V = ⟨e1⟩ ⊕W. (2)

首先, 设 x ∈ ⟨e1⟩ ∩ W . 则 x = λe1, 其中 λ ∈ F , 且

f (λe1, e1) = 0. 于是 λf (e1, e1) = 0. 因为 f (e1, e1) ̸= 0,

所以 λ = 0 =⇒ x = 0. 由第一章第一讲定理 1.12 (iii),

⟨e1⟩ + W 是直和. 由第一章第二讲命题 4.15, 只要证明
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dim(W ) = n− 1即可. 考虑线性映射

ϕ : V −→ F

x 7→ f (x, e1).

则 W = ker(ϕ). 因为 ϕ(e1) ̸= 0, 所以 dim(im(ϕ)) ≥ 1.

但 im(ϕ) ⊂ F 且 dimF = 1. 于是 im(ϕ) = F . 特别地

dim(im(ϕ)) = 1. 由对偶公式, dim(W ) = n − 1. 直和分解

(2)成立.

设 g ∈ L2(W )满足对任意x,y ∈ W , g(x,y) = f (x,y).

由归纳假设存在 W 的一组基 e2, . . . , en 使得 g 在该基下

的矩阵是对角的, 即对任意的 i, j ∈ {2, 3, . . . , n}, i ̸= j, 我

们有 g(ei, ej) = f (ei, ej) = 0. 由 (2), e1, e2, . . . , en 线性

无关 (见第一章第一讲定理 1.12 (ii))且 dim(V ) = n. 于是

e1, e2, . . . , en是 V 的一组基. 由W 的定义可知

f (ei, e1) = 0, i = 2, 3, . . . , n.

在由 f 的对称性可知

f (e1, ei) = 0, i = 2, 3, . . . , n.

综上所述 f (ei, ej) = 0, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}且 i ̸= j. 于是 f

在 e1, . . . , en下的矩阵是对角阵. □

定义 7.14 设 f ∈ L+
2 (V ), f 在 V 的基底 e1, . . . , en下的矩

阵是对角阵. 则称 e1, . . . , en 是 f 的一组规范基. 设双线
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性型 f 在一组规范基下的矩阵为 diag(λ1, . . . , λn). 则

f (x,y) = λ1x1y1 + · · · + λnxnyn

称为与规范基对应的规范型, 其中 x = x1e1 + · · · + xnen,

y = y1e1 + · · · + ynen.

推论 7.15 设 F 的特征不等于 2, A ∈ SMn(F ). 则 A合同

于一个对角阵.

证明. 考虑双线性型

f : F n × F n −→ F
x1
...

xn

 ,


y1
...

yn

 7→ (x1, . . . , xn)A


y1
...

yn

 .

因为 A对称, 所以 f 对称. 由上述定理存在 F n的一组基

使得 f 在该基下的矩阵是对角阵 B. 则 A ∼c B. □

例 7.16 求 P ∈ GL3(R)使得

P t


0 1 1

1 0 1

1 1 0


︸ ︷︷ ︸

A

P

是对角矩阵.
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解. 设 f 是 R3 上对称双线性型, 它在标准基 e1, e2, e3 下

的矩阵是 A.

步骤 1. 选取 ϵ1使得 f (ϵ1, ϵ1) ̸= 0. 令 ϵ1 = e1 + e2. 则

f (ϵ1, ϵ1) = f (e1 + e2, e1 + e2)

= f (e1, e1) + f (e1, e2) + f (e2, e1) + f (e2, e2) = 2.

步骤 2. 确定W = ker(f (x, ϵ1))的一组基. 我们计算

f (x, ϵ1) = (x1, x2, x3)A(e1 + e2) = x1 + x2 + 2x3.

解方程 x1 + x2 + 2x3 = 0得到W 的一组基

w1 =


1

−1

0

 , w2 =


2

0

−1

 .

步骤 3. 求 g := f |W×W 在 w1,w2下的矩阵

B =

f (w1,w1) f (w1,w2)

f (w2,w1) f (w2,w2)

 =

−2 −2

−2 −4

 .

到此降维到W 上的对称双线性型 g.

步骤 1. 选取 ϵ2使得 g(ϵ2, ϵ2) ̸= 0. 令 ϵ2 = w1.

步骤 2. 确定 Z = ker(g(x, ϵ2))的一组基. 我们计算

g(y, ϵ2) = (y1, y2)B

1

0

 = −2y1 − 2y2.
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解方程 −2y1 − 2y2 = 0得到解空间的一组基 1

−1

 =⇒ Z 的基是 (w1,w2)

 1

−1

 .

于是, f 在 R3中的一组规范基是

ϵ1 = e1+e2 =


1

1

0

 , ϵ2 = w1 =


1

−1

0

 , ϵ3 = w1−w2 =


−1

−1

1

 .

从 e1, e2, e3到 ϵ1, ϵ2, ϵ3的矩阵是

P =


1 1 −1

1 −1 −1

0 0 1

 .

计算得

P tAP = diag(2,−2,−2).

例 7.17 设

A =

0 1

1 0

 ∈ SM2(Z2).

证明 A不合同于对角方阵.

证明. 设

P =

a b

c d

 ∈ GL2(Z2)
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使得 P tAP = diag2(u, v). 则

P tAP =

a c

b d

c d

a b

 =

 2ac ad + bc

ad + bc 2bd

 = diag2(u, v).

于是 u = v = 0 (∵ 2 = 0). 由此可知 rank(A) = 0. 矛盾.

推论 7.18 设 f ∈ L+
2 (V )且 r = rank(f ). 则存在 V 的一

组规范基使得 f 在该基下的矩阵是

diag(λ1, λ2, . . . , λr, 0, · · · , 0),

其中 λ1, λ2, . . . , λr ∈ F \ {0}.

证明. 由定理 7.13, 存在 f 规范基 e1, . . . , en. 于是

f (ei, ej) = 0, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}且 i ̸= j.

因为 r = rank(A), 所以在 f (e1, e1), . . . , f (en, en)中恰好有

r个非零. 适当调整下标后, 我们可以得到一组新的规范

基 ϵ1, . . . , ϵn满足 {ϵ1, . . . , ϵn} = {e1, . . . , en},

f (ϵi, ϵi) ̸= 0, i = 1, 2, . . . , r, 且 f (ϵj, ϵj) = 0, j = r+1, r+2, . . . , n.

令 λi = f (ϵi, ϵi), i = 1, 2, . . . , n, 即可. □

推论 7.19 设 A ∈ SMn(F )且 rank(A) = r. 则存在 F 中非

零元素 λ1, . . . , λr使得 A ∼c diag(λ1, λ2, . . . , λr, 0, · · · , 0).
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证明. 由上述推论直接可得. □

例 7.20 设 A ∈ SMn(C)且 r = rank(A). 则

A ∼c

Er O

O O

 .

证明. 由推论 7.19, A ∼c diag(λ1, λ2, . . . , λr, 0, · · · , 0), 其
中λ1, . . . , λr是非零复数. 由代数学基本定理

√
λ1, . . . ,

√
λr

是复数. 令

P = diag

 1√
λ1

, . . . ,
1√
λr

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−r

 .

则 P ∈ GLn(C)且对称. 直接计算

A ∼c P
tdiag(λ1, λ2, . . . , λr, 0, · · · , 0)P

= P tdiag(λ1, λ2, . . . , λr, 0, · · · , 0)P

=

Er O

O O

 .

注解 7.21 设 f ∈ L+
2 (Cn)且 r = rank(f ). 则存在 Cn 的

一组基 ϵ1, . . . , ϵn 使得对任意 Cn 中向量 x =
∑n

i=1 xiϵi 和

y =
∑n

i=1 yiϵi, 我们有

f (x,y) = x1y1 + · · · + xryr.
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8 二次型 (quadratic forms)

我们从双线性型的角度引入二次型, 这样可以使我们可以

直接应用双线性型的结论. 然后我们说明二次型和二次齐

次多项式之间的关系. 在本节中 V 是域 F 上的有限维线

性空间, F 的特征不是 2.

8.1 从双线性型到二次型

定义 8.1 设 q : V −→ F 称为 V 上的二次型, 如果

(i) 对于任意的 v ∈ V , q(v) = q(−v);

(ii) 对于任意的 x,y ∈ V ,

f (x,y) =
1

2
(q(x + y)− q(x)− q(y))

是 V 上的对称双线性型. f 称为 q的配极.

注解 8.2 设 q是 V 上的二次型. 则 q(0) = 0. 这是因为在

上述定义条件 (ii)中代入 x = y = 0, 得到

0 = f (0,0) = −1

2
q(0) =⇒ q(0) = 0.

下面的命题说明二次型和配极之间的关系.

命题 8.3 设 q : V→F . 则 q是二次型当且仅当存在 f∈L+
2 (V )

使得 ∀ x ∈ V, q(x) = f (x,x). 此时, q的配极是 f .
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证明. 设 q是二次型. 由定义 8.1中的 (ii)和 (i)可知.

− f (x,x) = f (x,−x)
(ii)
=

1

2
(q(0)− q(x)− q(−x))

= −1

2
(q(x) + q(−x))

(i)
= −q(x).

于是, q(x) = f (x,x).

反之, 直接计算得 q(−x) = f (−x,−x) = f (x,x) =

q(x). 由对称双线性型的极化公式定义 8.1中 (ii)成立. □

推论 8.4 设 q 是 V 上的二次型. 则对任意的 α ∈ F 和

v ∈ V , q(αv) = α2q(v).

证明. 设 f ∈ L+
2 (V )是 q的配极. 由上述命题 (i),

q(αx) = f (αx, αx) = α2f (x,x) = α2q(x). □

定理 8.5 设 V 的一组基是 e1, . . . , en, q 是 V 上的二次

型. 则存在唯一的矩阵 A ∈ SMn(F ) 使得对于任意的

x = x1e1 + · · · + xnen使得

q(x) = (x1, . . . , xn)A


x1
...

xn

 .

证明. 设 f 是 q的配极, A是 f 在 e1, . . . , en下的矩阵. 则

A ∈ SMn(F ) 且对任意的 x = x1e1 + · · · + xnen 和 y =
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y1e1 + · · · + ynen, 我们有

f (x,y) = (x1, . . . , xn)A


y1
...

yn

 命题 8.3
=====⇒ q(x) = (x1, . . . , xn)A


x1
...

xn

 .

存在性成立.

再设 B ∈ SMn(F )使得

q(x) = (x1, . . . , xn)B


x1
...

xn

 .

令

g : V × V −→ F

(x,y) 7→ (x1, . . . , xn)B


y1
...

yn

 .

可直接验证 g ∈ L+
2 (V ). 因为 g(x,x) = q(x), 所以 g 是 q

的配极 (命题 8.3 (ii))且 B是 g在 e1, . . . , en下的矩阵. 因

为 f = g, 所以 A = B. 唯一性成立. □

称矩阵 A是二次型 q在基底 e1, . . . , en下的矩阵. 进

而, 配极 f 的秩称为 q的秩, 记为 rank(q).

例 8.6 设 p ∈ F [x1, . . . , xn]齐二次,多项式函数 p : F n→F

由公式 p(v) = p(v1, . . . , vn)给出, 其中 v = (v1, . . . , vn)
t是

F n中的任意元素. 则 p是 F n上的二次型.

11



证明. 因为 p是齐二次的, 所以 p =
∑

1≤i≤j≤n αi,jxixj. 令

βi,i = αi,i, i = 1, 2 . . . , n, βi,j = αi,j/2, i, j ∈ {1, 2, . . . , n},
其中 i, j ∈ {1, 2, . . . , n} 且 i < j. 而 βj,i = βi,j, 其中

i, j ∈ {1, 2, . . . , n}且 i < j. 则

p =

n∑
i=1

βi,jx
2
i +

n∑
i,j=1,i ̸=j

βi,jxixj =
n∑

i=1

n∑
j=1

βi,jxixj

= (x1, . . . , xn)


β1,1 · · · β1,n
... . . . ...

βn,1 · · · βn,n


︸ ︷︷ ︸

A


x1
...

xn

 .

由 βi,j 的定义可知, A是对称的. 令 f 是在标准基下矩阵

是 A的对称双线性型. 则

f (v,v) = (v1, . . . , vn)A(v1, . . . , vn)
t = p(v).

于是, p是 F n 上的二次型. 它在标准基下的矩阵等于 A.

由 βi,j 的定义可知,

A =


α1,1

α1,2
2 · · · α1,n

2
α1,2
2 α2,2 · · · α2,n

2
... ... . . . ...

α1,n
2

α2,n
2 · · · αn,n

 .

例 8.7 设 p = x22 − x1x2 + 4x2x3. 求 p在 R3 的标准基下

的矩阵和秩.
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解. 由上例可知,

A =


0 −1

2 0

−1
2 1 2

0 2 0

 .

由定义得出 rank(p) = rank(A) = 2.

例 8.8 设 p ∈ F [x1, . . . , xn], 非零齐二次. 证明: 如果 p可

以分解为两个一次多项式之积, 则 p作为 F n 上的二次型

的秩小于 3.

证明. 设 p = fg, 其中 f, g 是 F [x1, . . . , xn]的齐一次多项

式. 进而, 令

f = α1x1 + · · · + αnxn, g = β1x1 + · · · + βnxn,

其中 α1, . . . , αn ∈ F 不全为零, β1, . . . , βn ∈ F 也不全为

零. 直接计算得 p做为 F n上得二次型的矩阵是

A =

(
αiβj + βiαj

2

)
n×n

=
1

2


α1

...

αn

 (β1, . . . , βn)

︸ ︷︷ ︸
B

+
1

2


β1
...

βn

 (α1, . . . , αn)

︸ ︷︷ ︸
C

.
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于是, rank(p) = rank(A) = rank(B + C) ≤ rank(B) +

rank(C) = 2 1. □

定理 8.9 设 V 的两组基是 e1, . . . , en和 e′1, . . . , e
′
n, 且

(e′1, . . . , e
′
n) = (e1, . . . , en)P,

其中 P ∈ GLn(F ). 设 V 上的二次型 q 在 e1, . . . , en 下的

矩阵为 A, 在 e′1, . . . , e
′
n下的矩阵为 B. 则 B = P tAP .

证明. 设 f 是 q的配极. 则 A和 B 分别是 f 在 e1, . . . , en

和 e′1, . . . , e
′
n 下的矩阵. 由第四周讲义第 20页的内容可

知， B = P tAP . □

定理 8.10 设 q 是 V 上的二次型. 则存在 V 的一组基

ϵ1, . . . , ϵn使得 q在该基下的矩阵是对角阵. 再设该对角阵

是 diag(λ1, . . . , λn). 则对任意 x = x1ϵ1 + · · · + xnϵn ∈ V ,

q(x) = λ1x
2
1 + · · · + λnx

2
n. (3)

证明. 设 q 的配极是 f . 由上一节定理 7.12得出, f 的规

范基 ϵ1, . . . , ϵn. 于是 q在该基下的矩阵是对角阵. 设该对

角阵是 diag(λ1, . . . , λn). 则对任意的 x = x1ϵ1 + · · ·+ xnϵn,

y = y1ϵ1 + · · ·+ ynϵn ∈ V , f (x,y) = λ1x1y1 + · · ·+ λnxnyn.

故 q(x) = f (x,x) = λ1x
2
1 + · · · + λnx

2
n. □

1Vc(B + C) ⊂ Vc(B) + Vc(C) =⇒ rank(B + C) ≤ dim(Vc(B) + Vc(C)) ≤
dim(Vc(B)) + dim(Vc(C)) = rank(B) + rank(C).
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基于上述定理, 我们称 ϵ1, . . . , ϵn 是 q 的一组规范基,

(3)是 q的一个规范型.

由上一节推论 7.17可知

推论 8.11 设 q是 V 上的二次型且 r = rank(q). 则存在 q

的规范基 ϵ1, . . . , ϵn 使得对任意 x = x1ϵ1 + · · · + xnϵn∈V ,

q(x) = λ1x
2
1 + · · · + λrx

2
r.

例 8.12 设 f ∈ C[x1, . . . , xn] 是齐二次的(非零)多项式.

则 f 可以分解为两个一次多项式之积当且仅当 f 作为二

次型的秩小于 3.

证明. 根据上例, 只要证明 rank(f ) < 3时, f 是两个齐一

次多项式之积. 设

f (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn)A


x1
...

xn

 .

则A∈SMn(C). 根据上周讲义例 7.20,存在P = (pi,j)∈GLn(F )

使得

A = P t

Er O

O O

P,

其中 r = rank(A). 令
y1
...

yn

 = P


x1
...

xn

 .
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则 f (x1, . . . xn) = y21 + y22 + · · · + y2r . 如果 r = 1, 则

f (x1, . . . xn) = y21 = (p1,1x1 + · · · + p1,nxn)
2.

如果 r = 2, 则

f (x1, . . . , xn) = y21 + y22 = (y1 −
√
−1y2)(y1 +

√
−1y2).

把 y1 = p1,1x1 + · · · + p1,nxn和 y2 = p2,1x1 + · · · + p2,nxn带

入上式得到 f 的因式分解.

8.2 利用配方法化规范型

我们用一个具体的例子说明如何用配方法把一个二次型

化为它的规范型.

例 8.13 设 p = 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3 ∈ R[x1, x2, x3]. 求
R3上二次型 p的一组规范基和一个规范型.

解. 设 
x1

x2

x3

 =


1 1 0

1 −1 0

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

P1


y1

y2

y3

 .

则

p = 2y21 − 2y22 + 4y1y3

= 2(y21 + 2y1y3 + y23)− 2y22 − 2y23

= 2(y1 + y3)
2 − 2y22 − 2y23.
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设 
z1

z2

z3

 =


1 0 1

0 1 0

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

P2


y1

y2

y3

 .

则 p = 2z21 − 2z22 − 2z23. 注意到
x1

x2

x3

 = P1P
−1
2


z1

z2

z3

 .

设 A是 p在标准基下的矩阵. 则

p = (x1, x2, x3)A


x1

x2

x3

 = (z1, z2, z3)
(
P1P

−1
2

)t
A(P1P

−1
2 )


z1

z2

z3



= (z1, z2, z3)diag(2,−2,−2)


z1

z2

z3

 .

于是, A ∼c diag(2,−2,−2)且规范基是

P1P
−1
2 =


1 1 −1

1 −1 −1

0 0 1


的三个列向量.
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