
第二章 线性算子

注解 3.2 设 A ∈ L(V ). 则 V = ker(A) + im(A)当且仅当

ker(A) + im(A)是直和.

证明. 设 V = ker(A) + im(A). 则

dim(V ) = dim(ker(A) + im(A))

= dim(ker(A)) + dim(im(A))− dim(ker(A) ∩ im(A))

(维数公式）

= dim(V )− dim(ker(A) ∩ im(A)) (对偶定理)

⇒ dim(ker(A) ∩ im(A)) = 0.

故 ker(A) + im(A)是直和.

设 ker(A) + im(A)是直和. 则

dim(ker(A) + im(A)) = dim(ker(A)) + dim(im(A))

(第一章命题 4.13)

= dim(V ). (对偶定理)

因为 ker(A) + im(A) ⊂ V , 所以 ker(A) + im(A) = V . □

例 3.3 设 A ∈ L(V )满足 A2 = A. 证明

ker(A)⊕ im(A) = V.

证明. 因为 A2 = A, 所以 rank(A2) = rank(A). 由上述核

像分解定理可知结论成立. □
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例 3.4 设 D 是 R[x](n) 上的导数算子. 则 ker(D) = R 且
im(D) = R[x](n−1). 因为 R ⊂ R[x](n−1), 所以 ker(D) +

im(D)不是直和.

4 极小多项式

注解 4.1 设 A,B ∈ Mn(F ) 且 A ∼s B. 则存在 P ∈
GLn(F )使得 A = P−1BP . 则

∀ k ∈ N, Ak = P−1BkP.

进而,

∀ f ∈ F [t], f (A) = P−1f (B)P.

特别地, f (A) ∼s f (B).

定义 4.2 设 f ∈ F [t], A ∈ L(V ). 如果 f (A) = O, 则称 f

是关于 A的零化多项式. 关于 A的非零的零化多项式中
次数最小的称为 A的极小多项式. 为明确起见, 我们设极

小多项式是首一的.

类似地, 对 A ∈ Mn(F ), 我们有关于 A的零化多项式

和极小多项式的概念.

引理 4.3 (极小多项式的整除判别法)设A ∈ L(V ), f (t) ∈
F [t], p(t) ∈ F [t] \ {0}零化 A且首一. 则

p = µA ⇐⇒ 对任意 f ∈ F [t]零化 A, p|f.
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证明. 由多项式除法可知 f (t) = q(t)p(t) + r(t), 其中

q, r ∈ F [t]且 deg(r) < deg(p). 由赋值同态定理 f (A) =

q(A)p(A) + r(A). 因为 p(A) = O, 所以 f (A) = r(A).

如果 f (A) = O, 则 r(A) = O. 由极小多项式的定

义可知, r(t) = 0. 即 p|f . 反之, 因为 µA 零化 A, 所以

p|µA. 由此可知, deg(p) ≤ µA. 根据极小多项式的定义,

deg(p) ≥ deg(µA). 再利用首一性, µA = p. □

命题 4.4 设 A ∈ L(V ). 则 A的极小多项式存在且唯一.

极小多项式的次数不大于 n2.

证明. 因为 dim(L(V )) = n2, 所以 1,A, . . . ,An2 在 F 上线

性相关. 由此可知, A有非零的次数不高于 n2的零化多项

式. 于是, 极小多项式存在且次数不高于 n2. 设 p, q是 A
的两个极小多项式. 则 deg(p) = deg(q). 由引理 4.3, p|q且
q|p. 于是 p = cq, 其中 c ∈ F \ {0}. 因为 p和 q都首一, 所

以 c = 1. □

注解 4.5 以上结论对 A ∈ Mn(F )同样成立.

记号. 设 A ∈ L(V ), A ∈ Mn(F ). 它们的极小多项式分别

记为 µA和 µA.

命题 4.6 设 A ∈ L(V )且 A ∈ Mn(F )是 A的某个矩阵表
示. 则 µA = µA.
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证明. 设 Φ : F [A] −→ F [A]是线性同构和环同构, 其中

Φ(A) = A (见定理 2.5). 则对任意 f ∈ F [t],

Φ(f (A)) = f (Φ(A)) = f (A) 且 Φ−1(f (A)) = f (Φ−1(A)) = f (A).

故 f (A) = O 当且仅当 f (A) = O. 于是, µA(A) = O 且

µA(A) = O. 根据引理 4.3,

µA(t)|µA(t) 且 µA(t)|µA(t).

再由 µA(t)和 µA(t)都首一得出 µA(t) = µA(t). □

例 4.7 设 A ∈ L(V ). 证明 deg(µA) = 1当且仅当 A是数
乘算子.

证明. 设 A = λE, λ ∈ F . 则 µA = t − λ. 反之, 设

µA = t− λ. 则 O = µA(A) = A− λE . 于是, A = λE. □

特别地, µO = t, µE = t− 1.

例 4.8 设 A ∈ L(V )是幂零算子. 证明 µA是 t的幂次.

证明. 设 Ak = O. 则 tk 零化 A. 由引理 4.3, µA|tk. 于是
µA是 t的幂次. □

命题 4.9 设 A,B ∈ Mn(F ). 如果 A ∼s B, 则 µA = µB.

证明. 由注释 4.1和 µA(A) = O 可知, µA(B) = O. 于是

µB|µA (引理 4.3). 同理 µA|µB. 因为 µA和 µB都首一,所以

µA = µB. □
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例 4.10 设

A =

1 0

0 1

 , B =

1 1

0 1

 .

问 A和 B 是否相似?

解. 注意到 µA = t − 1. 因为 B 不是数乘矩阵，所以

deg(µB) > 1 (例 4.7). 于是, µA ̸= µB. 故 A ≁s B. □

命题 4.11 设 A ∈ L(V ). 则 dim(F [A]) = deg(µA)且 A可
逆当且仅当 µA(0) ̸= 0.

证明. 设 d = degt(µA). 我们来证明 E , A, . . . , Ad−1是 F [A]

的一组基.

设 α0, α1, . . . , αd−1 ∈ F 使得

α0E + α1A + · · · + αd−1Ad−1 = O.

令 p(t) = α0+α1t+ · · ·+αd−1t
d−1 ∈ F [t]. 则 p(A) = O. 因

为 degt(p) < d,所以 p = 0. 于是, α0 = α1 = · · · = αd−1 = 0.

我们推出 E , A, . . . , Ad−1线性无关.

设G ∈ F [A]. 则存在 g ∈ F [t]使得G = g(A). 由多项

式带余除法可知, 存在 q, r ∈ F [t], degt(r) < d使得

g(t) = q(t)µA(t) + r(t).

于是

G = g(A) = q(A)µA(A) + r(A) = r(A).
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即G是 E ,A, . . . ,Ad−1在 F 上的线性组合.于是 E , A, . . . ,

Ad−1是 F [A]的一组基. 特别地, dim(F [A]) = d.

设µA=β0+β1t+ · · ·+βd−1t
d−1+td,其中β0, β1, . . . , βd−1∈F .

则

O = β0E + β1A + · · · + βd−1Ad−1 +Ad.

如果 µA(0) ̸= 0, 则 β0 ̸= 0. 于是

A (−β1E − · · · + βd−1Ad−2 −Ad−1)β−1
0︸ ︷︷ ︸

A−1

= E . (1)

即A可逆. 设A可逆. 如果 µA(0) = 0, 则 β0 = 0. 于是

µA(t) = t(β1 + β2t + · · · + βn−1t
n−2 + tn−1).

于是

O = A(β1E + β2A + · · · + βd−1Ad−2 +Ad−1).

把上述等式两边同乘以A−1. 则

O = β1E + β2A + · · · + βd−1Ad−2 +Ad−1.

我们看到非零多项式 β1 + β2t + · · · + βd−1t
d−2 + td−1零化

A. 矛盾. □

注解 4.12 由 (1)可知, 当 A可逆时, A−1 ∈ F [A].
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5 不变子空间

定义 5.1 设 A∈L(V ), U 是 V 的子空间. 如果 A(U)⊂U ,

即 ∀u ∈ U,A(u) ∈ U , 则称 U 是 A的不变子空间.

设 U 是 A的不变子空间. 则 A|U 可以看做 U 上的线性

算子. 为简明起见, 记限制映射 A|U 为 AU . 注意到 AU ∈
L(U).

例 5.2 设D是R[x](n)上的导数算子. 则R[x](k)是D的不
变子空间, k = 1, 2, . . . , n. 但 ⟨xk⟩不是, k = 0, 1, . . . , n−1.

设 λ ∈ F , 则 V 的每个子空间都是关于 λE 的不变的.

命题 5.3 设 A ∈ L(V ), U 是 A的 d维不变子空间, 0 <

d < n. 则存在 V 的一组基使得 A在该基下的矩阵为

A =

B C

O D

 ,

其中 B ∈ Md(F ) 是 AU 的某个矩阵表示. 进而 µAU
|µA,

µB|µA, µD|µA.

证明. 设 e1, . . . , ed 是 U 的一组基. 把它扩充为 V 的一

组基 e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en. 因为 U 是 A的不变子空间,

所以当 j ∈ {1, 2, . . . , d}时, A(ej)是 e1, . . . , ed 的线性组

合, 即A(ej)关于 ed+1, . . . , en的坐标都等于零. 于是A在
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e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en下的矩阵如命题所述形式, 且 B 是

AU 在 e1, . . . , ed下的矩阵.

直接计算可验证对任意 k ∈ N

Ak =

Bk ∗
O Dk

 ,

其中 ∗是某个 d× (n−d)阶的矩阵. 于是,对任意 f ∈ F [t].

f (A) =

f (B) ∗
O f (D)

 .

因为µA(A) = On×n,所以µA(B) = Od×d, µA(D) = O(n−d)×(n−d).

由引理 4.3, µB|µA, µD|µA, 且 µAU
|µA. □

给定A ∈ L(V ), {0}和 V 是A的平凡的不变子空间.

下面的引理指出如何寻找A的非平凡的子空间.

引理 5.4 设 A,B ∈ L(V ) 满足 AB = BA. 则 ker(B) 和
im(B)是 A的不变子空间.

证明. 设 x ∈ ker(B). 则

B(A(x)) = (BA)(x) = (AB)(x) = A(B(x)) = A(0) = 0.

于是A(x) ∈ ker(B). 即 ker(B)是A不变的. 设 x ∈ im(B).
则存在 y ∈ V 使得 x = B(y). 于是

A(x) = A(B(y)) = B(A(y)) ∈ im(B). □
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命题 5.5 设A ∈ L(V ), f ∈ F [t]. 则 ker(f (A))和 im(f (A))

都是 A的不变子空间.

证明. 因为 Af (A) = f (A)A, 所以 ker(f (A))和 im(f (A))

都是A的不变子空间(引理 5.4). □

为了简单起见, 当 U 是A的不变子空间时, 我们说 U

是A-不变的或许A-子空间.

命题 5.6 设A ∈ L(V ), U1, U2是A-子空间. 则 U1+U2和

U1 ∩ U2都是 A-子空间.

证明. 设 x ∈ U1 + U2. 则存在 x1 ∈ U1, x2 ∈ U2 使得

x = x1 + x2. 于是,

A(x) = A(x1) +A(x2) ∈ U1 + U2.

设 x ∈ U1 ∩ U2, 则 A(x) ∈ U1 且 A(x) ∈ U2. 由此可知,

A(x) ∈ U1 ∩ U2. □

引理 5.7 设 A ∈ L(V ), U1, U2 是非平凡 A-子空间, 且

V = U1 ⊕ U2. 设 ϵ1, . . . , ϵd1 是 U1的基, δ1, . . . , δd2 是 U2的

基. 则在 V 的基底 ϵ1, . . . , ϵd1, δ1, . . . , δd2 下 A的矩阵是

A =

A1 O

O A2

 ,

其中 Ai ∈ Mdi(F )是 AUi
在对应基下的矩阵, i = 1, 2. 进

而 µA = lcm(µAU1
, µAU2

) (取首一的最小公倍式).
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证明. 注意到 V = U1 ⊕ U2蕴含 d1 + d2 = n(= dim(V ))且

ϵ1, . . . , ϵd1, δ1, . . . , δd2 线性无关. 所以 ϵ1, . . . , ϵd1, δ1, . . . , δd2

是 V 的一组基. 对 i ∈ {1, 2, . . . , d1}, A(ϵi) ∈ U1, A(ϵi)是

ϵ1, . . . , ϵd1 的线性组合, 它关于 δ1, . . . , δd2 的坐标都是零.

于是, 存在 A1 ∈ Md1(F )使得

(A(ϵ1), . . . ,A(ϵd1)) = (ϵ1, . . . , ϵd1)A1.

类似地, 存在 A2 ∈ Md1(F )使得

(A(δ1), . . . ,A(δd1)) = (δ1, . . . , δd2)A2.

于是 Ai是 AUi
在对应基底下的矩阵, i = 1, 2. 进而, A在

V 的基底 ϵ1, . . . , ϵd1, δ1, . . . , δd2下的矩阵等于 A.

设 p = lcm(µAU1
, µAU2

). 由引理 5.3, µAU1
|µA, µAU2

|µA.

于是 p|µA. 又因为 µAU1
|p, µAU2

|p, 所以 p(AU1) = O 和
p(AU2) = O (引理 4.3). 于是

p(A) =

p(A1) O

O p(A2)

 =

O O

O O

 .

由此和引理 4.3, µA|p. 再利用首一性得出 p = µA. □

例 5.8 设

A =

1 0

0 0

 .
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计算 µA.

解. 由上述引理 µA = lcm(µ(1), µ(0)) = lcm(t − 1, t) =

(t− 1)t. □

例 5.9 设A ∈ L(V )满足 ker(A)⊕im(A) = V . 设 e1, . . . , er

是 im(A) 的一组基, er+1, . . . , en 是 ker(A) 的一组基. 则

e1, . . . , er, er+1, . . . , en是V 的一组基.因为 im(A)和 ker(A)

都是A-子空间, 且A(ej) = 0, j = r+ 1, r+ 2, . . . , n, 所以

A在该基底下的矩阵是

A =

B O

O O

 ,

其中 B ∈ Mr(F ) 满秩. 当 r = n 时, B = A. 否则,

µA = lcm(µB, t).

定理 5.10 设A ∈ L(V ), U1, . . . , Uk是非平凡A-子空间满

足 V = U1 ⊕ · · · ⊕ Uk. 设 Zi是 Ui的一组基, i = 1, . . . , k.

则 A在 V 的基底 Z1 ∪ · · · ∪ Zk 下的矩阵

A =


A1 O · · · O

O A2 · · · O
... ... . . . ...

O O · · · Ak

 ,

其中 Ai是 AUi
在 Zi下的矩阵, i = 1, 2, . . . , k. 进而, µA =

lcm(µAU1
, . . . , µAUk

).
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证明. 对 k归纳. 当 k = 1时, 定理显然成立. 设 k > 1且

k−1时定理成立. 设W = U1⊕· · ·⊕Uk−1. 则 V = W ⊕Uk,

Y = Z1∪· · ·∪Zk−1是W 的基.由引理 5.7,A在基底W∪Zk

下的矩阵是

A =

B O

O Ak

 ,

其中 B 是 AW 在 Y 下的矩阵, Ak 是 AUk
在 Zk 下的矩阵,

且 µA = lcm(µAW
, µAUk

).

对AW , W , U1, . . . , Uk−1用归纳假设得

B =


A1 O · · · O

O A2 · · · O
... ... . . . ...

O O · · · Ak−1

 ,

其中 Ai 是 AUi
在 Zi 下的矩阵, i = 1, 2, . . . , k − 1. 进而,

µAW
= lcm(µAU1

, . . . , µAUk−1
).于是, A是所要求的形式. 注

意到

lcm
(
µAU1

, . . . , µAUk

)
= lcm

(
lcm

(
µAU1

, . . . , µAUk−1

)
, µAUk

)
= lcm(µAW

, µAUk
) = µA. □

定理 5.11 (核核分解定理之极小多项式版) 设A ∈ L(V ),

µA = pm1
1 · · · pms

s , 其中 p1, . . . , ps ∈ F [t] \F , 不可约且两两
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互素, m1, . . . ,ms ∈ Z+. 令

Ki = ker(pmi
i (A)), i = 1, 2, . . . , s.

则

V = K1 ⊕ · · · ⊕Ks,

且 A|Ki
的极小多项式是 pmi

i , i = 1, . . . , s.

证明. 因为 pm1
1 , . . . , pms

s 两个互素,所以第一章第二讲定理

2.13(扩展的核核分解定理)蕴含

V = K1 ⊕ · · · ⊕Ks.

设 Ai = A|Ki
. 因为对任意 v ∈ Ki, p

mi
i (vi) = 0. 所以 Ai

的极小多项式 µi整除 pmi
i (引理 3.2). 因为 pi不可约, 所以

µi = pkii , 其中 1 ≤ ki ≤ mi. 由定理 5.10可知,

µA = lcm
(
pk11 , . . . , p

ks
s

)
.

根据第二周讲义命题 5.26及其证明可知,

µA = pk11 · · · pkss .

由多项式不可约分解的唯一性得出 ki = mi, i = 1, . . . , s.

定义 5.12 设 A ∈ L(V ),v ∈ V, f (t) ∈ F [t]. 如果

f (A)(v) = 0,
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则称 f (t)是通过 A零化 v的多项式. 非零、次数最小的

通过 A 零化 v 的多项式称为通过 A 零化 v 的极小多项

式. 该极小多项式记为 µA,v, 它通常是首一的.

注意到 µA(A)(v) = O(v) = 0. 于是, µA,v 存在. 设

f (A)(v) = 0. 由多项式带余除法可知

f (t) = q(t)µA,v(t) + r(t),

其中 q, r ∈ F [t], deg(r) < deg(µA,v). 带入 A 得 O =

q(A)µA,v(A) + r(A). 两侧同时作用在 v上得到

0 = q(A)µA,v(A)(v) + r(A)(v) = 0 + r(A)(v).

于是, r(A)(v) = 0. 因为 deg(r) < deg(µA,v), 所以 r(t) = 0.

由此得出 µA,v|f . 特别地, µA,v|µA.

命题 5.13 (科斯特利金第二卷第56页习题 9)设A ∈ L(V ).

则存在 v ∈ V 使得 µA,v = µA.

证明. 先设 µA = pk, 其中 p ∈ F [t]不可约和首一. 因为

µA,v|µA且 p不可约, 所以 µA,v = pmv, 其中 1 ≤ mv ≤ k.

假设不存在 v使得mv = k. 则对任意 v ∈ V , mv ≤ k − 1.

于是 pk−1 = qvµA,v, 其中 qv ∈ F [t]. 我们有

pk−1(A) = qv(A)µA,v(A)

⇒ pk−1(A)(v) = qv(A)µA,v(A)(v)

= qv(A) (µA,v(A)(v)) = 0.
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由 v的任意性得出 pk−1(A) = O. 矛盾. 故当 µA = pk 时,

结论成立.

下面考虑一般情形. 设µA = pm1
1 · · · pms

s ,其中 p1, . . . , ps ∈
F [t] \ F , 不可约且两两互素, m1, . . . ,ms ∈ Z+. 令

Ki = ker(pmi
i (A)),Ai = A|ki, µi = µAi

, i = 1, 2, . . . , s.

由定理 5.11,

V = K1 ⊕ · · · ⊕Ks

且 µi = pmi
i . 由上述证明可知存在 vi ∈ Ki使得 µAi,vi = µi,

i = 1, 2, . . . , s.

令 v = v1 + · · · + vs. 则,

0 = µA,v(A)(v) = µA,v(A)(v1) + · · · + µA,v(A)(vs).

因为 V = K1 ⊕ · · · ⊕Ks, 且每个 Ki都是 A不变的, 所以

µA,v(A)(vi) ∈ Ki. 由直和的基本性质(见第一章第一讲定

理 1.11 (ii)), µA,v(A)(vi) = 0. 于是, µAi,vi|µA,v. 由此可知,

µAi
|µA,v, i = 1, 2, . . . , s. 从而 µA = lcm(µA1, . . . , µAs)|µA,v.

又因为 µA,v|µA. 我们有 µA = µA,v. □
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