
第二章 线性算子

6 不可分子空间

定义 6.1 设A ∈ L(V ), U 是A-子空间. 如果 U 不能写成

两个非零的 A-子空间的直和, 则称 U 是 A-不可分的.

命题 6.2 设 A ∈ L(V ). 则 V 是有限个 A-不可分子空间

的直和.

证明. 设 n = dim(V ). 我们对 n归纳. 当 n = 1时, V 本身

是 A不可分的. 定理显然成立. 设 n > 1且当空间维数

小于 n时定理成立. 如果 V 是 A不可分的, 则定理成立.

否则存在两个非零 A-子空间 U,W 使得 V = U ⊕ W . 则

dim(U)和 dim(W )的维数都小于 n. 由归纳假设,

U = U1 ⊕ · · · ⊕ Uk,

其中 Ui 是 AU 不可分的, 从而也是 A 不可分的. 同样,

W = W1 ⊕ · · · ⊕Wℓ, 其中Wj 是 AW 不可分的, 从而也是

A不可分的. 于是

V = U ⊕W = U1 ⊕ · · · ⊕ Uk ⊕W1 ⊕ · · · ⊕Wℓ. □
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7 特征向量和特征多项式

在本节中, V 是域 F 上的有限维线性空间且 dim(V )>0.

7.1 特征向量

定义 7.1 设 A ∈ L(V ), v ∈ V \ {0}. 如果 ⟨v⟩是 A子空
间, 则称 v是 A的一个特征向量 (eigenvector).

命题 7.2 设 A ∈ L(V ), v ∈ V \ {0}. 则下列结论等价:

(i) v是 A的特征向量;

(ii) A(v) ∈ ⟨v⟩;

(iii) 存在 λ ∈ F 使得 A(v) = λv.

证明. (i) =⇒ (ii) 显然.

(ii) =⇒ (iii) 因为 A(v) ∈ ⟨v⟩, 所以存在 λ ∈ F 使得

A(v) = λv.

(iii) =⇒ (i) 设 x ∈ ⟨v⟩. 则存在 α ∈ F 使得 x = αv.

于是,

A(x) = A(αv) = αA(v) = αλv ∈ ⟨v⟩ =⇒ ⟨v⟩是A不变的. □

从上述命题可知 v是 A特征向量当且仅当存在 λ ∈
F 使得A(v) = λv. 我们称 λ是关于特征向量 v的特征值
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(eigenvalue). 简称 A的特征根. 反之, 设 λ ∈ F 是 A的特
征值. 令

V λ = {x ∈ V | A(x) = λx}

称为A关于 λ的特征子空间(eigenspace). 下面我们来验证

V λ是A-子空间.

设 α, β ∈ F , x,y ∈ V λ. 则

A(αx+βy) = αA(x)+βA(y) = αλx+βλy = λ(αx+βy).

由此可知 αx + βy ∈ V λ. 即 V λ是子空间. 因为

A(x) = λx ∈ V λ,

所以 V λ是A不变的.

例 7.3 设D是 R[x](n)中的导数算子. 求D所有特征值和
特征向量.

解. 设 f = fdx
d + · · ·+ f1x+ f0, 其中 fd, . . . , f1, f0 ∈ R且

fd ̸= 0. 如果 D(f ) = λf , 其中 λ ∈ R. 则

dfdx
d−1 + · · · + f1 = λ(fdx

d + · · · + f1x + f0).

上式成立当且仅当 λ = 0且 d = 0. 于是, f 是D的特征向
量当且仅当 f ∈ R \ {0}. 这些特征向量对应的特征值是
0. 而 V 0 = R. □
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当我们把矩阵 A ∈ Mn(F )看成 L(F n)中由 A(x) = Ax定

义得线性算子时, 我们同样有矩阵 A的特征向量, 特征值

和特征子空间的概念.

命题 7.4 设 A ∈ L(V ), A ∈ Mn(F ) 是 A 在 V 的基底

e1, . . . , en下的矩阵. 设v = v1e1+· · ·+vnen,其中 v1, . . . , vn ∈
F 不全为零. 则 v是 A的特征向量当且仅当 (v1, . . . , vn)

t

是 A的特征向量. 此时 v和 (v1, . . . , vn)
t对应的特征值相

同.

证明. 设A(v) = λv, 其中 λ ∈ F . 则

λ(e1, . . . , en)(v1, . . . ,vn)
t = (e1, . . . , en)A(v1, . . . ,vn)

t.

对上式取坐标得

λ(v1, . . . ,vn)
t = A(v1, . . . ,vn)

t.

即 (v1, . . . ,vn)
t是 A关于特征值 λ得特征向量. 上述过程

项然可以反转. □

例 7.5 求数乘矩阵的特征向量和特征值.

解. 设 A = λE, 其中 λ ∈ F . 则对任意 x ∈ F n,

Ax = λEx = λx.

于是, 任何 F n 中的非零向量都是 A的特征向量, 它们对

应的特征值都是 λ. 进而, V λ = F n. □
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例 7.6 设 A ∈ L(V )且 ker(A) ̸= {0}. 证明: 0是 A的特
征值且 V 0 = ker(A).

证明. 设 v ∈ ker(A) \ {0}. 则 A(v) = 0 = 0v. 于是, 0

是 A 的特征值. 设 x ∈ ker(A). 则 A(x) = 0x = 0. 即

x ∈ ker(A). 反之, 设 y ∈ V 0. 则 A(y) = 0y = 0. 于是

y ∈ ker(A). 由此得出 V 0 = ker(A). □

7.2 特征多项式

设 A ∈ L(V ), e1, . . . , en是 V 的一组基, A在该基下的矩
阵等于A. 设 x = x1e1+ · · ·+xnen,其中 x1, . . . , xn ∈ F 不

全等于零. 则 x是 A的特征向量当且仅当存在 λ ∈ F 使

得A(x) = λx, 即

λ


x1
...

xn

 = A


x1
...

xn

 ⇐⇒ (λE − A)


x1
...

xn

 =


0
...

0

 .

由此推出 x是A的特征向量蕴含 det(λE − A) = 0.

设 χA(t) = det(tE − A) ∈ F [t]. 则 x是A的特征向量
蕴含着它对应的特征值 λ是 χA(t)的根.反之,设 λ ∈ F 是

χA(t)的根. 则方程组

(λE − A)


x1
...

xn

 =


0
...

0


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由非零解 (α1, . . . , αn). 于是, v = α1e1 + · · · + αnen满足

A(v) = λv. 由此推出 λ ∈ F 是 χA(t)的根当且仅当 λ是

A的特征值.

定义 7.7 设 A ∈ Mn(F ), t是 F 上的未定元. 多项式

det(tE − A) ∈ F [t]

称为 A的特征多项式, 记为 χA(t).

6


