
第三章 内积空间

1.2 长度、距离、角度和正交

定义 1.9 设 V 是欧式空间, x ∈ V . 称
√

(x|x)是 x的长

度, 记为 ∥x∥. 再设 y ∈ V . 则 ∥x−y∥称为 x到 y之间的

距离.

由内积的正定性可知, ∥x∥是良定义的且 ∥x∥ = 0当且仅

当 x = 0. 从而, x = y等且仅当 ∥x− y∥ = 0. 由双线性可

知 ∥x∥ = ∥ − x∥. 从而, ∥x− y∥ = ∥y − x∥.

定理 1.10 设 x,y ∈ V . 则 |(x|y)| ≤ ∥x∥∥y∥ (Cauchy-

Bunyakovsky不等式). 特别地, |(x|y)| = ∥x∥∥y∥当且仅
当 x,y线性相关.

证明. 当 x = 0或 y = 0时定理中的结论显然成立. 设

y ̸= 0和 λ是任意实数. 则 (x+ λy|x+ λy) ≥ 0. 利用双线

性性和对称性得

(x + λy|x + λy) = (y|y)λ2 + 2(x|y)λ + (x|x) ≥ 0.

于是, ∆ := 4(x|y)2 − 4(y|y)(x|y) ≤ 0. 由此得出

(x|y)2 ≤ (x|x)(y|y) =⇒ |(x|y)| ≤ ∥x∥∥y∥.
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注意到 |(x|y)| = ∥x∥∥y∥当且仅当 ∆ = 0当且仅当存

在 λ ∈ R使得
(x + λy|x + λy) = 0.

这结论等价于 x + λy = 0 (内积正定性). 在 y ̸= 0得条件

下, 上述结论等价于 x和 y线性相关. □

例 1.11 在标准欧式空间中, Cauchy-Bunyakovsky不等式

是对任意 x1, . . . , xn, y1, . . . , yn∈R

|x1y1 + · · · + xnyn| ≤
√

x21 + · · · + x2n

√
y21 + · · · + y2n.

在上一讲例 1.2定义的矩阵欧式空间中, Cauchy-Bunyakovsky

不等式是对任意 A,B ∈ Mn(R),

|tr(AtB)| ≤
√

tr(AtA)
√
tr(BtB).

在上一讲例 1.3定义的多项式欧式空间中, Cauchy-Bunyakovsky

不等式是对任意 f, g ∈ R[x](n),

|
∫ b

a

f (x)g(x)dx| ≤

√∫ b

a

f (x)2dx

√∫ b

a

g(x)2dx.

设 x,y ∈ V , 且存在 α ∈ R使得 x = αy或 y = αx.

则称 x,y平行. 如果 α ≥ 0,则称 x,y同向.如果 α ≤ 0,则

称 x,y反向. 有时也称 0是迷向的.

推论 1.12 设 x,y ∈ V . 则 ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥. 等式成
立等且仅当 x和 y同向.
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证明. 我们计算

∥x + y∥2 = (x + y|x + y) (长度的定义)

= (x|x) + 2(x|y) + (y|y) (双线性和对称性)

= ∥x∥2 + 2(x|y) + ∥y∥2 (长度的定义)

≤ ∥x∥2 + 2∥x∥∥y∥ + ∥y∥2 (Cauchy-Bunyakovsky)

= (∥x∥ + ∥y∥)2.

于是, ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥.
下面验证等式成立的充要条件. 不妨设 y ̸= 0. 由上

面计算可知等式成立当且仅当 (x|y) = ∥x∥∥y∥. 根据定理
1.10, 此时存在 α ∈ R使得 x = αy. 于是, (x|y) = ∥x∥∥y∥
等价于 (αy|y) = ∥αy∥∥y∥, 即 α∥y∥2 = |α|∥y∥2. 换言之,

α = |α|. 即 x,y同向. □

设 x ∈ V \ {0}. 如果 ∥x∥ = 1,则称 x是单位向量. 设

v ∈ V \ {0}. 则 v/∥v∥是与 v同向的单位向量, 称为 v的

单位化向量.

定义 1.13 设 x,y ∈ V \ {0}. 称

arccos

(
(x|y)

∥x∥∥y∥

)
是 x,y的夹角.

根据 Cauchy-Bunyakovsky不等式, 夹角是良定义的. 它的

通常取值范围是 [0, π].
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定义 1.14 设 x,y ∈ V. 如果 (x|y) = 0, 则称 x和 y正交,

记为 x⊥y.

零向量与任何向量都正交.

引理 1.15 设 x,x1, . . . ,xk ∈ V , 其中 x1, . . . ,xk 非零.

(i) x⊥x ⇐⇒ x = 0.

(ii) 如果 x1, . . . ,xk 两两正交, 则它们线性无关.

证明. (i) 注意到

(x|x) = 0 ⇐⇒ ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0.

(ii) 因为对任意 i, j ∈ {1, 2, . . . , k}满足 i ̸= j, 我们有

(xi,xj) = 0,所以G(x1, . . . ,xk) = diag((x1|x1), . . . , (xk|xk)).

因为对任意 i ∈ {1, 2, . . . , k}, (xi|xi) ̸= 0, 所以

rank(G(x1, . . . ,xk)) = k.

根据上一讲命题 1.7, x1, . . . ,xk线性无关. □

例 1.16 (勾股定理) 设 x,y ∈ V . 证明 x⊥y当且仅当

∥x + y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2.

证明. 因为 ∥x + y∥2 = ∥x∥2 + 2(x|y) + ∥y∥2, 所以

∥x + y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2

当且仅当 (x|y) = 0, 即 x⊥y. □
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1.3 单位正交基

设 dim(V ) = n, e1, . . . , en是 V 中两两正交的单位向量. 称

为 V 的一组单位正交基. 根据第三章第一讲引理 1.15 (ii),

e1, . . . , en是 V 的一组基.

例 1.17 在标准欧式空间 Rn中, 标准基 e1, . . . , en是一组

标准正交基. 在 R2中,

u = (cos(θ), sin(θ))t, v = (− sin(θ), cos(θ))

是一组标准正交基.

定理 1.18 (Gram-Schmidt 正交化) 设 v1, . . . ,vk ∈ V 线

性无关. 则存在两两正交的单位向量 ϵ1, . . . , ϵk 使得

⟨v1, . . . ,vi⟩ = ⟨ϵ1, . . . , ϵi⟩,

i = 1, 2, . . . , k. 特别地, V 有单位正交基.

证明. 对 k归纳. 当 k = 1时, 取 ϵ1为 v1的单位化向量即

可. 设存在两两正交的单位向量 ϵ1, . . . , ϵi−1使得

⟨v1, . . . ,vi−1⟩ = ⟨ϵ1, . . . , ϵi−1⟩.

令

ϵ′i = vi − (vi|ϵ1)ϵ1 − · · · − (vi|ϵi−1)ϵi−1. (1)
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我们先来验证

⟨v1, . . . ,vi−1,vi⟩︸ ︷︷ ︸
Vi

= ⟨ϵ1, . . . , ϵi−1, ϵ
′
i⟩︸ ︷︷ ︸

W ′
i

. (2)

根据 (1), vi ∈ W ′
i . 而归纳假设蕴含 v1, . . . ,vi−1 ∈ W ′

i . 故

Vi ⊂ W ′
i . 反之，归纳假设蕴含 ⟨ϵ1, . . . , ϵi−1⟩ ⊂ Vi, 而 (1)

蕴含 ϵ′i ∈ ⟨ϵ1, . . . , ϵi−1,vi⟩. 故 ϵ′i ∈ Vi. 由此得出W ′
i ⊂ Vi.

等式 (2)成立. 特别地，我们有 dim(W ′
i ) = i. 故 ϵ′i ̸= 0.

我们利用 (1)计算得：

(ϵ′i|ϵj) = (vi|ϵj)−
k−1∑
ℓ=1

(vk|ϵℓ)(ϵℓ|ϵj) = (vi|ϵj)− (vi|ϵj) = 0.

故 ϵ′i与 ϵj正交. 令 ϵi是 ϵ′i的单位化向量. 则 ϵ1, . . . , ϵi−1, ϵi

是两两正交的单位向量. 根据 (2), ⟨v1, . . . ,vi⟩=⟨ϵ1, . . . , ϵi⟩.
□

例 1.19 设 R4是标准欧式空间,

u1 =


1

0

1

0

 , u2 =


0

−1

1

−1

 , u3 =


1

1

1

1

 .

计算子空间 U = ⟨u1,u2,u3⟩的一组单位正交基.

解. 由 Gram-Schmidt正交化得

ϵ1 =
u1

∥u1∥
=

1√
2
u1.

6



ϵ′2 = u2−(u2|ϵ1)ϵ1 = u2−∥u1∥−2(u2|u1)u1 = u2−
1

2
u1 =


−1

2

−1

1
2

−1

 .

ϵ2 =
ϵ′2
∥ϵ2∥

=
1√
10


−1

−2

1

−2

 .

ϵ′3 = u3 − (u3|ϵ1)ϵ1 − (u3|ϵ2)ϵ2 =
1

5


−2

1

2

1

 .

ϵ3 =
1√
10


−2

1

2

1

 .

于是, U 得一组单位正交基是 ϵ1, ϵ2, ϵ3. □

命题 1.20 设 V 的一组单位正交基是 e1, . . . , en, x,y ∈ V

在这组基下的坐标分别是 (x1, . . . , xn)
t和 (y1, . . . , yn)

t. 则

(x|y) = x1y1 + · · · + xnyn.
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证明. 因为G(e1, . . . , en) = En,所以第三章第一讲命题 1.7

蕴含结论. □

命题 1.21 设 V 的一组单位正交基是 e1, . . . , en, x ∈ V .

则 x在该基下的第 i个坐标分量是 (x|ei), i = 1, 2, . . . , n.

证明. 设 x在 e1, . . . , en下的坐标是 (x1, . . . , xn)
t. 则

(x|ei) =

 n∑
j=1

xjej|ei

 =

n∑
j=1

xj(ej|ei) =
n∑

j=1

xjδj,i = xi. □

例 1.22 设 V 和W 是两个 n-维欧氏空间, 其中的内积分

别记为 ( | )V 和 ( | )W . 则存在线性同构 ϕ : V −→ W 满足

对任意 x,y ∈ V ,

(x|y)V = (ϕ(y)|ϕ(y))W .

证明. 设 e1, . . . , en 是 V 的一组单位正交基, 而 ϵ1, . . . , ϵn

是W 的一组单位正交基. 则存在线性映射 ϕ使得 ϕ(ei) =

ϵi, i = 1, 2, . . . , n. (第一章第二讲定理 4.11). 进而, ϕ

是线性同构(第一章第二讲定理 4.12 的证明). 设 x =

x1e1 + · · ·+ xnen和 y = y1e1 + · · ·+ ynen. 根据命题 1.20,

(x|y)V = x1y1 + · · · + xnyn.

因为 ϕ(x) = x1ϵ1 + · · · + xnϵn 和 ϕ(y) = y1ϵ1 + · · · + ynϵn,

所以命题 1.20蕴含

(ϕ(x)|ϕ(y))W = x1y1 + · · · + xnyn.
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我们有 (x|y)V = (ϕ(x)|ϕ(y))W . □

2 正交补

定义 2.1 设 U1, U2⊂V 是子空间. 如果对于任意的 u1∈U1

和 u2∈U2我们有 u1⊥u2, 则称 U1和 U2正交, 记为 U1⊥U2.

记号. 设 x ∈ V 且 S ⊂ V . 如果 x与 S 中元素都正交, 则

记为 x⊥S.

定理 2.2 设 U⊂V 是子空间. 令 U⊥:={x∈V |x⊥U}. 则

(i) U⊥是子空间且 U⊥U⊥;

(ii) V = U ⊕ U⊥ (称 U⊥是 U 的正交补).

(iii) (U⊥)⊥ = U .

证明. (i) 设 x,y ∈ U⊥和 α, β ∈ R. 则对任意 u ∈ U ,

(αx + βy|u) = α(x|u) + β(y|u) = 0.

于是, (αx+ βy)⊥u. 我们得到 αx+ βy ∈ U⊥. 由 U⊥的定

义可知, U⊥U⊥.

(ii) 设 x ∈ U ∩ U⊥. 则 x⊥x = 0. 于是, x = 0 (第三章

第一讲引理 1.15 (i)). 我们只要证明 V = U + U⊥即可. 如

果 U = {0}, 则 U⊥ = V . 结论显然成立. 设 U ̸= {0}. 根
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据定理 1.18, U 有单位正交基.设其为 {e1, . . . , ed}. 对任意
向量 x ∈ V , 令

y = (x|e1)e1 + · · · + (x|ed)ed

和 z = x − y. 因为 y ∈ U , 所以我们只要证明 z ∈ U⊥即

可. 设 u是 U 中任意向量. 则存在 α1, . . . , αd ∈ R, 使得
u = α1e1 + · · · + αded. 于是,

(z|u) = (x−y|u) = (x|u)−(y|u) =
d∑

i=1

αi(x|ei)−
d∑

i=1

αi(x|ei) = 0.

(iii) 由正交补得定义可知 U ⊂ (U⊥)⊥. 根据 (ii),

V = U ⊕ U⊥ = U⊥ ⊕ (U⊥)⊥.

于是, dim(U) = dim((U⊥)⊥) (第一章第二讲命题 4.16). 根

据第一章第二讲命题 4.15 (i), 我们得到 U = (U⊥)⊥. □

推论 2.3 设 e1, . . . , ed是V 中的单位正交向量. 则 e1, . . . , ed

可扩充为 V 的一组单位正交基.

证明. 设 U = ⟨e1, . . . , ed⟩. 则 U⊥ 有一组单位正交基

ed+1, . . . , en. 根据定理 2.2, e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en是 V 的

一组单位正交基. □

例 2.4 设标准欧式空间R3的标准基是 e1, e2, e3. 则 ⟨e1⟩⊥ =

⟨e2, e3⟩.
⟨e1⟩⊥⊥ = ⟨e2, e3⟩⊥ = ⟨e1⟩. □
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例 2.5 设 R4是标准欧式空间,

u1 =


1

0

1

0

 , u2 =


0

−1

1

−1

 , u2 =


1

1

1

1

 .

计算子空间 ⟨u1,u2,u3⟩⊥的一组基.

解. 注意到 x = (x1, x2, x3)
t ∈ ⟨u1,u2,u3⟩⊥ 当且仅当

(x|u1) = (x|u2) = (x|u3) = 0. 即

(ut
1,u

t
2,u

t
3)x = 0 ⇐⇒


1 0 1 0

0 −1 1 −1

1 1 1 1



x1

x2

x3

x4

 =


0

0

0

0

 .

换言之, ⟨u1,u2,u3⟩⊥ 是上述方程组的解空间. 直接计算

该解空间的基是 (0, 1, 0,−1)t. □

例 2.6 设标准欧式空间 R3中子空间 U 是方程组 x1 + x2 − x3 = 0

2x1 + 3x2 = 0

的解空间. 求 U⊥的一组基.

解. 上述方程组的系数矩阵

A =

1 1 −1

2 3 0

 .
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由方程组可知 A⃗t
1, A⃗

t
2 ∈ U⊥. 因为 rank(A) + dim(U) = 3,

所以 U⊥ = ⟨A⃗t
1, A⃗

t
2⟩. (定理 2.2). 因为 rank(A) = 2, 所以

U⊥的一组基是 A⃗t
1, A⃗

t
2. □

3 正交投影

设 x ∈ V , W 是 V 的子空间, πW 是关于直和分解 V =

W ⊕ W⊥ 从 V 到W 的投影. 则 πW (x)称为 x在W 中的

正交投影.

命题 3.1 利用上面的记号,

(i) 设 y ∈ W . 则 y 是 x在 W 中的正交投影当且仅当

(x− y)⊥W .

(ii) 设 y是 x在W 中的投影. 则对任意 w ∈ W ,

∥x− y∥ ≤ ∥x−w∥.

证明. (i)设 πW⊥是从 V 到W⊥关于直和 V = W ⊕W⊥的

投影. 如果 y = πW (x). 则

x = y+πW⊥(x) =⇒ x−y = πW⊥(x) ∈ W⊥ =⇒ (x−y)⊥W.

反之,设 z := x−y ∈ W⊥. 则 x = y+z = πW (x)+πW⊥(x).

根据 x在直和分解 V = W ⊕ W⊥分解中的唯一性, 我们

12



有 y = πW (x)和 z = πW⊥(x). 特别地, y是 x在W 中的正

交投影. (ii) 注意到 x − w = (x − y) + (y − w). 由 (i)和

y −w ∈ W 可知, (x− y)⊥(y −w). 再利用勾股定理得到

∥x−w∥2 = ∥x− y∥2 + ∥y −w∥2 ≥ ∥x− y∥2.

故 ∥x− y∥ ≤ ∥x−w∥. □
根据上述命题 (ii), 我们把 ∥x − πW (x)∥称为 x到W

的距离, 记为 d(x,W ).

定理 3.2 设 x ∈ V , W 是 V 的子空间, w1, . . . ,wd 是 W

的一组基. 则

d(x,W )2 =
det(G(x,w1, . . . ,wd))

det(G(w1, . . . ,wd))
.

证明. 因为 x = πW (x) + πW⊥(x), 所以

det(G(x,w1, . . . ,wd)) = ||πW⊥(x)||2 det(G(w1, . . . ,wd)).

(3)

验证过程详见注 3.3. 故

det(G(x,w1, . . . ,wd)) = d(x,W )2 det(G(w1, . . . ,wd)). □

注解 3.3 上述证明中 (3)的推导过程如下:
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设 y = πW (x)和 z = πW⊥(x). 则

det(G(x,w1, . . . ,wd)) = det(G(y + z,w1, . . . ,wd))

=det


(y + z|y + z) (y + z|w1) . . . (y + z|wd)

(w1|y + z) (w1|w1) . . . (w1|wd)
...

... . . . ...

(wd|y + z) (wd|w1) . . . (wd|wd)



=det


(y + z|y) (y + z|w1) . . . (y + z|wd)

(w1|y) (w1|w1) . . . (w1|wd)
...

... . . . ...

(wd|y) (wd|w1) . . . (wd|wd)



+det


(y + z|z) (y + z|w1) . . . (y + z|wd)

(w1|z) (w1|w1) . . . (w1|wd)
...

... . . . ...

(wd|z) (wd|w1) . . . (wd|wd)



=det


(y|y) (y|w1) . . . (y|wd)

(w1|y) (w1|w1) . . . (w1|wd)
...

... . . . ...

(wd|y) (wd|w1) . . . (wd|wd)


︸ ︷︷ ︸

D1

+det


(z|y) (z|w1) . . . (z|wd)

(w1|y) (w1|w1) . . . (w1|wd)
...

... . . . ...

(wd|y) (wd|w1) . . . (wd|wd)


︸ ︷︷ ︸

D2

+det


(y|z) (y|w1) . . . (y|wd)

(w1|z) (w1|w1) . . . (w1|wd)
...

... . . . ...

(wd|z) (wd|w1) . . . (wd|wd)


︸ ︷︷ ︸

D3

+det


(z|z) (z|w1) . . . (z|wd)

(w1|z) (w1|w1) . . . (w1|wd)
...

... . . . ...

(wd|z) (wd|w1) . . . (wd|wd)


︸ ︷︷ ︸

D4

因为 y ∈ W , 所以 y,w1, . . . ,wd 线性相关. 由上一讲命

题 1.7, D1 = 0. 因为 z⊥W 且 y ∈ W , 所以 D2 的第一行

中的元素(蓝色部分)都是零. 于是, D2 = 0. 同理, D3 的
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第一列中的元素(蓝色部分)都是零. 故 D3 = 0. 我们得到

det(G(x,w1, . . . ,wd)) = D4.

在根据 z⊥W , D4中的红色部分都是零. 即

D4 = (z|z)G(w1,wd) = d(x,W )2G(w1,wd).

注解 3.4 设 v1, . . . ,vn是 V 的一组基. 我们说明

Pn =
√
det(G(v1, . . . ,vn))

代表 v1, . . . ,vn构成的平行多面体的体积.

当 n = 1时, P1 =
√

(v1|v1) = ∥v1∥.
当 n = 2时, 由定理 3.2可知, P 2

2 = d(v1, ⟨v2⟩)2∥v1∥2.
于是, G(v1,v2)是 v1,v2构成的平行四边形的面积的平方.

对于 n > 2的情形, 定理 3.2蕴含,

P 2
n = d(v1, ⟨v2, . . . ,vn⟩)2G(v2, . . . ,vn)

2.

注意到 G(v1, . . . ,vn) = (v1, . . . ,vn)
t(v1, . . . ,vn), 其中 vi

理解为该向量在 V 的一组单位正交基下的坐标. 于是,

Pn = | det(v1, . . . ,vn)|.

故 Rn中 n个线性无关列向量构成的行列式可以理解为这

些向量组成的平行多面体的“有向体积”.

15



在本节的最后, 我们简单地介绍最小二乘法 (the least

square method). 我们把 Rn看作标准欧式空间.

设 A ∈ Rm×n, b ∈ Rm和 x = (x1, . . . , xn). 考虑线性

方程组,

Ax = b. (4)

设 b在 Vc(A)中的正交投影是 v=α1A⃗
(1)+ · · ·+αnA⃗

(n). 则

(α1, . . . , αn)
t.

称为 (4)的一个最小平方解.

注意到 (4)有解当且仅当 b ∈ Vc(A). 此时 v = b. 故

每个 (4)的最小平方解都是 (4)的解, 反之亦然. 当 A列满

秩时, (4)的最小平方解是唯一的.

注解 3.5 计算最小二乘解的一种方法如下: 设 b在 Vc(A)

上的正交投影是

v = α1A⃗
(1) + · · · + αnA⃗

(n),

其中 α1, . . . , αn ∈ R待定. 则

(b− v)⊥A⃗(j), j = 1, 2, . . . , n.

即 (
b− v|A⃗(j)

)
= 0, j = 1, 2, . . . , n.
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转换方程组得

G
(
A⃗(1), . . . , A⃗(n)

)
α1

...

αn

 =


(
A⃗(1)|b

)
...(

A⃗(n)|b
)
 .

故最小平凡解 (α1, . . . , αn)
t唯一当且仅当 rank(A) = n.

例 3.6 设 x代表某种杂质, y代表产品的成品率. 已知

y = a x%+ b.

根据下列实验数据

x% 3.6 3.7 3.8 4.0 4.1 4.2

y 1.0 0.9 0.9 0.6 0.56 0.35

求 a, b.

解. a, b满足的方程组是

3.6a + b = 1.0

3.7a + b = 0.9

3.8a + b = 0.9

4.0a + b = 0.6

4.1a + b = 0.56

4.2a + b = 0.35

该方程组无解. 计算其最小平方解得到 a= − 1.05, b=4.81.

故 y = −1.05x%+ 4.81.
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4 正交矩阵与正交等价

设欧式空间 V 由两组单位正交基 e1, . . . , en 和 ϵ1, . . . , ϵn,

矩阵 P ∈ GLn(R)满足 (ϵ1, . . . , ϵn) = (e1, . . . , en)P. 则对任

意 i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, 我们有

δi,j = (ϵi|ϵj) = ((e1, . . . , en)P⃗
(i)|(e1, . . . , en)P⃗ (j)) = (P⃗ (i))tP⃗ (j).

由此得出 P tP = E, 进而 PP t = E.

定义 4.1 设 P ∈ GLn(R). 如果 P t = P−1, 则称 P 是正交

矩阵. 所有 n阶正交矩阵的集合记为 On(R).

显然, E是正交矩阵.

命题 4.2 集合 On(R)是 GLn(R)的子群.

证明. 根据第一学期第四章第一讲命题 2.24, 只要证明对

任意 P,Q∈On(R), PQ−1∈On(R). 我们计算

(PQ−1)t(PQ−1) = (Q−1)tP tPQ−1 = (Qt)tQ−1 = QQ−1 = E.

于是, (PQ−1)t = (PQ−1)−1. □

命题 4.3 (i) 如果 P ∈ On(R), 则 det(P ) = ±1.

(ii) P ∈ On(R)当且仅当 P 的列向量是标准欧式空间 Rn

中的一组单位正交基.
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(iii) P ∈ On(R) 当且仅当 P 的行向量是标准欧式空间

R1×n中的一组单位正交基.

证明. (i) 因为 P tP = 1, 所以 det(P tP ) = 1. 于是,

det(P t) det(P ) = det(P )2 = 1.

故 det(P ) = ±1.

(ii) 对任意 i, j ∈ {1, . . . , n},

(P⃗ i|P⃗ j) = δi,j ⇐⇒ (P⃗ i)tP⃗ j = δi,j ⇐⇒ P tP = 1.

(iii) 考虑矩阵 P t即可. □

例 4.4 证明: P ∈ O2(R)当且仅当存在 θ使得

P =

cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

 或 P =

cos(θ) sin(θ)

sin(θ) − cos(θ)

 .

证明. 设

P =

a b

c d


是正交矩阵. 由命题 4.3 (ii) 可知, a2 + c2 = 1 可知. 我

们不妨设 a = cos(θ). 则 c = ± sin(θ). 由命题 4.3 (iii)可

知, a2 + b2 = 1. 于是, b = ± sin(θ). 同理 c2 + d2 = 1得出

d = ± cos(θ).
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情形 1. c = sin(θ), b = − sin(θ). 由 ab + cd = 0 得出

d = cos(θ). 此时

P =

cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

 .

情形 2. c = sin(θ), b = sin(θ). 由 ab + cd = 0 得出 d =

− cos(θ). 此时

P =

cos(θ) sin(θ)

sin(θ) − cos(θ)

 .

其它情形可在上述情形中把 θ换为 −θ得到. □
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