
第 ⼗ 次 习题 课
,

矩阵的初等等价
,
矩阵求逆

、
矩阵分块

复习知识 :

1
. 矩阵的初等等价

定理 8 .2 设 A.BE 112以
"

、

则 A~eBC-ranklAT.mn/2113) 。

啊 初等矩阵
: Fii.Fi.i.FI

"的

打洞 引理 设 此⼼"

.
则 存在 可逆 矩阵 PEM.nl/R)tQEMnl1R), 其中

P和 Q 都是初等 矩阵 的 乘积
,
使得

Er rxlnr)

PA Q = ⽿ranklAkr.cm
-r)N ( m-2) ㄨ(n_n

正

( 注 : 另 ⼀ 写法 A - 15
' 后

推论 : 可逆矩阵 是若⼲ 初等 矩阵 之积
,

作业 1
-

1 2 点 ,
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' °

(
1 -1
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2
.
矩阵求逆

法 命题 92 设 AEM.lk ) 可 道
,

13 = (A
,
E.IE/R'n.PEMnllR)

-

:

如果
pB = ( Enl Q )

,

则 P = Q ⼆时
。

瑬 设 AEMnlM.it k是最⼩的正整数使得 A
°

,
外 ; ⾮ 在 仅上

" 线性 相关 "

。
即 有 在 ⼈

,
⼈

,

…

,
从 E 112 ⽇ 以 ≠ 0 使得

2kt t.n-tXA-X.EE :

则 :

A 可逆 当⽉仅 当 ⼈
。 ≠ 0

A " = - f ( 2. E + … … … + 从 1+
121 )

,

作业 2 。

1 1 1 1 4 0 0 0

(a). A =
1 1 -1 - 1

1 - 1 1 - 1 -

A = 0 4 0 0
= 4 E

0 0 4 0
1 - 1 - 1 1 0 0 0 4

故 以 iA

1 1 1 . - ˋ 1 1 1 - 1 0 . ⼀ . 0 0

例
、
B =

0 1 1 … , 1 1

0 0 1 - ˋ ˋ 1 1
.

B =
0 1 -1 ˋ ˋ . 0 0

0 0 1 . _ . 0 0

: iii. ! ! ! "
、

i i
o o o

_ _ . 1 1

0 0 0 - ⼀ .
0 1 0 0 0 . ⼀ 、 1 - 1

0 0 o_o ,

(c)
, C =

B

A
,

其中 AEMIM.BE/lhllR) 均可 逆

⼼ = (
0 15'

n )
。



3
,
矩阵分块

应⽤ :
1⻔ 矩阵 求 逆

以 证明 矩阵秩的 问题
1 3), 解 线性 ⽅程组 问题
1 4) 、 ⾏列 式 计算
(5). 线性相关 及 矩阵分解

161
⼀
特征值 问题 ,

1相似 , 合同 ) 、

作业 3
,

没 AEM.nl/R).BEMnl1R).CEmnx=ACB ,

满⾜ X X = i X 。

证明 :

trldc ) = ,

之⼆ :

#

0 13 d p
=AAttcctcBtxxEACBC.BR

A ci x = #

o B
= (
ĀAAtcct.pt
ct.lt ctc ⼗时B)

因为 xxtxtx
,
所以

B B
t
= dc ⼗时 13 ,

两边同时 取迹 ,
得
trl 1313七) = trlcit 1373 ) = trldc) ⼗ 七⼦( 13万)

。

⼜ 因为 tr 11313七) = tr ( 1543)
所以 trldc) = 0 .

作业 4 没 AE 112
""

,

rank (A) = 8
, 证明 : A 可以 写成 了 个秩 为 1 的矩阵的和 , 国 不能 写成 r-1 个 秩 为 1 的矩阵 的和

由打洞引 理 :
存在 可逆 矩阵 PEM.lk )和 QEM.IM, 使得

A = P 信 :) Q



不信 。
) ⼆点 𢛶 ǒ

i. A ⼆点 Pl 㪳 。 ) Q
记 Ai :P 1笓 ) Q ,

则 rank ( A i) = 1
,

故 A 可以 写成 了 个秩 为 1 的 矩阵 的和

反证 假设
.

A 可以 写成 州 个秩 为 1 的矩阵 的和
,

即 A = B, ⼗ … +13m
,

其中 rank (则 : 1
则
ranklAj-ranklB.intB-) ≤ nh113㣺⼗ 球侧

= 3- 1 .

与 rankl A) 的 ⽭盾 ,

故 :
A 不能 写成 r-1 个 秩 为 1 的 矩阵的和

作业5: 设 A .
13为啊⽅阵 , 证明 :

ranklE-ABkrankkn-AHranh.IE- 13 )
,

注 :

因为 :
E-AB-En-A.tt纭 - 13)

所以:

ranklEn-ABkranklE.AT/tlEn-B))EranklEn-A)tranklA(En-BD
≤ ranklEn-AJtranh.IEn - 13 )

,



法⼆、
该 M =

E -A o

O En-13 -

根据引 理 10
.
8
,
rank 1M ) = rankl En -A) trank 佉 -13)

,

我们 计算 :

N : = 它 到 M = ( E-AA-ABE.nl3
P : = N 1点 㓠 = En-ABA-ABEn-BE.is

由 矩阵乘法 不 可能 增加 秩
,

所以 ⼦岞 ( M) ≥ …从 1》
、

⽽ , ranklp) ≥ranklEn-ABt-runklEn-ABltranklEn-H-ranklE.in - B)
法三

设 H , 是 以 左州3 为 微矩阵 的⻬次线性⽅程组

以 ⼀ … En -A 为 .

-_-

H3 - … En -13 为 … …

则
由 对偶定理 得

dmfllH.ytranklEn-ABI-ndimlsollthlltranklEn-H-ndimlsollH.pt
rank 1点 - 13) = n



ranklEn-ABKranklEn-AltranklE.nl3)

↳ : n-dmkollH.tl ≤ n-dimlsollthytn-dimls.tl州

即 dimlsollthytdimls.CM》) ≤ ntd.im/sollH,y ,

对 txtsollH.MS。 1 (制 ,
则

达 - A ) 5 = 0
.

1层 - 13) ⼥ = 8 .

即: A ⼥ = 5 年 13 ⼥ ⼆ ⼥
,

计算
"

(En-ABli-x-ABX-EHIESollH.li

故
:
dimlsollH.MS 。(㖄 ≤ dim 1501㖄

。

⽽ sdlH.lt s。 1 1 1-1) C 级
"

, 即 dnlsdlH.lt 501咧 ≤ n

中维数公式 :得

dimlsollthytdimklltbltdmk.IM:) +㖄州 tdmkllH.IM "侧
tntdimlsollH.lt

因此 rankcEn-ABltrankl.in - A) trank ( E- 13) 。


