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1 行列式及其计算

回忆: 设 A = (ai,j)n×n ∈ Mn(R).

1. 定义 A的行列式为: det(A) :=
∑

σ∈Sn

ϵσaσ(1),1aσ(2),2 · · · aσ(n),n =
∑

σ∈Sn

ϵσa1,σ(1)a2,σ(2) · · · an,σ(n).

2. det(A) = det(At).

3. 设
−−→
A(i) = u+v,则 det(

−−→
A(1), · · · ,

−−→
A(i), · · · ,

−−→
A(n)) = det(

−−→
A(1), · · · ,u, · · · ,

−−→
A(n))+det(

−−→
A(1), · · · ,v, · · · ,

−−→
A(n))

4. 基本的运算性质.

5. 按行(列)展开: 设 Ai,j 为 A关于 ai,j 的代数余子式, 则 det(A) =
n∑

j=1

ai,jAi,j .

6. A可逆当且仅当 det(A) ̸= 0.

常见的行列式: 1. 上(下)三角型: 设 A =



λ1 ∗ · · · ∗ ∗
0 λ2 · · · ∗ ∗
...

...
...

...

0 0 · · · λn−1 ∗
0 0 · · · 0 λn


,则 det(A) = λ1λ2 · · ·λn.

2. Vandermonde 行列式: 设 x1, · · · , xn ∈ R, A =


1 x1 x2

1 · · · xn−2
1 xn−1

1

1 x2 x2
2 · · · xn−2

2 xn−1
2

...
...

...
...

...

1 xn x2
n · · · xn−2

n xn−1
n

 . 则 det(A) =

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi).
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3. 三线型: 设 a, b, c ∈ R, An =



a b 0 · · · 0 0 0

c a b · · · 0 0 0

0 c a · · · 0 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · a b 0

0 0 0 · · · c a b

0 0 0 · · · 0 c a


∈ Mn(R),则: An = aAn−1 − bcAn−2.

4. 三爪型:设 ai ̸= 0 ∈ R, i = 1, · · ·n, bi, ci ∈ R, i = 2, · · ·n.A =



a b2 b3 · · · bn−1 bn

c2 a2 0 · · · 0 0

c3 0 a3 · · · 0 0
...

...
...

...
...

cn−1 0 0 · · · an−1 0

cn 0 0 · · · 0 an


,则:

det(A) = det



d b2 b3 · · · bn−1 bn

0 a2 0 · · · 0 0

0 0 a3 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · an−1 0

0 0 0 · · · 0 an


其中 d = a− b2c2

a2
− · · · bncn

an
.

1.1 行列式的定义

习题3: 根据行列式的定义直接求出 x4, x3的系数. 不难看出 x4的系数只能是 5. 而产生 x3的项为:

a11a24a33a42, a12a21a33a44, a12a24a33a41, a14a22a33a41,计算可得 x3的系数为 −2.

补充1: 设 n ≥ 2, A ∈ Mn(R)中每个分量都是 1或 −1.则 2 |det(A).

证明: 只要考虑 det(A)模 2同余即可. □
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补充2: 设 aij(x)是连续可微实函数, 则 D(x) = det(aij(x))连续可微, 且:

d

dx
D(x) =det


d
dx
a11(x) a12(x) · · · a1n(x)

d
dx
a21(x) a22(x) · · · a2n(x)
...

...
...

d
dx
an1(x) an2(x) · · · ann(x)

+ det


a11(x)

d
dx
a12(x) · · · a1n(x)

a21(x)
d
dx
a22(x) · · · a2n(x)

...
...

...

an1(x)
d
dx
an2(x) · · · ann(x)

+ · · ·

+ det


a11(x) a12(x) · · · d

dx
a1n(x)

a21(x) a22(x) · · · d
dx
a2n(x)

...
...

...

an1(x) an2(x) · · · d
dx
ann(x)

 .

证明: 根据行列式的定义和 Leibniz法则即得. □

1.2 行列式的运算性质

习题1:

det


a1 + b1 b1 + c1 c1 + a1

a2 + b2 b2 + c2 c2 + a2

a3 + b3 b3 + c3 c3 + a3

 = det


2(a1 + b1 + c1) b1 + c1 c1 + a1

2(a2 + b2 + c2) b2 + c2 c2 + a2

2(a3 + b3 + c3) b3 + c3 c3 + a3



= 2det


a1 + b1 + c1 b1 + c1 c1 + a1

a2 + b2 + c2 b2 + c2 c2 + a2

a3 + b3 + c3 b3 + c3 c3 + a3



= 2det


a1 + b1 + c1 −a1 −b1

a2 + b2 + c2 −a2 −b2

a3 + b3 + c3 −a3 −b3



= 2det


c1 a1 b1

c2 a2 b2

c3 a3 b3



= 2det


a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3


习题 2: (2) 灵活运用初等行列变化和按行列展开计算.
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 7 5

−4 1 −2 3

3 4 6 −7

8 −2 3 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2r2+r4,2r1+r2,− 3

2 r1+r3
=================

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 7 5

0 −5 12 13

0 17
2

− 9
2

− 29
2

0 0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−5 12 13

17 −9 −29

0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
12r3+r1,−9r3+r2
============

∣∣∣∣∣∣∣∣
−5 0 25

17 0 −38

0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
按第二列展开
========= (−1)2+3(−1)

∣∣∣∣∣−5 25

17 −38

∣∣∣∣∣ = 5× 38− 17× 25 = −235.

习题 4: 三线型行列式, 只不过对角线上的分量不同. 直接按最后一行(列)展开即得:

det(Cn) = λndet(Cn−1) + det(Cn−2).

当 λ1 = λ2 = · · · = λn = 1 时, 由 C1 = 1, C2 = 2 知 Cn 为从第二项开始的 Fibonacci 数列, 于

是 Cn =
1√
5
((
1 +

√
5

2
)n+1 − (

1−
√
5

2
)n+1),可参见第九周讲义例 7.22.

补充: 二阶线性递推数列. 设 {an}第一项为 a1,前两项 a1, a2给定, 且有递推公式:

an = λan−1 + µan−2 (1)

其中 λ, µ ∈ R. (实际上, λ, µ ∈ C也是对的.) 用待定系数法转化为等比数列. 设 p, q ∈ C使得:

an − pan−1 = q(an−1 − pan−2). (2)

整理得:

an = (p+ q)an−1 − pq an−2.

对比 (1)式, 我们令 p+ q = λ, pq = −µ,则 p, q是 x2 = λx+ µ的两根.

case 1: 若 x2 = λx+ µ有重根, 则 p = q =
λ

2
, (2)式化为:

an − λ

2
an−1 =

λ

2
(an−1 −

λ

2
an−2).

不断递推下去, 可得:

an − λ

2
an−1 = (

λ

2
)n−2(a2 −

λ

2
a1),

进一步:

an

(
λ

2
)n

− an−1

(
λ

2
)n−1

=
a2 −

λ

2
a1

(
λ

2
)2
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化为关于 { an

(λ
2
)n

}的等差数列, 求得:

an = (a1 + (n− 1)
a2 −

λ

2
a1

(
λ

2
)

)(
λ

2
)n−1.

case 2: 若 x2 = λx+ µ有重根, 设 A,B 为该方程的两个不同的根, 则 (p, q) = (A,B)或 (B,A),从而 (2)式

可化为:

an −Aan−1 = B(an−1 −Aan−2)

an −Ban−1 = A(an−1 −Ban−2)

递推得:

an −Aan−1 = Bn−2(a2 −Aa1)

an −Ban−1 = An−2(a2 −Ba1)

上两式联立, 消去 an−1可得:

an =
a2 −Ba1
A−B

An−1 − a2 −Aa1
A−B

Bn−1.

总结上述两种情况, 二阶线性递推数列 an = λan−1 + µan−2 的通项形如 an = (a1 + γ(n − 1))An−1 或

者an = αAn−1 + βBn−1.于是求其通项公式可按如下步骤:

1. 解特征方程 x2 = λx+ µ,得到两个根 A,B.

2. 若 A = B,则设 an = (a1 + γ(n− 1))An−1;若 A ̸= B,则设 an = αAn−1 + βBn−1 , 这里 γ, α, β待定.

3. 令 n = 1, 2,就可得到关于 γ 或者 α, β 的方程或方程组, 从而解出 γ 或者 α, β.

习题6: 该行列式很像 Vandermonde行列式, 于是想到添加一行一列使其成为 Vandermonde行列式.

设 A(y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1

x1 x2 · · · xn y

x2
1 x2

2 · · · x2
n y2

...
...

...
...

xn−2
1 xn−2

2 · · · xn−2
n yn−2

xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n yn−1

xn
1 xn

2 · · · xn
n yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.若按最后一列展开, 则 det(A(y)) = An,ny

n + An,n−1y
n−1 +
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· · ·+An,1,是关于 y的多项式, 且 yn−1的系数 An,n−1即为所求行列式的相反数. 另一方面, det(A(y))为

Vandermonde行列式, 从而:

A(y) =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)
n∏

k=1

(y − xk).

容易知道 A(y)中 yn−1的系数为 −
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)
n∑

k=1

xk,则所求行列式为
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)
n∑

k=1

xk.

补充: 求行列式:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − a1 x2 · · · xn−1 xn

x1 x2 − a2 · · · xn−1 xn

...
...

...
...

x1 x2 · · · xn−1 − an−1 xn

x1 x2 · · · xn−1 xn − an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解: 让每行减去第一行就化为三爪型.

2 分块与乘积

回忆: 1. 设 A ∈ Mm(R), B ∈ Mn(R), C ∈ Rm×n.则 det

(
A C

O B

)
= det(A)det(B);

若设 D ∈ Rn×m,则 det

(
A O

D B

)
= det(A)det(B).

2. 设 A,B ∈ Mn(R),则 det(AB) = det(A)det(B).

3. ( Sylvester行列式恒等式)设 A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×m,则 det(En +BA) = det(Em +AB).

习题2: (1) 若令 A =

(
a1 a2

b1 b2

)
, C =

(
a3 a4 a5

b3 b4 b5

)
, B =


0 c4 c5

0 d4 d5

0 e4 e5

 , 则所求行列式为 det

(
A C

O B

)
=

det(A)det(B) = 0.

习题5: 注意到： (
En En

O En

)(
A B

B A

)(
En −En

O En

)
=

(
A+B O

B A−B

)
,

对上式取行列式即得.

补充: Sylvester行列式恒等式的应用.
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例 2.1 设 A =


a1

a2
...

an

 (b1, b2, · · · , bn) (回忆: 秩为 1的矩阵结构),计算 det(En +A) .

解:

det(En +A) = 1 + (b1, b2, · · · , bn)


a1

a2
...

an

 = 1 + a1b1 + · · · anbn.

例 2.2 设 n ≥ 2, θ =
π

n
, A = (sin(i+ j)θ)n×n,求 det(A), det(En +A).

解: 设 F =


sin θ cos θ

sin 2θ cos 2θ
...

...

sinnθ cosnθ

 , G =

(
cos θ cos 2θ · · · cosnθ
sin θ sin 2θ · · · sinnθ

)
,则:

FG = A, GF =


n∑

k=1

sin kθ cos kθ
n∑

k=1

cos2 kθ

n∑
k=1

sin2 kθ
n∑

k=1

sin kθ cos kθ


当 n ≥ 3时, A不满秩, 所以 det(A) = 0. n = 2时, 直接计算 det(A) = −1. 利用 Sylvester 行列式恒等

式, 我们有:

det(En +A) = det(En + FG) = det(E2 +GF ).

注意到
n∑

k=1

sin kθ cos kθ =
1

2

n∑
k=1

sin 2kθ,
n∑

k=1

cos2 kθ =
n

2
+

1

2

n∑
k=1

cos 2kθ,
n∑

k=1

sin2 kθ =
n

2
− 1

2

n∑
k=1

cos 2kθ,

而
n∑

k=1

sin 2kθ,
n∑

k=1

cos 2kθ分别为
n∑

k=1

e2kθi的虚部和实部, 于是计算:

n∑
k=1

e2kθi =
e2θi(1− e2nθi)

1− e2θi
= 0.

从而 det(En +A) = det

(
1 n

2
n
2

1

)
= 1− n2

4
.

注: 可用该方法计算 λEn +H 的行列式, 其中 H = (sin(αi + βj))n×n或 (cos(αi + βj))n×n, λ ∈ R.
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例 2.3 一般地, 设 A ∈ Mn(R), rank(A) = r.则存在 P ∈ Rn×r, Q ∈ Rr×n, P,Q满秩, 使得 A = PQ. 从

而：

det(En +A) = det(Er +QP ).

这样就把需要计算的行列式从 n阶降到了 r阶.

补充: 用矩阵乘法.

例 2.4 设 x1, · · · , xn ∈ R, sk = xk
1 + · · ·+ xk

n, k ∈ N, s0 = n.求证:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 s2 · · · sn−1

s1 s2 s3 · · · sn
...

...
...

...

sn−1 sn sn+1 · · · s2(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi)
2.

证明留作练习.
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