
第 ⼗ ⼆ 次习题课 。23.12.15

⾏列 式 111

⾏列 式 的应⽤
(i) 矩阵的逆

设AEMNR) 可逆 ,
则

A
"
⼆ 州 Ǎ 。

其中 分为 A 的伴随矩阵 .

A , Az ,
-_- Ani

Ǎ =
A12 A22 -_- Anz

i i i

Am Am -_- Ann

性质
ǍA =_= 1A 1 E

,

习题 ,MAnMAu-e.MAn.ca/MAY=MAnNAni = ⼼ Ǎ
:

MAmn-n-MA.in

错误写法:

必⼋⼋成 = 1州 En ⼆ ⼊川州 En
矩阵乘法不满⾜

⼊A -MǍ ⼆ ⼊
" 叫 En 消去律 ,

刚HKIǍAK 111北仁 州
"

,

→ 这⾥注意 州 ⼆ 0 情况 。



(b)
, 当 rank (A) = n 时 1A 1 ≠0

则
: 1 ⽉ 1

.

⼆ 州
叫
≠ 0 故 rak (A) = n

当 rank (A)洲 时
,
存在 ⼀个 叫 阶 ⼦ 式 ⾮零

,

则 州州引

由 sylvest.es 不等式 :

ranklAYtranklH-ntranklAAI-ranh.IM E) ⼆ 0
得 rank (A) ≤ 1

古⽂ rank (A) = 1

之 rankl A) 灬 时
, 所有 叫 阶 ⼦式均 为 0

,

则 ⼦川州 ⼆ 0
.

习题2 .

(a) , 肘 = 甫Ǎ ⇒ Ǎ = 1 11- 1 - A"

⼩ ⼆ 州洲
"
= 1删 。 i A = 1⽉ 1

"

2A

(b). 说明 丹 不可逆时 分为 下⾯ 两种 情况 :

(i) rank (A) ⼆叫
, 则 rank (A) = 1 .

A 中 所有 ⼤于 1 阶 的 ⼦ 式 都为 0
.

苦 n > 2 , 则 n - 1 阶 ⼦式 均 为 0 , 有 (A)
ˇ

= = 1⽉1
"

亦

苦 n = 2
, (A)

ˇ
= A

,

结论成⽴
,

(ii) rah ) < n -1
, 则 ranklA) = 0 , 即 A = 。

得.AE
若 nn.n.gl/tT=O. 有 1⽉ 1

" "

A = 0 。

若 n = 2 , 吋 A = 。
也有 叫

"

A = .

故世州州年
。

综上 结论成⽴
。



(2) Cramer 氵表对
定理 4. 6 .

设 AEM.IM 和 5 = ( b… …

,
的 E 112

"

, 再设
⼥ = ( x

,

…

,⾮是未知数向量
,

则 ⽅程组

A ⼥ = 5

确定 当⽇仅当 A 可逆 。
此时

,
该⽅程组 的 唯⼀解 是

detli.in , iii)
Xi =

1 刐 ,

i = 1 . 2, n_n

习题 3
:

设 13 = 1 名 到 满⾜

惃 B = 1 6 9 1
.

等价地
i 趴到 北 )

,

1 9趴到州
。

因为 aol.be ≠0
,
故 可 出 c.amer 法则 得 :

1 6 是 1 d 1 9 6 1 - c
X ,
⼆

ad-bciad-bc.X2-ad-bcad-b.cn
=

1 9 到 b 1 9 9 1

aad-bctad-bc.%Ead-bc-ad-bcdad.sc-
b

因此 1 % ) 的运为 ad.sc

_

c

aad.bead -bc

习题4: 注意 A 是 ⼀个 叫 ⾏ 咧 的矩阵 设 H : 成 ⼆
,

任意 叫 列 线性⽆关
,

rank (A) = n - 1
.

故 d.im/sollH))=l.



讲义 例 411 l
由 沙 ixthx.tn … xn = 。

思考 ⾏列式 按 ⼀⾏刚展开

ii. 、 .si
1 1 - ˋ - 1

记 13= 2
. n a .

当 X
,
⼀ ⼆ Bj ,

13 关于 1⾏列 的代数余⼦ 式 .

!

如 ⼼ … …" 即
⾏ = tiTlq-H.im 式成⽴1 ≤ 1>< 9≤n

139 ≠j
:

故 !
s。 1 ( H ) = ㄑ : )

, 其中 xj 为 上 式 结果 。

Xn

习题5:
可 逆忘 ī 5 E T T 151517 T T

其逆⽆ 分别 为 :
T T TT 1755 T T

习题6. 考查 半群 的 定义 : 验证 : " 乘法封闭
的 乘法满⾜结合律



摄动法
:

如果 ⼀个 矩阵 不是可逆矩阵 , 通过 ⼀个
"

扰动
" 使其变成可𧖣

引珏 设 AEM.HR )
,

则 1坛 ⼗州 是 ⼀个 ⾸ 1 的 关于 七的 n次多项式
proof:

由 ⾏列 式 定义
ttanaz-n.am

azittan.n-aznt.EU⼗ A | = '

i i
1 1

ani

an-i-ttann-lttailttay-ttta.it 其他 项
,

不难看出
"

其他项 中 关于 七 的次数 ⼀定⼩于 n 所以 坛 + A 1 形如
⼼ + -.-

, 即 1⽐⼀ ⼗Al 是关于 七 的 ⼀个 ⾸ 1 的 ⼏次 多项式 。

(monid

代数基本定理 :

任何 ⼀个 ⾮零的 元 n次复系数多项式 , 都正好有 n 个 复数根 ,

推论 : 1坛⼗⽉ 1 ⾄多 有 ⼏个 实根
。

命题 :
(摄动法)
设 AEM.lk)

,

t.HR
,
当 ⽐ 1 充分 ⼤时 或者 充分⼩ ( 不等于 0) 时

,

七 Et A 可逆 。

pnof。
因为 多项式 批) = 1坛州 的根为 有限 多个

,

所以 俧 1 充分 ⼤
或 充分 ⼩ ( 不 等于 03时 .lt EntAl ≠ 0 , 则 七

。Ent A 可逆
。_



引珏 没 flt) , 9 (七) 是⼀个 关于 t 的多项式
,

次数都⼩于等于 n .

如果 flt) , 批) 有 多于 ⼏个点 可⼜值 相同 ,
即存在 ㄊ , … ,ㄊ+1 0112、

使得 flti ) = 9佤 )
,

I = 1
,

…

,
叫

, 则 f = 9 , 进⼀步 得到

H t t 112
,
flto) = gct。)

。

例 : 若 A.B.C.DE/UnllR),det(A)to 则

dtl哵 = {
d 1胁 "3)

,
苦

AECA.lt( DA - ( 13)
,
若AB-BA.proof

Eu 阙 13 A
i ( 先 别
En-cD-CMBi.det ( 照 ) = dtHD-ACABkdtlDA.CA" 13A)

= {
detlAD-CBI.AECAjdetcDA-CBI.ltB = 13A .

应⽤ : 去掉例题中 de.tlA) ≠ 0 。
结论 仍然成⽴

。

考虑 矩阵 批 : 坛⼗⽉
,

全

任 = 1 ⽐ B 对 H ⻰收
。 {
(坛州 ( ⼆ 《坛州

、_
C.
。

D
, ( t.Ev.tl#3=Blt-EntA)

年 当 1划 充分 ⼤时
,
At

。

⼆ 七 EntA 可逆
,

可以 得到
𠮿 = {

detlAt.DE B)
,

A ( = ( A

dt ( 17⽐ ⼀ (B) AB ⼆ 13A



实际上
,

lxtl.dtlAD-CD.de-4朓州 都是关于 七的
次数 不 超过n 的 多项式 ,

当 七 充分 ⼤时都成⽴ 。

所以

叫 fdtlAtD-CBJ.AECAdtlDAt-CB.lt13 = 13A
特别地

七 ⼆ 0时 成⽴ 。

cjfdtlAD-CBJ.AE
CA

即 det.ABdtlDA-CB.lt/3=BA
练习 :

证明 (A 13 )
ˇ

= 13年

严格 对⻆ 占优矩阵

定义 :
设 AEMnllRI.AE (a) , 如果 laiil7Iji-ilg.it?in.

,

则称 A 为 严格对⻆占优矩阵。

EX !
1 0 0 5 -1 0

-10 200 5 |
1 3 - 70 .

命题 : 严格对⻆ 占优矩阵都是可逆矩阵
,

Boof : 反证 : 若 ⽉ 1 = 0
,
则 丑 ⼥ E 112

"

,

⼥ ≠0.S.tt#=0.ilxtl=maxtlxi1了
,

显然lxtl-to.atixit-i.tatnxnt.co-7 Gt Xt ⼆⼀年± Gj Xj



→ la.tl/xtl ≤ 着 1Gt; 1 1刈 ≤ 看latjllxtllxtlto-la.tl≤ 花 1 9圳 与 定义⽭盾 故 1A 1 ≠ 0 ,

命题
严格 对⻆ 占优矩阵 如果 对⻆线元素都 ⼤于 煰

则 ⾏ 列 式 ⼤于 0
.

-


