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1 环

回忆: 环、子环和环同态

• 环的定义: 设集合 R上有两个二元运算(加法和乘法), 其关于加法称为一个交换群, 关于乘法成

为一个含幺半群, 且乘法和加法具有分配律, 则称 R为一个环. 一般记 0, 1为加法和乘法的单位

元.

• 子环的定义: 设 S ⊂ R含有 0, 1且关于 R中的加法和乘法是一个环, 则称 S 为 R的一个子环.

• 设 ϕ : R → R′为一个映射, 且满足:

(1) ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y), ∀x, y ∈ R;

(2) ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y), ∀x, y ∈ R;

(3) ϕ(1R) = 1R′ .

则称 ϕ为一个环同态. 进一步, 若 ϕ为双射, 则称 ϕ为一个环同构.

• 设 ϕ : R → R′为一个环同构, 则 im(ϕ)为 R′的一个子环.

回忆: 零因子、可逆元与整环

• 设 R为一个环, x ∈ R\{0}. 若存在 y ∈ R\{0}使得 xy = 0,则称 x是一个左零因子; 同样地, 可

以定义右零因子.

• 非左零因子的元素具有左消去律; 非右零因子的元素具有右消去律.

• 设 R为一个环, x ∈ R. 若存在 y ∈ R使得 xy = yx = 1,则称 x为 R中的可逆元, x的逆为 y,记

为 x−1.

• 环 R中可逆元全体关于环 R的乘法构成一个群.

• 设 R为一个交换环且无零因子, 则称 R为整环. 整环具有消去律.

回忆: Fermat 小定理: 设 p为素数, a ∈ Z且与 p互素, 则 ap−1 ≡ 1 mod p.

习题1: (a) 证明一个事实:

引理 1.1 Zn 的全部子群为 {
〈
k̄
〉
| k ∈ Z} = {

〈
k̄
〉
| k |n或 k = 0}
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证明: 实际上,
〈
k̄
〉
=

〈
gcd(k, n)

〉
. 首先, 易见

〈
k̄
〉
⊆

〈
gcd(k, n)

〉
. 另一方面, 由欧几里得算

法, 存在 u, v ∈ Z 使得 uk + vn = gcd(k, n), 这说明 ūk̄ = gcd(k, n), 也即 gcd(k, n) ∈
〈
k̄
〉
, 从

而
〈
gcd(k, n)

〉
⊆

〈
k̄
〉
.□

上述引理告诉我们,只要取n的因子(实际上,正因子就足够了)作为生成元,再加上平凡子群 ⟨0̄⟩ ,我
们就得到了所有的子群. 从而本题中应有 6 个子群.

(b) 注意到 71是素数且 11与 71互素, 故由 Fermat 小定理：

111752 = 1170×25+2 ≡ 112 ≡ 50 mod 71.

(c) 由于 13为素数, 所以 Z13 中除 0̄以外的元素均可逆. 记 U = Z13\{0̄},则 U 关于乘法构成一个

群, card(U) = 12.考虑 2̄ ∈ U 的阶. 我们知道 2̄12 = 1̄,则 2̄的阶可能为 2, 3, 4, 6, 12. 直接计算,

2̄4 = 3̄, 2̄6 = 1̄2,所以 2̄的阶只能是 12. 那么 U = ⟨2̄⟩为循环群.

习题2: (a) ⇒ (b) : 设 v ∈ R使得 uv = 1,则由 u不是可逆元知 vu ̸= 1.从而 1+v−vu ̸= v.而 u(1+v−vu) =

u+ uv − uvu = u+ 1− u = 1,从而 u有多于一个右逆;

(b) ⇒ (c) :设 v1, v2为 u的两个不同的右逆, 则 v1 − v2 ̸= 0且 u(v1 − v2) = 0,从而 u为左零因子;

(c) ⇒ (a) :设 r ∈ R\{0}使得ur = 0. 若 u为可逆元, 则在上式两侧左乘 u−1 , 得 r = 0.矛盾. 所

以 u不是可逆元.

习题3: (a) 1 = 1− an = (1− a)(1 + a+ · · ·+ an−1) = (1 + a+ · · ·+ an−1)(1− a),所以 1− a可逆；

(b) 设 c ∈ R使得 c(1− ab) = (1− ab)c = 1,则 c− 1 = cab = abc.注意到 (1− ba)bc = bc− babc =

bc−b(c−1) = b,从而 (1−ba)bca = ba, 1− (1−ba)bca = 1−ba.进一步, 1 = (1−ba)(1+bca).容

易验证 (1 + bca)(1− ba) = 1,从而 1− ba可逆.

习题4: 设R为含有有限个元素的整环, 只需证明R中每个非零元可逆. 注意到R中没有零因子,所有元素都

具有消去律,故任取 r ∈ R\{0},由R有限知: 存在 i ̸= j ∈ N使得 ri = rj ,不妨设 i > j,则 ri−j = 1 (消

去律). 则 ri−j−1r = 1,从而 r可逆.

补充: 定理 1.2 若 R为一个环, r ∈ R有多于一个右逆, 则 r有无穷多个右逆.

证明: 反证法, 设 S 是由 r的右逆全体构成的集合, 并假设 S = {x1, x2, · · · , xn}有限, n ≥ 2.则由习

题 2知, r 不是单位, 从而 xkr ̸= 1, ∀k = 1, · · ·n.那么 1 − xkr + x1 是 r 的右逆, 且对于 1 ≤ i, j ≤
n,若 1−xir+x1 = 1−xjr+x1,则 xir = xjr ,由 r有右逆知 xi = xj ,这说明 1−xkr+x1是 r的 n个

互不相同的右逆,从而 S = {x1, · · · , xn} = {1−x1r+x1, · · · 1−xnr+x1},故存在 k使得 1−xkr+x1 =

x1,即 xkr = 1.这说明 r是单位, 矛盾. □

注: 以上关于右逆的结论对左逆也成立.

2 域

回忆: 域的定义、特征以及域上的线性代数.

• 域: 每个非零元都可逆的整环. p为素数, 则 Zp为域.
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• 域之间的环同态都是单射.

• 设 F 是一个域, 若 1的加法阶有限, 则定义 F 的特征为 ord(1);否则定义 F 的特征为 0.记 F 的

特征为 char(F ). 一个域的特征是 0或者一个素数.

• 设 char(F ) = p > 0,则 (x+ y)p = xp + yp.

• 域具有加、减、乘、除的运算封闭性. 除了奇数斜对称行列式矩阵行列式为零以外, 其他所有实

数域上线性代数的结论对一般的域均成立.

习题5,6: 只求习题 5(b). 容易求得 rank(A) = 2, 从而 dim(Vc(A)) = 2. 若设 α,β 为 Vc(A) 中的一组基,

则 Vc(A)中的元素形如 xα+ yβ, x, y ∈ Z3.由于 α,β线性无关, 所以当 (x, y)不同时, 其表出的向量

也不同(表出的唯一性). 由于 x, y共有 9中可能的取值, 所以 Vc(A)有 9个向量.

补充: 推论 2.1 设域 Fq 是含有 q个元素的有限域, V 为 (Fq)
n 中的 k维子空间, 则 card(V ) = qk.

例 2.2 设 Fq 是含有 q个元素的有限域.

(a) 求Mn(Fq)中元素的个数;

(b) 求 GLn(Fq)中元素的个数.

解: 容易看出 Mn(Fq)中含有 qn
2

个元素. 而对于 A ∈ Mn(Fq), A可逆当且仅当 A的行向量线性无

关( Fq 上). 那么 A的第一行有 qn − 1种取法(非零向量); 第一行取定后, 第二行需要在第一行生成的

子空间外取,则有 qn−q种;前两行取定后,第三行要在前两行生成的子空间外取,则有 qn−q2种;· · · .

由此可得, A可逆的取法共 (qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qn−1).

思考: (Fq)
n中有多少个 k维子空间?

3 有限域的循环群结构

习题 1(c) 中, 我们证明了 Z13 中的可逆元具有循环群的结构. 下面我们将这一现象推广到一般的有限

群上.

引理 3.1 设 G为阿贝尔群, g, h ∈ G为有限阶元素. 设m = ord(g), n = ord(h).若m,n互素, 则 gh的阶

为mn.

证明: 一方面, (gh)mn = e.另一方面, 若 s = ord(gh),则 (gh)s = e.从而 gns = (gh)ns = e,从而m |ns.由
于m,n互素, 所以m | s.同理, n | s,所以mn | s.这说明 s = mn. □

引理 3.2 设 G是一个有限阿贝尔群, g ∈ G是 G中阶最大的元素, 则 ∀x ∈ G, xord(g) = e.

证明: 反证法, 设存在 x ∈ G 使得 xord(g) ̸= e. 令 m = ord(g), l = ord(x), h = gcd(m, l) 则 l 不整

除 m,于是存在某个素数的方幂 pr 满足 pr | l, pr ∤ m. 设 l = prl1, m = psm1,其中 s < r, m1 与 p互素.

令 h = gp
s

xl1 ,由前引理知 ord(h) = prm1 > m,与 g的阶最大矛盾. □

定理 3.3 设 Fq 是一个含有 q个元素的有限域, 则记 F ∗
q = Fq\{0}, F ∗

q 关于乘法构成一个群, 且为循环群.

证明: 容易看出 F ∗
q 关于乘法构成一个阿贝尔群, 则取 F ∗

q 中阶最大的元素 a,记 k = ord(a),则 k ≤ q−1.由

前引理, F ∗
q 中所有元素均为多项式Xk − 1的根, 这说明 k ≥ q− 1.故 k = q− 1,也即 a的阶数等于群 F ∗

q 的

阶数, 所以 ⟨a⟩ = F ∗
q .□
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4 环的理想

上次习题中, 我们证明了群同态的核具有交换性, 即 gker(ϕ) = ker(ϕ)g. 这次我们考虑一个环同态的

核. 注意到环作为加法群是交换的, 所以同态核作为加法子群必然交换性.

命题 4.1 设 ϕ : R → S 是一个环同态, 则对任意的 r ∈ R, a ∈ ker(ϕ),有 ra ∈ ker(ϕ), ar ∈ ker(ϕ).

反过来, 我们定义环 R的一个特殊的子集:

定义 4.2 设 R为一个环, I 为 R的一个加法子群. 若对任意的 r ∈ R, a ∈ I,都有 ra ∈ I,则称 I 为 R的一

个左理想; 若对任意的 r ∈ R, a ∈ I,都有 ar ∈ I,则称 I 为 R的一右理想. 若 I 为左理想且为右理想, 则

称 I 为 R的一个理想.

注意到 (0), R均为 R的理想.

由于交换性, I 为 R的一个正规子群, 从而可以作商, 得到商群 R/I.进一步, 我们可以在这个商群上定

义乘法, 使其称为一个环: 设 r1, r2 ∈ R/I,定义 r1 · r2 := r1r2.

命题 4.3 上述定义的乘法是良定义的.

证明是一个很好的练习.

我们称 R/I 为一个商环. 由此, 我们有一个自然的同态: π : R → R/I, r 7→ r̄.容易验证这是一个环同

态, 且 ker(π) = I. 与上次习题课类似, 我们有:

定理 4.4 (第一同态基本定理) 设 ϕ : R → S 为一个环同态, 则存在唯一一个单的环同态 ϕ̄ : R/ker(ϕ) →
S 使得 ϕ = ϕ̄ ◦ π.

R S

R/ker(ϕ)

π

ϕ

ϕ̄
证明: 令 ϕ̄ : R/ker(ϕ) → S, r̄ 7→ ϕ(r).可以验证其良定义, 且满足要求. □

理想实际上是一个很本质的概念, 它能描述许多数学对象之间的联系.

例 4.5 设 Z为整数环. 则全体偶数构成 Z的一个理想, 对应商环为 Z2;全体 3 的倍数构成 Z的一个理想,

对应商环为 Z3.

例 4.6 设 C[0, 1]为定义在闭区间 [0, 1]上的连续实函数全体构成的集合, 则其关于函数的加法和乘法成为

一个群. 设 I 为 C[0, 1]的一个理想且 I ̸= C[0, 1], 则 I 中所有函数有公共零点.

证明: 反证法: 若 I 中函数没有公共零点, 则对任意的 α ∈ [0, 1],存在 fα ∈ I 使得 fα(α) ̸= 0.由 fα 的连续

性知: 存在包含 α开区间 Uα使得 fα在 Uα上非零. 那么 {Uα |α ∈ [0, 1]}成为 [0, 1]的开覆盖. 由闭区间的

有限覆盖性知: 存在 a1, · · · , an使得 [0, 1] ⊆ Uα1
∪· · ·∪Uαn

. 那么令 g = f2
α1

+ · · ·+f2
αn

∈ I, g在 [0, 1]上没

有零点. 于是
1

g
∈ C[0, 1].由于 I 为理想, 所以 1 =

1

g
g ∈ I.进一步, 对任意的 f ∈ C[0, 1], f = f · 1 ∈ I.这

说明 I = C[0, 1],矛盾. □
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