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知识点
循环群 :

设崼群
,
如果 存在

。
9th 使得 G" 9 )

,
则称

G 是循环群 ( cyclicgroup ) ,
设 G " 9 7 为有限阶循环群

循环群的⼦群 也是循环群 。 1 G 1 =ㄇ
.

作业 1
. (a) 写出群 1 21 2 , t.co) 的 所有 ⼦群 ,

是 G的⽣成元⇐71k
,
叫

〈 0 7 = { 0 了
,

⼼ = 212 对于 1 2的每个正因⼦5,2in有⽬存在 ⼀个价的循环㱸
< T ) = { 0 ,T.T.T.T.li }
<5) = { o .

5
.
T

.
T }

15 7 = { ō , E.si
化 ) = { ō

,
E }

(b) 证明 出 3 中的 乘法 可逆⽆关于乘法构成循环群 .

2於 ⼭ { 0了
⼼ Czi 且 ordl Ī ) = 1 2

.

由 2
"

⼆ 四 三 3
3
= 1 modl3.AHI.ca42,0 丰 1 m。1 1 3

,

故
⾮ = 〈

四环
112 ,

⼗、
,

˙

.

1 ) 们 (R ,
⼗、 ) 是交换群

们 ( 12
.

0

, 1 ) 含 ⺓半群
,

(iii) 对 tx.y.EE/2,xcytt)=xy+xZlx+y)Z=xZtyZi
苦 xyn-yxn.IR 称为 交换环



推论 : lfm.nEZ.x.ge R . 则 (mx ) ( n y ) = (mn ) (对) 、

环 同态 。

⼯不同𣜭 ⼦瑫 整环 .

1
. 定义

:
设 (12

,
⼗
, OR.sk ) 和 1 5 , ⼗、 0s , 0,1s ) 是两个 环 :

如果 映射
∅ : 12 - S 满⾜对任意

x.YER.tn) = ∅ (九) ⼗ ∅191
,

01时 ) =炒性)
,
焮 ) ⼆ 1s 。

则称 ∅是正不同 态 。

如果 ∅是双射 ,

则称 ∅是环同构 、

2
、 定义 : 设 112

, t.0n.sk ) 是环
,

SCR 使得 1St
,
0,2
,
测

也是环 , 则称 S 是 R 的 ⼦ 环 ( subring ) 。

零因⼦
、
可逆元

,

设 a
,
b 是环 及中 的 ⾮零元素 ,

如果 ab : 0
,

则称
a是 R 的 左 零因⼦ ( leftzero-divis.ir )

b是R的 右 零 因⼦ ( rightzero-di.is的 ) 。

设 aeR , 如果 存在 t.GR , 使得 ab = ba= 1
.
则称 a是

R 中 的 可 逆元 ,

命题
设 汉是环 12 中 所有 可逆 元的集合 .。

则 ( UR
,
:D

是群、

3
.
设 ⼝是交换环

。 如果 ⼝中 没有 零 因⼦
,

则称 ⼝是整环
(dmain)



(⼦域域
定义 : 设 下 是交换环

。 如果 F 中 任何 ⾮零元都 可逆 ,

则称 F 是 域 (field ) 。

域 的 特征 :

设 作
,
⼗、 0

,

⼀

, 1 ) 是域 ,
如果 加法群 F.to) 中 1

的 阶 有限 ,
则 ord (1) 称为 F 的 特征 ,

域的 特征 记为 char (F).,

域上的线性代数 :

前三章 关于 线性代数的 结论 (除了 ⽤到 2北 )对 任何 域
下和 坐标 空间 F

"

都 成⽴ ;
⼀协

ex.AE M.mil 112 是 斜对称矩阵
,

则AI-AEM.mn212 是斜 对称 矩阵 . 反例 : T

i 9 8
o o T

Eukr 函数4 :

对 mezi.am ) 表示 1.im 中与 m 互素的数个数
,

Eukr定理 :

对 任何 与正整数 m 互素 的 整数 a , 有

a
4(以
三 1 lmodm )

、

Fermat ⼩定理 :

设 P 为 素数 ,

则 对任何 ⽐ 2 有 cialmdp) 。

亦即 整数 a不被 P整除 时 on-lm.ly
解

Fermat ⼤定理 Last Theorem) 整数⼏⼝
,

关于对访程奸牤 Z
"没有正整数



证明 已知 IVERit.tw = 1
.

(a)⇒ (b). 反证 :
假设 U只有 ⼀个磀

,

(b)⇒ (a)
,

由 ⽐ = 1 得 : 反证 显然
U ( v + ( 1- vii) ) = u v t u - u vu = u v = 1

.

由 假设 学 得 :

vtlvu ) = V
故 m = 1 ⼆) U 可逆 ⽭盾 。

(a)⼆) (C). (c) ⼆) (a)
反证

,
假设 U 不是左 零 因⼦ 反证 。

显然
由 ⽐ ⼆ 1 得

Ulvu- 1 ) = UOU - 4 = U_U ⼆ 0

故 m =1 -) U 可逆 ⽭盾 ,
四

错误的
(b)⇒ (c)

ˋ

: U有 多于 ⼀个 右逆
-

10 W= 1 ⇒UUKUi.IU.VE12时 ≠V2 ⽩UVFUVEIXVU-li.UCU.hn) = 0 故 U 为 左零因⼦
② 若 vu ≠ 1 ⇒沘北

(c)⇒ (b) ⼀

: U 为 左雯因⼦
i.WER.HN#o 有 UW = 0 03

.

若 u为 左雯因⼦

故 l-UVtuw-ul.ltW ) 则 是 阰 , 以 0

⽽ V ≠Vtw 得 ⽐有多⼲ ⼀个 右逆
。

UNDK-UPV.luV1
⇒ 1叽是啲磀 ,



⼆) (叽 ≠ v.

,

(注 : a
°

= 1⇔ o_o)

证明 : (a) , 没 加 o
, 有 1 - x

"
= 1

, 分解 可得
1 1 - X) ( ltxt.it 》 "' ) = 1

1 1+⺾ … +加
-1 1 1 1 - X) = 1

坟 ( 1 -⼒ ) " = HXt.it X"⼗ 。

(b)
, 全 C = ( 1- a b)

- 1
,

易 证

ltballltbcakllltbcajll.ba) = 1

故 1ha 可逆 即 1 1 - b a)
"

⼆ Hbltabia

需证 任何 ⾮零元都可逆



解谜线性⽅程组成⼯的解空间为 你

利⽤ Gauss 消去法计算

T T ō T T 0

A→ T T I ' ōōi
0 0 0 0 0 0

.

于是
ranklAH-dimlV.tk 1

.

由 ⽅程组 { ⼒ ⽆⼈ ⼆Ō
得 { ⽔⽕

三) = Ō 》 = 0

所以
以 的 ⼀组基是 (iii) ,

故
以 = { ⼊凹 ⼊ ⽐3 个 。

(b) 由 rankl A) = 2 ,得 diml Vc (A) ) = 2 .

所以
⽐A ) = 〈 仙

,

䏚 = { ⼊那 ⼗Mi ⼊
,
以⼭ }

所以 IV.㖄 = 3 1 3 = 9
.



ii.

解 dle.ez.es ) = ( G. G) -5 ō

(a) 矩阵

A =
T T ō

- 5 0
=

T T Ō

5 5 0
.

1 b) 对 A 利⽤ Gauss 消⻓法 得

Aes
T T ō

Ō Ō Ō

故
rank (A) = 1

.

于是 d.im 的⼭ ) = 1
,
根据对偶定理

dimlkerl ∅ 了) = 3 - 1 = 2
i

T
训 ∅ 1的 胡基为 5 。

注 :

⼼ 141 ⼆ 点 间 ) = { ⼊ 耞 F
,以 2

5 }
ō

imll ) = < 1 : 1 ) = { x 别⼈⽐5 }

这⾥ 像空间和 核空间 是在 不同的 坐标空间 中
。


