
第三周习题课

李文桥

2023 年 10 月 8 日

1 补充内容: 二项式定理、可数集

1.1 二项式定理

定理 1.1 设 a, b是两个可做加法、乘法且乘法交换的元素. 则对任一正整数 n:

(a+ b)n =
n∑

i=0

Ci
na

n−ibi.

这里 Ci
n 为组合数.

例 1.2 令 p ∈ N, f = xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1, y = x− 1.试将 f 写成关于 y的表达式.

解: 若 x ̸= 0,则:

f =
xp − 1

x− 1

=
1

y
((y + 1)p − 1)

=
1

y
(yp + C1

py
p−1 + · · ·+ Cp

py)

=yp−1 + C1
py

p−2 + · · ·+ 1.

1.2 可数集与势

与 N+等势的集合称为可数集.

命题 1.3 (1) Z,N为可数集, 从而与 Z,N等势的集合也为可数集;

(2) Q为可数集;

(3) R不为可数集.
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(3) 的证明: 通过双射 (0, 1) → R, x 7→ tan(πx − π
2
), R与 (0, 1) 等势. 下面证明 (0, 1) 不可数. 反证法, 假

设 (0, 1)可数, 则设 (0, 1) = {x1, x2, x3, · · · , xk, · · · }. 对每个 i ∈ N+,设 xi的十进制小数表示为:

x1 = 0.a11a12a13 · · ·

x2 = 0.a21a22a23 · · ·

x3 = 0.a31a32a33 · · ·
...

其中 aij 是小于 10 的自然数. 则取 x = 0.b11b22 · · · bkk · · · , 使得 bii ̸= aii, i = 1, 2, · · · . (用到了选择公理)

则 x ∈ (0, 1)但 x ̸= xi, ∀i ∈ N+.矛盾. □

2 第三周习题

2.1 向量的旋转

习题1: (a) det

(
cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)
= cos2θ + sin2θ = 1 ̸= 0,从而方程组确定;

(b) 设 ℓ(a, b)的长度为 r,所求夹角为 γ, 则 a2 + b2 = u2 + v2 = r2,且 (u, v) · (a, b) = r2cosγ. 计算可

得 cosγ = cosθ.

注: (1) 向量 (u, v)逆时针旋转 θ角得到向量 (a, b);

证明: 我们断言: 若向量 (u, v)逆时针旋转得到向量 (a, b),则 (u, v)是本题所给方程组的解. 这

是因为: 设向量 (u, v)与 x轴的夹角为 β,则向量 (a, b)与 x轴的夹角为 θ + β.那么

b

a
= tan(θ + β)

=
tanθ + tanβ

1− tanθ tanβ
.

另外, tanβ =
v

u
,代入上式整理得:

b

a
=

sinθ u+ cosθ v

cosθ u− sinθ v
. (1)
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下面计算 a2 + b2 :

a2 + b2 = a2(1 + (
b

a
)2)

= a2(1 + (
sinθ u+ cosθ v

cosθ u− sinθ v
)2) (代入 (1))

= (
a

cosθ u− sinθ v
)2((cosθ u− sinθ v)2 + (sinθ u+ cosθ v)2)

= (
a

cosθ u+ sinθ v
)2(u2 + v2).

由于向量 (a, b)是由 (u, v)旋转得到的, 所以它们模长相同, 即 a2 + b2 = u2 + v2.则根据上式:

(
a

cosθ u− sinθ v
)2 = 1

从而

a = cosθ u− sinθ v或 a = −cosθ u+ sinθ v.

若 a = −cosθ u+sinθ v,则 b = −sinθ u−cosθ v. 进一步可以改写成:

a = cos(θ + π)u− sin(θ + π) v

b = sin(θ + π)u+ cos(θ + π) v
.此

时, 根据习题 1 的 (b), (u, v)与 (a, b)的夹角余弦值为 cos(θ + π) = −cosθ,故该情况舍去. 所以

只能是:

a = cosθ u− sinθ v;

b = sinθ u+ cosθ v.

从而断言得证. 由于方程组是确定的, 所以方程组的解 (u, v)只能是 (a, b)顺时针旋转 θ角得到.

(2) 该线性方程组实际上对应复数乘法:

a+ i b = (cosθ + i sinθ)(u+ i v).

将一个复数乘上 cosθ + i sinθ,实际上就是将这个复数逆时针旋转 θ角.

习题2: (a) 按自反性、对称性、传递性验证即可;

(b) 直接计算 u2 + v2 = a2 + b2 ;

(c) 根据前面的注, (e, f) ∼ (c, d)当且仅当 (c, d)可以旋转到 (e, f),这当然是一个等价关系.

注: 这里给出 (c) 的一个不考虑几何意义的纯代数的证明.

自反性: 证明 (c, d) ∼ (c, d).取 θ = 0,方程组化为: x = c

y = d
.

其解当然为 (c, d).自反性得证.
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对称性: 假设 (e, f) ∼ (c, d), 要证 (c, d) ∼ (e, f). 实际上, 由于 (e, f) ∼ (c, d), 则存在α ∈ R,

e = cosα c− sinαd;

f = sinα c+ cosαd.

可以用二阶行列式解出 (c, d) :

c = cosα e+ sinα f ;

d = −sinα e+ cosα f.

进一步改写:

c = cos(−α) e− sin(−α) f ;

d = sin(−α) e+ cos(−α) f.

所以, 只要取 θ = −α, (e, f)就是以 (c, d)为右端项的方程组的解, 从而 (c, d) ∼ (e, f),对称性得

证.

传递性: 假设 (e, f) ∼ (c, d), (c, d) ∼ (g, h), 要证 (e, f) ∼ (g, h). 由 (e, f) ∼ (c, d), (c, d) ∼ (g, h) 知存

在 α, β ∈ R,使得以下关系成立:

e = cosα c− sinαd; (2)

f = sinα c+ cosαd. (3)

并且

c = cosβ g − sinβ h; (4)

d = sinβ g + cosβ h. (5)

将式 (4), (5)代入 (2), (3)并整理化简, 得到关于 (e, f)关于 (g, h)的表达式:

e =(cosα cosβ − sinα sinβ)g − (sinα cosβ + sinβ cosα)h = cos(α+ β) g − sin(α+ β)h;

h =(sinα cosβ + sinβ cosα)g + (cosα cosβ − sinα sinβ)h = sin(α+ β) g + cos(α+ β)h.

从而取 θ = α+ β, (g, h)就是以 (e, f)为右端项的方程组的解, 传递性得证.

2.2 映射的运算

习题3: (a) 证明: 设 x1, x2 ∈ A,使得 f(x1) = f(x2).则 g ◦f(x1) = g ◦f(x2).由 g ◦f 为单射知 x1 = x2. 这说

明 f 为单射;
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(b) 证明: 任取 y ∈ C,则由 g ◦f 为满射知存在 x ∈ A,使得 y = g ◦f(x) = g(f(x)), f(x) ∈ B.故 g为满

射.

注: f 为单射当且仅当: f(x1) = f(x2) ⇒ x1 = x2,∀x1, x2 ∈ A.

补充: 关于映射的左逆与右逆.

定理 2.1 设 f : A → B 为映射.

(1) f 为单射当且仅当: ∃h : B → A为映射, 使得 h ◦f = iA;

(2) f 为满射当且仅当: ∃h : B → A为映射, 使得 f ◦h = iB.

证明: 充分性习题已证, 以下仅证必要性.

关于(1): 对任意的 y ∈ B, 取 h(y) =

f−1(y), 若 y ∈ f(A),

任意指定, 若 y /∈ f(A) .
则 h 是 B 到 A 的映射. 容易验

证 h ◦f = iA.

关于(2): 对任意的 y ∈ B,由于 f 为满射, 故 f−1(y)非空. 对每一个 y ∈ B,随意取定 f−1(y)中的一个元

素, 记为 h(y)(表示与 y有关). 则 h成为一个从 B 到 A的映射, 且容易验证 f ◦h = iB. □

注: (1) 说明单射有左消去性, (2) 说明满射有右消去性.

习题4: (a) 由于 A1, A2 ⊂ A1 ∪ A2,故 f(A1) ∪ f(A2) ⊂ f(A1 ∪ A2).反之, 任取 y ∈ f(A1 ∪ A2), 则存在 x ∈
A1∪A2,使得 y = f(x).若 x ∈ A1,则 y ∈ f(A1);若 x ∈ A2,则 y ∈ f(A2).总之, y ∈ f(A1)∪f(A2),从

而 f(A1 ∪A2) ⊂ f(A1) ∪ f(A2);

(b) 由于 A1 ∩ A2 ⊂ A1 且 A1 ∩ A2 ⊂ A2,从而 f(A1 ∩ A2) ⊂ f(A1) ∩ f(A2).当 f 单射时, 任取 y ∈
f(A1) ∩ f(A2), 则存在 x ∈ A1, 使得 y ∈ f(A1). 而 ∈ y ∈ f(A2) 且 f 单射, 故只能是 x ∈ A2, 从

而 x ∈ A1 ∩A2.这就表明 y = f(x) ∈ f(A1 ∩A2);

(c) 任取 y ∈ f(f−1(B
′
)),则存在 x ∈ f−1(B

′
)使得 y = f(x).由 x ∈ f−1(B

′
)知 y ∈ B

′
. 若 f 满射, 则任

取 y ∈ B
′
,存在 x ∈ A使得 y = f(x).注意到 y ∈ B

′
,故 x ∈ f−1(B

′
),从而 y = f(x) ∈ f(f−1(B

′
)).□

注: (1) 本题关键在于: 证明集合相等即证明包含与反包含;

(2) 若 f不是单射,则 (b)中等号不一定成立.例如: f(1) = 1, f(2) = f(3) = 2.则 f({1, 2}∩{1, 3}) =
{1},而 f({1, 2}) ∩ f({1, 3}) = {1, 2};

(3) 若 f 不是满射, 则 (c) 中等号不一定成立(反例?). (c) 有对偶命题: 设 A
′
是 A 的一个子集,

则 f−1(f(A
′
)) ⊃ A

′
,若 f 为单射, 则 f−1(f(A

′
)) = A

′
.

补充: 关于映射的运算:

(a) 设 f : A → B 是映射, B1, B2是 B 的两个子集. 则:
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(1) f−1(B1 ∪B2) = f−1(B1) ∪ f−1(B2);

(2) f−1(B1 ∩B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2);

(b) 设 f : A → B, h : B → C 为两个映射, U ⊂ C 为 C 的子集. 则 (g ◦f)−1(U) = f−1(g−1(U)).

感兴趣的同学可以自己证明一下, 作为集合与映射关系的练习.
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