
第六周习题课

李文桥

2023 年 10 月 26 日

1 向量的线性相关性

回忆: 关于向量的线性相关与线性无关: 设向量 v1,v2, · · · ,vk ∈ Rn.

向量 v1,v2, · · · ,vk 线性相关是指:

∃ α1, α2, · · · , αk ∈ R不全为零,使得 α1v1 + α2v2 + · · ·+ αkvk = 0.

向量 v1,v2, · · · ,vk 线性无关是指:

α1v1 + α2v2 + · · ·+ αkvk = 0 ⇒ α1 = · · · = αk = 0.

所以, 一个向量组 v1,v2, · · · ,vk 线性相关与否, 取决于关于 α1, · · · , αk 的方程组

α1v1 + α2v2 + · · ·+ αkvk = 0

是否有非零解.

习题1: 直接计算, 结果为


15

12

17

 .

习题2: (1) 设 α1, α2, α3 ∈ R使得:

α1v1 + α2v2 + α3v3 = 0.

此即关于 α1, α2, α3的方程组:


5α1 + 3α2 + 8α3 = 0

4α1 + 3α2 + α3 = 0

3α1 + 2α2 + 3α3 = 0

. 考虑该方程组对应的系数矩阵:


5 3 8

4 3 1

3 2 3

 1
5 r1−−→


1 3

5
8
5

4 3 1

3 2 3

 −4r1+r2,−3r1+r3−−−−−−−−−−−→


1 3

5
8
5

0 3
5

− 27
5

0 1
5

− 9
5

 − 1
3 r2+r3−−−−−→


1 3

5
8
5

0 3
5

− 27
5

0 0 0

 .

可以看出方程组有非零解, 从而向量组 v1,v2,v3线性相关.

(2) 过程同 (1), 只需考虑系数矩阵:


4 2 6 4

−5 −2 −3 −1

2 1 3 5

6 3 9 6

 .
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注意到


4 2 6 4

−5 −2 −3 −1

2 1 3 5

6 3 9 6

 − 3
2 r1+r4−−−−−→


4 2 6 4

−5 −2 −3 −1

2 1 3 5

0 0 0 0

 .

由此看出方程一定有非零解, 从而向量组 v1,v2,v3线性相关.

习题3: 书写步骤时严格按照定义. 考虑向量组 w1,w2,w3的线性相关性, 就是考虑:

α1w1 + α2w2 + α3w3 = 0

是否有非零解. 将已知条件代入上式, 整理得:

(3α1 + 2α2 + 3α3)v1 + (2α1 + 5α2 + 4α3)v2 + (α1 + 3α2 + 2α3)v3 + (α1 + 2α2 + 3α3)v4 = 0.

由 v1,v2,v3,v4 线性无关知:



3α1 + 2α2 + 3α3 = 0

2α1 + 5α2 + 4α3 = 0

α1 + 3α2 + 2α3 = 0

α1 + 2α2 + 3α3 = 0

. 于是考虑该方程组对应的系数矩阵, 并化为

阶梯形:
3 2 3

2 5 4

1 3 2

1 2 3

 初等行变换−−−−−−→


1 2 3

0 1 −2

0 0 1

0 0 0

 .可以看出方程组是确定的,从而只有零解,故向量组w1,w2,w3线

性无关.

习题4: (必要性):

设实数 α1, α2, α3使得

α1(v2 + v3) + α2(v1 + v3) + α3(v1 + v2) = 0.

整理得:

(α2 + α3)v1 + (α1 + α3)v2 + (α1 + α2)v3 = 0.

由于 v1,v2,v3线性无关, 故: 
α2 + α3 = 0

α1 + α3 = 0

α1 + α2 = 0

.

考虑其对应的系数矩阵, 通过化阶梯型判断有无非零解, 或者直接求解该方程组. 最终可得 α1 = α2 =

α3 = 0,这说明 v2 + v3,v1 + v3,v1 + v2线性无关.
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(充分性):

作代换: w1 = v2 + v3,w2 = v1 + v3,w3 = v1 + v2,由条件知 w1,w2,w3线性无关. 可以反解出:

v1 =
1

2
(w2 +w3 −w1);

v2 =
1

2
(w1 +w3 −w2);

v3 =
1

2
(w1 +w2 −w3).

若实数 α1, α2, α3使得:

α1v1 + α2v2 + α3v3 = 0,

代入 vi关于 wi的表达式并整理得:

(α2 + α3 − α1)w1 + (α1 + α3 − α2)w2 + (α1 + α2 − α3)w3 = 0.

由 w1,w2,w3线性无关知: 
α2 + α3 − α1 = 0

α1 + α3 − α2 = 0

α1 + α2 − α3 = 0

.

可以判断出 α1 = α2 = α3 = 0,从而 v1,v2,v3线性无关.

习题5: 若存在实数 α, α2, · · · , αk 使得:

αw + α2v2 + · · ·+ αkvk = 0,

则代入 w = a1v1 + · · ·+ akvk 并整理:

αa1v1 + (α2 + αa2)v2 + · · ·+ (αk + αak) = 0.

由 v1,v2, · · · ,vk 线性无关知: 

αa1 = 0

α2 + αa2 = 0
...

αk + αak = 0

.

由于 a1 ̸= 0,所以从第一个方程可以得出 α = 0,进而从后 k − 1个方程得到 α2 = · · · = αk = 0,于

是 w,v2, · · · ,vk 线性无关.

2 子空间

回忆: 关于子空间的交、和与直和.

设 Ui, i = 1, 2, · · · , k以及 U, V 均为 Rn的子空间.
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1.
k⋂

i=1

Uk 也为 Rn的子空间;

2. 定义 U1 + U2 + · · ·+ Uk := {v1 + v2 + · · ·+ vk |vi ∈ Ui, i = 1, 2, · · · , k},称为 U1, · · · , Uk 的和.

3. 称 U + V 是直和, 如果 U ∩ V = {0}.记为 U ⊕ V.

关于直和: 以下命题等价:

(1) U + V 是直和;

(2) dim(U) + dim(V ) = dim(U + V );

(3) 对任意的 w ∈ U + V,存在唯一的 u ∈ U, v ∈ V 使得 w = u+ v; (向量的分解唯一性)

(4) 若存在 u ∈ U, v ∈ V 使得 0 = u+ v,则 u = v = 0; (零向量的分解唯一性)

命题 2.1 设 U+V 为直和, 则任取 U 的一组基 S = {u1, · · · ,us}和 V 的一组基 T = {v1, · · · ,vt},都
有 S ∪ T 为 U + V 的一组基.

证明: 易见 U + V = ⟨S ∪ T ⟩,只要证明向量组 S ∪ T 线性无关. 设实数 α1, · · · , αs, β1, · · · , βt使得

α1u1 + · · ·+ αsus + β1v1 + · · ·+ βtvt = 0,

移项得:

α1u1 + · · ·+ αsus = −β1v1 − · · · − βtvt

这说明 α1u1 + · · · + αsus ∈ U ∩ V, 从而为 0. 根据 u1, · · · ,us 为基可知 α1 = · · · = αs = 0. 同理,

β1 = · · · = βt = 0.故 S ∪ T 线性无关. □

习题6: (1)(2) 两问都只需考虑平面上三条不同的过原点的直线即可.

V

V1

V2

如上图所示, V ∩ V1, V ∩ V2都是 {0}.

注: 本题 (2) 意在说明: 直和补不唯一.
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补充习题1: (a) 若向量组 v1,v2, · · · ,vk ∈ Rn 线性无关, 则 v1 + v2,v2 + v3, · · · ,vk−1 + vk,vk + v1 是否线性无

关?

(b) 若向量组 v1,v2, · · · ,vk ∈ Rn 线性相关, 则 v1 + v2,v2 + v3, · · · ,vk−1 + vk,vk + v1 是否线性相

关?

解:

(a) 设实数 α1, · · · , αk 满足:

α1(v1 + v2) + α2(v2 + v3) + · · ·+ αk(vk + v1) = 0,

整理得:

(αk + α1)v1 + (α1 + α2)v2 + · · ·+ (αk−1 + αk)vk = 0.

由 v1,v2, · · · ,vk 线性无关知: 

αk + α1 = 0

α1 + α2 = 0
...

αk−1 + αk = 0

可知 α1 = (−1)k−1αk 且 α1 = −αk.于是, 当 k为奇数时, 方程组只有零解, 从而所考虑的向量组

线性无关. 当 k为偶数时, 方程组有非零解, 比如 αi = (−1)i , i = 1, 2, · · · , k,故此时所考虑的方
程组线性相关;

(b) 从 (a)的求解过程可以看出,无论 v1,v2, · · · ,vk是否线性无关,只要 k为偶数,就有 v1+v2,v2+

v3, · · · ,vk−1 + vk,vk + v1线性相关. 以下考虑 k为奇数的情形:

由于 v1,v2, · · · ,vk 线性相关, 故存在 β1, · · · , βk 不全为零, 使得:

β1v1 + · · ·+ βkvk = 0.

由 (a) 可知: 当 k为奇数时, 方程组: 

αk + α1 = β1

α1 + α2 = β2

...

αk−1 + αk = βk

存在唯一解, 因为其对应的齐次线性方程组只有零解. 由 βi不全为零知 αi不全为零. 则:

α1(v1 + v2) + α2(v2 + v3) + · · ·+ αk(vk + v1) =αk + α1)v1 + (α1 + α2)v2 + · · ·+ (αk−1 + αk)vk

=β1v1 + · · ·+ βkvk

=0.

这说明 v1 + v2,v2 + v3, · · · ,vk−1 + vk,vk + v1线性相关.
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补充习题2: (a) 若向量组v1,v2, · · · ,vk ∈ Rn线性无关,则v1,v2, · · · ,vk分别添加m维分量构成的向量组v′
1,v

′
2, · · · ,v′

k是

否一定线性无关?

(b) 若向量组v1,v2, · · · ,vk ∈ Rn线性相关,则v1,v2, · · · ,vk分别添加m维分量构成的向量组v′
1,v

′
2, · · · ,v′

k是

否一定线性相关?

解:

(a) 一定线性无关. 设实数 α1, · · · , αk 满足:

α1v
′
1 + α2v

′
2 + · · ·+ αkv

′
k = 0,

这是一个关于 αi的齐次线性方程组, 一共m+ n个方程. 如果只关注前 n个方程, 其实就是:

α1v1 + α2v2 + · · ·+ αkvk = 0.

由 v1,v2, · · · ,vk 线性无关可知 α1 = · · · = αk = 0,从而 v′
1,v

′
2, · · · ,v′

k 线性无关;

(b) 不一定. 比如 v1 =

(
1

1

)
, v2 =

(
2

2

)
它们线性相关, 但若令 v′

1 =


1

1

1

0

 , v2 =


2

2

0

1

 ,则 v′
1,v

′
2 线

性无关.
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