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1 极大线性无关组、基与维数

回忆: 设 S ⊂ Rn,且 S 中含有非零向量. 则 S 中有极大线性无关组, 设 w1, · · · ,wm ∈ S 是 S 的一个极大线

性无关组.

1. ⟨S⟩ := {α1v1 + · · ·+ αkvk |αi ∈ R, vi ∈ S, i = 1, · · · , k.}

2. 设 u1, · · · ,uk ∈ S 线性无关, 则 u1, · · · ,uk 可扩充成 S 的一个极大线性无关组(可扩充性);

3. 设 v1, · · · ,vl ∈ S 线性无关, 则 v1, · · · ,vl 是 S 的一个极大线性无关组当且仅当m = l (等势性);

4. 关于基底: 设 U 为 Rn的子空间, 向量组 u1, · · · ,uk ∈ U,则:

(i) 若任意 U 中的向量能被 u1, · · · ,uk 唯一地线性表出, 则称 u1, · · · ,uk 为 U 的一组基;

(ii) U 的基就是 U 的一组极大线性无关组;

(iii) 若 u1, · · · ,uk 线性无关, 且能线性表出 U 中所有向量, 则该向量组为 U 的一组基;

(iv) 若 u1, · · · ,uk 线性无关且 k = dim(U),则 u1, · · · ,uk 是 U 的一组基.

5. S的极大线性无关组就是 ⟨S⟩的基底. 所以任何一组 S中的线性无关向量可扩充为 ⟨S⟩的一组基
底(基扩充定理);

注: 若 U ⊂ Rn为子空间, 则 ⟨U⟩ = U.

6. 设 v1, · · · ,vk ∈ Rn,则 dim(⟨v1, · · · ,vk⟩) ≤ k,等号成立当且仅当 v1, · · · ,vk 线性无关;

7. 设 U,W 为两个 Rn 的子空间, 且 U ⊂ W ; 则 dim(U) ≤ dim(W ),dim(U) = dim(W ) 当且仅

当 U = W.

8. 设 u1, · · · ,uk ∈ U 且 k ≥ dim(U),则 u1, · · · ,uk 线性相关;

9. 设 U, V 为两个 Rn的子空间, 则:

dim(U + V ) + dim(U ∩ V ) = dim(U) + dim(V ).

习题1: 即求 v1,v2,v3的一个极大线性无关组. 将这三个向量按列排成矩阵:
1 3 −5

2 2 2

3 1 9

 化为阶梯型−−−−−−→


1 3 −5

0 −4 12

0 0 0

 .

可以看出 v1,v2,v3线性相关. 而 v1,v2,v3互不平行, 所以任意两个向量线性无关, 从而可取 v1,v2为

一个极大线性无关组, 进而成为基底. 该子空间维数为 2.
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习题2: (a) (假设我们还没有学对偶定理)直观理解, 子空间W 由一个方程决定, 所以应该有两个自由度, 维

数应为 2. 首先容易找到W 中的两个向量 w1 =


−1

0

1

 , w2 =


−1

1

0

 .由于 w1 与 w2 不平行,

所以它们线性无关. 另一方面, 任意的 w ∈ W,设 w =


−p− q

p

q

 ,则:

w =


−p− q

p

q

 = qw1 + pw2.

这说明W = ⟨w1,w2⟩.从而 w1,w2是W 的一组基底, dim(W ) = 2;

(b) 本题需要证明两方面: 1. W + V 是直和; 2. W + V = R3.

先证W + V 是直和, 也就是证明W ∩ V = {0}. 任取 f ∈ W ∩ V,则由 f ∈ V 知存在 λ ∈ R使

得 f =


λ

λ

2λ

 .又由 f ∈ W 知:

λ+ λ+ 2λ = 0.

从而 λ = 0, f = 0.这说明W ∩ V = {0}.

再证W + V = R3.由于W ⊂ R3, V ⊂ R3,从而W + V ⊂ R3.易见 dim(V ) = 1, v就是 V 的基.

由维数公式可得:

dim(W + V ) = dim(W ) + dim(V ) = 3 = dim(R3).

故W + V = R3.

从而W ⊕ V = R3;

(c) 由上节习题课, 或者直接验证可知 v,w1,w2线性无关, 从而是W ⊕ V = R3的一组基;

(d) 法一: 根据条件列出方程组:


x− y − z = a

x+ z = b

2x+ y = c

.直接解方程,或将三个式子相加即得x =
a+ b+ c

4
;

法二: 注意到 w1,w2与


1

1

1

作点乘为 0,所以对


a

b

c

用

1

1

1

作点乘得:

a+ b+ c =


a

b

c

 ·


1

1

1

 = xv ·


1

1

1

 = 4x.

得 x =
a+ b+ c

4
.
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习题3. 就是“回忆”中的第 6 点. 取 v1, · · · ,vt 的一个极大线性无关组, 记为 u1, · · · ,um,则该向量组就成

为 V 的一组基,从而 d = m ≤ t.若 t = d,则u1, · · ·um就是 v1, · · · ,vt,从而线性无关;若 v1, · · · ,vt线

性无关, 则它们是 V 的一组基, 从而 t = dim(V ) = d.

2 矩阵的秩

回忆: 设 A ∈ Rm×n,其行空间记为 Vr,列空间记为 Vc.

1. 定义 A的行秩为 dim(Vr),列秩为 dim(Vc);

2. 初等行变换不改变行空间, 且不改变列秩; 初等列变换不改变列空间, 且不改变行秩;

3. A的行秩等于 A的列秩, 将其称为 A的秩;

4. A的行秩就是 A行向量的极大线性无关组的个数, 列秩就是 A列向量的极大线性无关组的个数.

5. rank(A) ≤ min(m,n);设 B ∈ Rm×s,则 rank(A,B) ≤ rank(A) + rank(B);

6. rank(A) = rank(At).

习题4. (a)


8 2 2 −1 1

1 7 4 −2 5

−2 4 2 −1 3

 初等行变换−−−−−−→


1 7 4 −2 5

0 −54 −30 15 −39

0 0 0 0 0

 .

可以看出秩为 2.

(b) 法一: 对该矩阵做初等行变换. 所以分以下情形:

(1) a = b = c = d = 0,则秩为 1;

(2) a, b, c, d不全为零. 比如 a不为零, 则可以做初等行变换:
1 e e

0 a b

0 c d

 − c
a r2+r3−−−−−−→


1 e e

0 a b

0 0 d− bc
a


可以看出, 若 ad− bc = 0,则该矩阵秩为 2,否则秩为 3.

一般地, 我们可以通过行列的置换把 a, b, c, d中的非零元换到第二行第二列的位置, 做初等

行变换. 计算可知, 无论那种情况, 都有: 若 ad− bc = 0,则该矩阵秩为 2,否则秩为 3.

法二: 该矩阵的秩至少为 1. 当 a = b = c = d = 0 时, 该矩阵秩为 1. 当 a, b, c, d 不全为零

时, 该矩阵秩为 3 当且仅当 (a, b)与 (c, d)线性无关. 所以我们只需要求出 (a, b)与 (c, d)线性

无关的条件就可以了. 而这等价于:

ax+ cy = 0

bx+ dy = 0
只有零解, 进而等价于 ad − bc ̸= 0. 所以,

当 a = b = c = d = 0时, 矩阵秩为 1; 当 a, b, c, d不全为零时, 若 ad − bc = 0,则矩阵秩为 2;

若 ad− bc ̸= 0,则矩阵秩为 3.

补充习题1: ( 2020 秋期中考试 T6 ) 设 k > 1,v1, · · · ,vk ∈ Rn且存在 α1, · · · , αk ∈ R不全为零, 使得:

α1v1 + · · ·+ αkvk = 0.
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(i) 证明: dim(⟨v1, · · · ,vk⟩) < k;

(ii) 若存在实数 β1, · · · , βk 使得:

β1v1 + · · ·+ βkvk = 0,

且

rank

(
α1 · · · αk

β1 · · · βk

)
= 2,

证明: dim(⟨v1, · · · ,vk⟩) < k − 1.

(iii) (推广) 设 s ∈ N+, 0 < s < k.若存在实数 βij , 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ k,使得对任意的 i = 1, · · · , s,

βi1v1 + · · ·+ βikvk = 0,

且矩阵


α1 · · · αk

β11 · · · β1k

...
...

...

βs1 · · · βsk

满秩, 证明: dim(⟨v1, · · · ,vk⟩) < k − s.

解: (iii) 注意到 s+ 1 ≤ k,故矩阵


α1 · · · αk

β11 · · · β1k

...
...

...

βs1 · · · βsk

满秩说明它的行向量线性无关. 考虑 k个未知数

的齐次线性方程组:

x1v1 + x2v2 + · · ·+ xkvk = 0.

设其解空间为 V. 由条件, 题给矩阵的每个行向量都是该方程组的一个解, 并且它们线性无关, 所

以 dim(V ) ≥ s + 1, rank(v1, · · · ,vk) = k − dim(V ) < k − s. 这说明矩阵 (v1, · · · ,vk) 的列秩小

于 k − s,也就说明 dim(⟨v1, · · · ,vk⟩) < k − s.

补充习题2: 设 U0 ⊊ U1 ⊊ U2 ⊊ · · · ⊊ Um, V0 ⊊ V1 ⊊ V2 ⊊ · · · ⊊ Vm 均为 Rn 的子空间, 且 U0 = V0 = {0}, Um =

Vm.证明:

(i) m ≤ n;

(ii) 设有 t个下指标 i使得 Ui + Vi ⊊ Ui+1 + Vi+1,则:

m− ⌊dim(Um)

2
⌋ ≤ t ≤ dim(Um).

解:

(i) 由 Ui ⊊ Ui+1知 dim(Ui) < dim(Ui+1).所以:

n ≥ dim(Um) ≥ dim(Um−1) + 1 ≥ · · · ≥ dim(U0) +m = m.

(ii) Ui+Vi ⊊ Ui+1+Vi+1当且仅当 dim(Ui+Vi) < dim(Ui+1+Vi+1). 同 (i)可证 t ≤ dim(Um+Vm) =

dim(Um).
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另一方面, 由维数公式,

dim(Ui + Vi) = dim(Ui) + dim(Vi)− dim(Ui ∩ Vi);

dim(Ui+1 + Vi+1) = dim(Ui+1) + dim(Vi+1)− dim(Ui+1 ∩ Vi+1).

从而Ui + Vi ⊊ Ui+1 + Vi+1当且仅当:

dim(Ui+1)− dim(Ui) + dim(Vi+1)− dim(Vi) > dim(Ui+1 ∩ Vi+1)− dim(Ui ∩ Vi).

所以, 当 dim(Ui+1 ∩ Vi+1) − dim(Ui ∩ Vi) ≤ 1 时, Ui + Vi ⊊ Ui+1 + Vi+1. 设有 x 个指标 i 使

得 dim(Ui+1 ∩ Vi+1)− dim(Ui ∩ Vi) ≥ 2,则:

dim(Um) = dim(Um ∩ Vm) ≥ 2x+ dim(U0 ∩ V0) = 2x.

可知 x ≤ ⌊dim(Um)

2
⌋. 也就是说, 至少有 m − ⌊dim(Um)

2
⌋ 个指标 i 使得 dim(Ui+1 ∩ Vi+1) −

dim(Ui ∩ Vi) ≤ 1. 从而命题得证.
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