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2023 年 11 月 22 日

1 矩阵的秩

回忆: 现在我们有两种观点去认识矩阵的秩:

1. 进行初等行列变换后, 矩阵的非零行(非零列)的个数;

2. 矩阵行(列)空间的维数, 或者说矩阵的行(列)向量组的极大线性无关组所包含的向量个数.

学习行列式之后, 我们还有另外一种观点. 求矩阵的秩时, 我们往往要灵活地转换使用以上两种观点.

习题1: 我们分别使用两种观点证明本题:

初等行列变换的角度.

(a) 设 rank(A) = RA, rank(C) = RC ,则 A可通过初等行列变换化为:

A
初等行列变换−−−−−−−→

(
ERA

O

O O

)
(1)

同样地, C 可通过初等行列变换化为:

C
初等行列变换−−−−−−−→

(
ERC

O

O O

)
(2)

对矩阵

(
A O

O C

)
的前m行 n列作初等行列变换不会影响到右下角的 C,且对其后 s行 k列作初

等行列变换不会影响到左上角的 A.所以我们可以通过初等行列变换将其化为:
(
ERA

O

O O

)
O

O

(
ERC

O

O O

)


容易看出其秩为 RA +RC .
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(b) 同 (a), 我们分别对矩阵

(
A B

O C

)
的前 m 行 n 列和后 s 行 k 列作初等行列变换, 使得左上角

的 A与右下角的 C 对应地有变换 (1), (2).此时, 原矩阵化为:
(
ERA

O

O O

)
B̄

O

(
ERC

O

O O

)


已经能够看出, 该矩阵前 RA 行和从第m+ 1行到第m+ RC 行所构成的向量组线性无关, 所以

该矩阵的秩 ≥ RA +RC .

行空间的角度.

(a) 设 rank(A) = RA, rank(C) = RC . 不妨设 A 的前 RA 行
−→
A1, · · · ,

−−→
ARA

构成 A 的行向量组的

极大线性无关组, C 的前 RC 行
−→
C1, · · · ,

−−→
CRC

构成 C 的行向量组的极大线性无关组. 容易看出:

(
−→
A1,O1×k), · · · , (

−−→
ARA

,O1×k), (O1×n,
−→
C1), (O1×n,

−−→
CRC

) 线性无关, 实际上是矩阵

(
A O

O C

)
的行

向量的极大线性无关组. 所以该矩阵的秩为 RA +RC .

(b) 同样地, 设 rank(A) = RA, rank(C) = RC . 不妨设 A的前 RA 行
−→
A1, · · · ,

−−→
ARA

构成 A的行向量

组的极大线性无关组, C 的前 RC 行
−→
C1, · · · ,

−−→
CRC

构成 C 的行向量组的极大线性无关组. 那么容

易证明: (
−→
A1,

−→
B1), · · · , (

−−→
ARA

,
−−→
BRA

), (O1×n,
−→
C1), (O1×n,

−−→
CRC

)线性无关. 所以矩阵

(
A B

O C

)
行空

间的维数 ≥ RA +RC ,也即该矩阵的秩 ≥ RA +RC .

习题2: 设 A,B的行数为m.对矩阵

(
A B

2A −5B

)
作初等行变换:

(
A B

2A −5B

)
前m行的 −2倍对应加到后m行−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

(
A B

O −7B

)
后m行倍乘−

1

7−−−−−−−−−→

(
A B

O B

)
后m行的 −1倍对应加到前m行−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

(
A O

O B

)

结合习题 1 的 (a), 我们有 rank

(
A B

2A −5B

)
= rank

(
A O

O B

)
= rank(A) + rank(B).

补充: 子矩阵的秩.

设矩阵 F ∈ Rm×n, m′ ≤ m, n′ ≤ n. 取定 F 的 m′ 行和 n′ 列, 由处于这些行以及列的元素所构成

的 m′ × n′ 矩阵称为 F 的子矩阵. 例如: F =


1 2 3

4 5 6

7 8 9

 ,那么取 F 的第 1, 3行和 2, 3列所构成的子
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矩阵为

(
2 3

8 9

)
.

命题 1.1 任意矩阵的秩不小于其子矩阵的秩.

证明:

设 F ∈ Rm×n有子矩阵 A ∈ Rm′×n′
,则可以通过行列置换将 A调整至 F 的左上角. 于是我们不妨设:

F =

(
A B

C D

)
,

其中 B ∈ Rm′×(n−n′), C ∈ R(m−m′)×n, D ∈ R(m−m′)×(n−n′). 由于 Vc

(
A

C

)
⊆ Vc

(
A B

C D

)
,我们有:

rank

(
A

C

)
≤ rank

(
A B

C D

)

同样地, 由于 Vr(A) ⊆ Vr

(
A

C

)
,我们有:

rank(A) ≤ rank

(
A

C

)
.

于是 rank(A) ≤

(
A

C

)
≤ rank

(
A B

C D

)
= rank(F ). □

例 1.2 证明 rank(A+B) ≤ rank(A) + rank(B)以及 rank(AB) ≤ rank(A) + rank(B).

证明: 习题已证 rank(A) + rank(B) = rank

(
A O

O B

)
.若作初等行列变换:

(
A O

O B

)
→

(
A A

O B

)
→

(
A A+B

O B

)

注意到 A+B是

(
A A+B

O B

)
的一个子矩阵, 所以 rank(A+B) ≤ rank

(
A A+B

O B

)
= rank(A) +

rank(B);

若作初等行变换: (
A O

O B

)
→

(
A B

O B

)

注意到 (AB)是

(
A B

O B

)
的一个子矩阵, 所以 rank(AB) ≤ rank

(
A B

O B

)
= rank(A) + rank(B). □

注: 利用维数公式证明秩的等或者不等关系也是常用技巧. 思考如下问题:
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例 1.3 设 A,B,C 是具有相同行数的矩阵, 证明:

rank(AB) + rank(BC) + rank(C A) ≥ 2

3
(rank(A) + rank(B) + rank(C)) + rank(ABC).

留作练习.

2 线性方程组的解结构

回忆: 设 L为一个线性方程组, 其增广矩阵为 B =
(
A | b

)
,其中 A ∈ Rm×n, b ∈ Rm×1.设以 A作为系数矩

阵的齐次线性方程组为 H, γ 为 L的一个解(若解存在).

1. L相容当且仅当 rank(A) = rank(B); L确定当且仅当 rank(A) = rank(B) = n;

2. 若 L相容, 则 sol(L) = γ + sol(H);

3. L确定当且仅当 H 确定;

4. dim(sol(H)) + rank(A) = n; (对偶定理)

5. 求解方程组: 高斯消元法化阶梯型.

习题3: 写出系数矩阵:


1 1 −2 2

3 5 6 −4

4 5 −2 3

3 8 24 −19

 ,化为阶梯型:


1 1 −2 2

3 5 6 −4

4 5 −2 3

3 8 24 −19

→


1 1 −2 2

0 1 6 −5

0 0 0 0

0 0 0 0


可以看出矩阵的秩为 2,解空间的维数为 4− 2 = 2.这里, 我们将回代过程也用矩阵来操作:

1 1 −2 2

0 1 6 −5

0 0 0 0

0 0 0 0

→


1 0 −8 7

0 1 6 −5

0 0 0 0

0 0 0 0


将第二行代入第一行, 也就是用第二行将第二列的元素全消掉, 这样我们得到一个更简单的阶梯型,

称为最简阶梯型. 取 x3 = 1, x4 = 0, 容易看出一个解为 (8,−6, 1, 0); 取 x3 = 0, x4 = 1, 一个解

为 (−7, 5, 1, 0),这两个解线性无关, 构成解空间的一组基.

习题4: 写出增广矩阵:


2 −1 3 4 | 5

4 −2 5 6 | 7

6 −3 7 8 | 9

λ −4 9 10 | 11

 .
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做初等行变换:
2 −1 3 4 | 5

4 −2 5 6 | 7

6 −3 7 8 | 9

λ −4 9 10 | 11

→


2 −1 3 4 | 5

0 0 −1 −2 | − 3

0 0 −2 −4 | − 6

0 λ
2
− 4 9− 3λ

2
10− 2λ | 11− 5λ

2



→


2 −1 3 4 | 5

0 λ
2
− 4 9− 3λ

2
10− 2λ | 11− 5λ

2

0 0 −1 −2 | − 3

0 0 0 0 | 0



→


2 −1 0 −2 | − 4

0 λ− 8 0 2λ− 16 | 4λ− 32

0 0 1 2 | 3

0 0 0 0 | 0


若 λ = 8,则系数矩阵和增广矩阵秩均为 2, 齐次部分解空间维数为 2, 一个解为 (−2, 0, 3, 0),齐次部

分解空间的一组基为 (
1

2
, 1, 0, 0, ), (1, 0,−2, 1);

若 λ ̸= 8,则系数矩阵和增广矩阵秩均为 3, 齐次部分解空间维数为 1. 继续化简:
2 −1 0 −2 | − 4

0 λ− 8 0 2λ− 16 | 4λ− 32

0 0 1 2 | 3

0 0 0 0 | 0

→


2 0 0 0 | 0

0 1 0 2 | 4

0 0 1 2 | 3

0 0 0 0 | 0


容易看出: (0, 4, 3, 0)方程组的一个解, (0,−2,−2, 1)为齐次部分解空间的一组基.

3 线性映射与矩阵

回忆:

1. 线性映射的定义;

2. 线性映射保持线性相关性;

3. 设 ϕ : Rn → Rm为线性映射, 定义 ker(ϕ) := ϕ−1(0), im(ϕ) := ϕ(Rn),它们分别为 Rm,Rn的子空间;

4. dim(ker(ϕ)) + dim(im(ϕ)) = n; (对偶定理)

5. 设 v1, · · · ,vn 是 Rn 的一组基, w1, · · · ,wn 为 Rm 中的一组向量, 则存在唯一的线性映射 ϕ : Rn →
Rm,使得 ϕ(vi) = wi, i = 1, 2, · · · , n.换句话说, 线性映射被一组基下的像唯一确定;

6. 取定标准基后, 矩阵和线性映射一一对应, 即 Hom(Rn,Rm) ∼= Rm×n;

7. 通过线性映射的加法, 数乘和复合定义矩阵的加法, 数乘和乘法;
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8. 取定标准基后, 设 ϕ对应的矩阵为 A,则:

ϕ(


x1

x2

...

xn

) = A


x1

x2

...

xn

 .

习题5: 按照定义检验即可, 只有 (ii) 不是线性映射, 它不保持数乘, 也不保持加法. 下面以 (iii) 为例, 检验其

为线性映射.

任取 (x1, x2, · · · , xn)
t ∈ Rn, λ ∈ R,

ϕ(λ(x1, x2, · · · , xn)
t) =ϕ((λx1, λx2, · · · , λxn)

t)

=(λx1, λx1 + λx2, · · · , λx1 + λx2 + · · ·+ λxn)
t

=λ(x1, x1 + x2, · · · , x1 + x2 + · · ·+ xn)
t

=λϕ((x1, x2, · · · , xn)
t)

保持数乘.

任取 (x1, x2, · · · , xn)
t, (y1, y2, · · · , yn)t ∈ Rn,

ϕ((x1, x2, · · · , xn)
t + (y1, y2, · · · , yn)t) = ϕ((x1 + y1, x2 + y2, · · · , xn + yn)

t)

=(x1 + y1, (x1 + y1) + (x2 + y2), · · · , (x1 + y1) + (x2 + y2) + · · ·+ (xn + yn))
t

=(x1 + y1, (x1 + x2) + (y1 + y2), · · · , (x1 + x2 + · · ·+ xn) + (y1 + y2 + · · ·+ yn))
t

=(x1, x1 + x2, · · · , x1 + x2 + · · ·+ xn)
t + (y1, y1 + y2, · · · , y1 + y2 + · · ·+ yn)

t

=ϕ((x1, x2, · · · , xn)
t) + ϕ((y1, y2, · · · , yn)t).

保持加法, 所以 ϕ为线性映射.

注: 写出 (i)(iii) 对应的矩阵:

(i) :



0 0 0 · · · 0 1

0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1 0

1 0 0 · · · 0 0



(iii) :



1 0 0 · · · 0 0

1 1 0 · · · 0 0

1 1 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

1 1 1 · · · 1 0

1 1 1 · · · 1 1


6



补充1: 置换矩阵. 设 σ ∈ Sn, ϕ : Rn → Rn, (x1, x2, · · · , xn)
t 7→ (xσ(1), xσ(2), · · · , xσ(n))

t.容易验证 ϕ为线性

映射, 且对应的矩阵为: (
aij

)
n×n

, aij =

1, σ(i) = j;

0, σ(i) ̸= j.

该矩阵每行每列只有一个元素是 1,其余是 0.

补充2: 核空间升链.

设 ϕ : Rn → Rn, ϕk 表示 ϕ复合 k次. 我们有:

命题 3.1 (1) ker(ϕ) ⊆ ker(ϕ2) ⊆ · · · ⊆ ker(ϕk) ⊆ · · · ;

(2) 存在 k ∈ N+ 使得 ker(ϕk) = ker(ϕk+1);

(3) 若正整数 k使得 ker(ϕk) = ker(ϕk+1),则 ker(ϕk+1) = ker(ϕk+2).

证明: 只证明 (3). 任取 v ∈ ker(ϕk+2),则 ϕk+2(ϕ) = 0.则

ϕk+1(ϕ(v)) = ϕk+2(v) = 0.

从而 ϕ(v) ∈ ker(ϕk+1) = ker(ϕk),故:

ϕk+1(v) = ϕk+1(ϕ(v)) = 0.

从而 v ∈ ker(ϕk+1).这说明 ker(ϕk+1) = ker(ϕk+2). □

推论 3.2 设 A ∈ Rn×n,则存在 k ∈ N+, rank(Ak) = rank(Ak+1) = rank(Ak+2) = · · · .
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