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1 线性映射

回忆: 设 v1, · · · ,vn为 Rn中的一组基, w1, · · · ,wn为 Rm中的一组向量. 则存在唯一的线性映射 ϕ : Rn →
Rm使得 ϕ(vi) = wi, i = 1, · · · , n.

第八周习题3: 在求解本题前, 我们需要对线性映射有更多的了解.

命题 1.1 设 ϕ : R2 → R2 为平面上的线性映射. 则:

1. ϕ被两个不平行向量的像决定;

2. ϕ把直线映到直线, 把线段映到线段, 并不改变相应像点在线段上的比例位置, 即中点映为中点,

三等分点映为三等分点;

证明: 1 由线性映射基本定理直接得到. 关于 2, 设平面上有两点 A,B,对应向量为 vA,vB.则任取直

线 AB 上一点 C,其对应向量可表示为 vC = λvA + (1 − λ)vB, λ ∈ R.当 0 ≤ λ ≤ 1时表示 C 在线

段 AB 上. 则:

ϕ(vC) = ϕ(λvA + (1− λ)vB) = λϕ(vA) + (1− λ)ϕ(vB).

自然得证. □

(a) 如图, 需要找一个线性映射 ϕ使得线段 AB 在 ϕ下的像为 A′B′. 那么根据前命题的 2, 实际上只需

要将 A,B 分别映到 A′, B′(或者 B′, A′ )即可. 由于点 A,B 所对应的向量 vA,vB 线性无关, 所以这样

的 ϕ一定存在.
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(b) 设 ϕ对应矩阵为

(
a b

c d

)
,则平面上任一点 (x, y),在 ϕ下的像为:

ϕ((x, y)) =

(
a b

c d

)(
x

y

)
=

(
ax+ by

cx+ dy

)
.

若 (x, y) ∈ S,则 y = (x− 2)2 + 1.我们需要 ϕ((x, y)) ∈ T (S), ∀(x, y) ∈ S.那么有:

cx+ dy − 1 = (ax+ by − 3)2.

代入 y的表达式, 化简得到:

b2x4+2 (a− 4b) b x3+
(
2 (5b− 3) b+ (a− 4b)

2 − d
)
x2+(2 (5b− 3) (a− 4b)− c+ 4d)x+(5b− 3)

2−5d+1 = 0.

上式需对任意的实数 x恒成立, 则 x的系数全部为 0. 可以解出:

a =
√
2

b = 0

c = 8− 6
√
2

d = 2

或



a = −
√
2

b = 0

c = 8 + 6
√
2

d = 2

.

不难验证这样的 ϕ满足要求.

(c) S, T (S)均是两条直线的并. 任取S中的两点P,Q,如果P,Q所决定的直线在S中,那么ϕ(P ), ϕ(Q)所

决定的直线也在 T (S)中.下图所示情况不能发生.

A A′

(2, 1) (3, 1)

P
P ′

Q Q′

ϕ
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于是我们可以看出, 若记 l1 = {(x, y)R | y − 1 = x− 2}, l2 = {(x, y)R | y − 1 = −x+ 2},只能是:

ϕ(l1) = T (l1), ϕ(l2) = T (l2) 或 ϕ(l1) = T (l2), ϕ(l2) = T (l1).

同 (b) 的做法, 可以设 ϕ 对应的矩阵为

(
a b

c d

)
, 使得 ϕ(l1) = T (l1), ϕ(l2) = T (l2). 则由 ϕ(l1) =

T (l1)可知:对任意的 (x, y) ∈ l1, ϕ((x, y)) ∈ T (l1).即 y = x− 1且

cx+ dy − 1 = ax+ by − 3

恒成立. 化简得:

(a+ b− c− d)x− b+ d− 2 = 0, ∀x ∈ R.

从而 a+ b− c− d = 0, −b+ d = 2. 同理, 由 ϕ(l2) = T (l2)可得: a− b+ c− d = 0, 3b+ 3d = 4.可以

解出: 

a =
5

3

b = −1

3

c = −1

3

d =
5

3

.

不难看出这样的 ϕ满足要求.

(d) S是以 (2, 1)为圆心, 1为半径的圆. 我们证明: 若 ϕ(S) = T (S),则 ϕ((2, 1)) = (3, 1),即将圆心映为圆

心.

A

A′

(2, 1)

P

ϕ

P ′

Q

Q′

M
M ′

N

N ′

如上图, 假设 A,P,Q,M,N 在 ϕ下的像为 A′, P ′, Q′,M ′, N ′,其中 A为 S 的圆心, PQ,MN 为 S 的

两条直径. 首先, A′ 为线段 P ′Q′ 和 M ′N ′ 的中点. 若 A′ 不为圆心, 则线段 P ′Q′ 与 M ′N ′ 都是

以 A′为中点的弦, 也就是过 A′点且与 A′的连心线垂直的弦. 这说明 {P ′, Q′} = {M ′, N ′}.进一步说
明 ϕ(S) = {P ′, Q′},不符合要求(实际上, 这样的线性映射不存在). 所以 A′只能是 T (S)的圆心.
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设坐标原点为O.考虑直线OA与S的两个交点R, T,位置下如图所示. 设R, T 在ϕ下的像为R′, T ′,则

由 vR,vT 与 vA 共线知 vR′ ,vT ′ 与 vA′ 共线. 而不难计算 vT =

√
5 + 1√
5− 1

vR, vT ′ =

√
10 + 1√
10− 1

vR′ ,比例

不同, 矛盾. 这说明这样的线性映射不存在.

A
A′

T

ϕ

R′
R

T ′
(2, 1)

(3, 1)

O

2 矩阵的秩(有了矩阵运算之后)

回忆: 用大写字母表示矩阵, 并假设矩阵阶数与运算相容.

1. rank(A+B) ≤ rank(A) + rank(B).

进一步, rank(A1 +A2 + · · ·+An) ≤ rank(A1) + rank(A2) + · · ·+ rank(An);

2. rank(AB) ≤ rank(A)且 rank(AB) ≤ rank(B);

3. 设 A的列数为 s,则 rank(A) + rank(B) ≤ s+ rank(AB) (Sylvester);

3. 设 A,C 为满秩方阵, 则 rank(B) = rank(AB) = rank(BC);

4. rank(A) = rank(At).

第八周习题4:

rank(A+B + C) =rank(2A+ 2B + 2C)

=rank((A+B) + (B + C) + (C +A))

≤rank(A+B) + rank(B + C) + rank(C +A).

注: 本题也可以利用初等行列变换证明.

第九周习题5: 直接利用 Sylvester不等式即可.

第八周习题5: 必要性:

若 rank(A) = 0, 则只需要令 a1 = a2 = · · · = am = 0, bi 任取即可. 以下考虑 rank(A) = 1. 那

么 dim(Vr(A)) = 1,故存在 (b1, · · · , bn) ∈ Vr(A)为 Vr(A)的基, A的每一行被其线性表出. 故设:

−→
Ai = ai(b1, · · · , bn), ai ∈ R, i = 1, · · · ,m.
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则 A =


a1(b1, · · · , bn)
a2(b1, · · · , bn)

...

am(b1, · · · , bn)

 =


a1

a2
...

am


(
b1, · · · , bn

)
.

充分性:

A =


a1

a2
...

am


(
b1, · · · , bn

)
=


a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 a2b2 · · · a2bn
...

...
...

amb1 amb2 · · · ambn

 .

若 a1 = · · · = am = 0,则 A = O.否则, 不妨设 a1 ̸= 0,从而 A可经过一系列初等行变换化为:

A →


b1 b2 · · · bn

0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0

 .

从而 rank(A) ≤ 1.

3 其它习题

回忆: 1. 方阵 A可逆当且仅当 A满秩; 方阵 A可逆当且仅当存在同阶方阵 B 使得 AB = E.

2. 设 A,B ∈ Rn×n可逆, 则:

(i) (AB)−1 = B−1A−1;

(ii) (A−1)−1 = A;

(iii) (A−1)t = (At)−1;

(iv) 设 b ∈ Rn, x = (x1, x2, · · · , xn)
t 为未知数构成的向量, 则线性方程组 Ax = b 有唯一

解 x = A−1b.

3. (搬运工引理)设A ∈ Rn×n.则AEi,j就是第 j列为
−−→
A(i),其余列为零的矩阵; Ei,jA就是第 i行为

−→
Aj ,其

余行为零的矩阵;

4. 矩阵代数Mn(R)的中心元为标量矩阵, 即 {λEn |λ ∈ R}.

第九周习题3: (联想: 任意函数均可写成一个偶函数和一个奇函数的和.) 设 A为方阵, 容易验证: A + At 为对称方

阵, A−At为斜对称方阵, 则:

A =
A+At

2
+

A−At

2

可以写为一个对称方阵和一个斜对称方阵的和.
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第九周习题5: 本题方法与求矩阵的中心元的方法类似. 我们可以先用特殊的矩阵(例如 Eij )去测试 A的性质.

设 A = (ai,j)n×n.对任意的1 ≤ i, j ≤ n,

AEi,j = (On×(j−1), A
(i), On×(n−j)).

从而 0 = tr(AEi,j) = aj,i.故 A = O.
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