
第一章 预备知识

定义 5.13 设 ∼是 S 上的等价关系. 关于 ∼的所有等价
类的集合称为 S 关于 ∼的商集. 记为 S/∼. 映射

π : S −→ S/∼
x 7→ x̄

称为关于 ∼的商映射或自然投射.

注意到商映射是满射. 对于等价关系 ∼c, 其商映射就

是判断每位同学是哪个班的. 对于 ≡2, 其商映射就是判断

每个整数的奇偶性.

5.4 集合的划分

定义 5.14 设 S是非空集, P 是 S中一些非空子集组成的

集合(有限或无限). 如果

(i) 对任意不相等的 U, V ∈ P, U ∩ V = ∅,

(ii) S =
⋃

U∈P U ,

则称 P 是 S 的一个划分 (partition).

设∼是 S上的等价关系.根据上一讲中命题 5.11和等价关

系的自反性, S/∼是 S 的一个划分. 反之, 设 P 是 S 的一
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个划分. 我们定义 S 上的二元关系 ∼P 如下: 对 x, y ∈ S,

如果存在 U ∈ P 使得 x, y ∈ U , 则 x ∼P y.

下面我们来验证 ∼P 是等价关系. 由定义 5.14中的条

件 (ii)可知, 对任意 x ∈ S, 存在 U ∈ P 使得 x ∈ U . 于

是, x ∼P x. 自反性成立. 设 x ∼P y. 则存在 U ∈ P 使
得 x, y ∈ U . 故 y, x ∈ U . 于是, y ∼P x. 对称性成立. 设

x ∼P y和 y ∼P z. 则存在存在 U, V ∈ P , 使得 x, y ∈ U 和

y, z ∈ V . 于是, y ∈ U ∩ V . 由定义 5.14中的条件 (ii)可知,

U = V . 故 x, z ∈ U . 从而, x ∼P z. 传递性成立. 称 ∼P 是

由划分 P 诱导的等价关系.

根据命题 5.11, 对于给定的集合 S 上的等价关系 ∼,

划分 S/∼诱导的等价关系就是∼.

反之, 对于给定的集合 S 的划分 P , 其诱导等价关系

的商集 S/∼P 就是 P .

因此, 等价关系通过其商集对集合分类, 而商映射意

味着对集合中的元素归类. 另一方面, 对集合元素进行分

类(划分)就是在集合上引入一个等价关系.

例 5.15 设 S = [0, 3]× [0, 1]. 令

P ={{(x, y)} | (x, y) ∈ S 且 0 < x < 3}

∪ {{(0, y), (3, y)} | 0 ≤ y ≤ 1}.
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则 S/∼P 是一个圆柱. 令

Q ={{(x, y)} | (x, y) ∈ S 且 0 < x < 3}

∪ {{(0, y), (3, 1− y)} | 0 ≤ y ≤ 1}.

则 S/∼Q是Möbius带.

5.5 映射分解定理

定义 5.16 设 f : S −→ T 是映射. 如果 f (x) = f (y), 则

记 x ∼f y. 称 ∼f 是由 f 诱导的等价关系.

我们来验证 ∼f 是等价关系. 对任意 x ∈ S, f (x) = f (x).

于是, x ∼f x. 自反性成立. 设 x ∼f y. 则 f (x) = f (y).

故 f (y) = f (x). 于是, y ∼f x. 对称性成立. 设 x ∼f y和

y ∼f z. 则 f (x) = f (y)且 f (y) = f (z). 故 f (x) = f (z). 于

是, x ∼f z. 传递性成立. 验证完毕.

例 5.17 设

f R2 −→ R
(x, y) 7→

√
x2 + y2

.

则 R2 中两点关于 ∼f 等价当且仅当这两点在以原点为圆

心的同心圆上. 而 R2/∼f 是以原点为圆心的所有圆构成

的集合.
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定理 5.18 设 f : S −→ T 是映射, π是关于 ∼f 的商映射.

则存在唯一的映射 f̄ : S/∼f −→ T 使得 f = f̄ ◦ π, 且该
映射是单射.

S
f

π
T

f̄

(S/∼f)

证明. 设:

f̄ : S/∼f −→ T

x̄ 7→ f (x).

因为 x̄可能有不同的代表元, 所以我们需要验证 f̄ 是良定

义的. 设 x̄ = ȳ. 根据命题 5.11, x ∼f y. 即 f (x) = f (y). 故

f̄ (x̄) = f̄ (ȳ). 于是, f̄ 是良定义的.

对任意 x ∈ S, f̄ ◦ π(x) = f̄ (x̄) = f (x). 故 f = f̄ ◦ π.
存在性成立.

再设 g : S/∼f −→ T 是映射使得 f = g ◦ π. 则对于

任意 x ∈ S, f (x) = g ◦ π(x) =⇒ g(x̄) = f (x) = f̄ (x̄). 即

g = f̄ . 唯一性成立.

设 f̄ (x̄) = f̄ (ȳ). 则 f (x) = f (y). 故 x ∼f y. 根据命题

5.11 (i), x̄ = ȳ. 故 f̄ 是单射. □
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例 5.19 设 S 是某中学全体学生的集合, T 是该中学全体

老师的集合. 定义:

f : S −→ T

x 7→ x的班主任.

则 ∼f 是关于同学的等价关系 ∼c. 商集 S/∼f 是该中学

所有的班. 而诱导映射 f̄ 把班映到班主任, 它显然是单射.

□

例 5.20 设m ∈ Z+. 定义:

r : Z −→ Z
x 7→ rem(x,m).

则 ∼r是关于m的同余关系. 商集 S/∼r是集合

{0̄, 1̄, . . . ,m− 1}.

而诱导映射 r̄ 把 x̄ 映到 x̄ 最小的非负代表元 rem(x,m),

它显然是单射. □

5.6 序关系

定义 5.21 设 ⪯是集合 S 上的二元关系. 如果

(i) 对任意 x ∈ S, x ⪯ x (自反性),

(ii) 如果 x, y ∈ S 且 x ⪯ y 和 y ⪯ x, 则 y = x (反对称

性),
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(iii) 如果 x, y, z ∈ S, x ⪯ y且 y ⪯ z, 则 x ⪯ z (传递性),

则称 ⪯ 是偏序. 进而, 设 ⪯ 是 S 上的偏序. 如果对任意

x, y ∈ S, 我们有 x ⪯ y或 y ⪯ x. 则称 ⪯是全序.

例 5.22 在实数集上, ≤和≥都是全序. 设 S是非空集合,

T 是 S中所有子集的集合. 则 ⊂和 ⊃是 T 上的偏序关系.

定义 5.23 设 ⪯是集合 S 上的偏序关系, z ∈ S. 如果不

存在 x ∈ S \ {z}使得 z ⪯ x, 则称 z 是 S 中关于 ⪯的极
大元. 如果对于任意 x ∈ S, 我们都有 x ⪯ z. 则称 z 是 S

中关于 ⪯的最大元. 类似地, 我们可以定义关于偏序的极

小元和最小元.

注解 5.24 极小元意味着集合 S 中没有其它元素比它更

小. 最小元意味着集合 S 中的其它元素都比它大. 对极大

元和最大原有类似的直观描述.

注解 5.25 设 ⪯是集合 S 上的偏序关系, z1 和 z2 是关于

⪯ 的两个最大元. 则 z1 ⪯ z2 和 z2 ⪯ z1. 根据反对称性

z1 = z2. 故当最大元存在时, 它是唯一的. 此时它也是唯

一的极大元. 类似的结论也适用于最小元和极小元.

例 5.26 设 S = {1, 2, 3}, T 是 S 的所有真子集组成的集

合. 则 ⊂是 T 上的偏序. 关于该偏序的极大元是

{1, 2}, {2, 3}, {1, 3},
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没有最大元. 关于该偏序的最小元是 ∅, 也是唯一的极小
元. □

6 置换

6.1 置换的定义和乘法

令

[n] = {1, 2, . . . , n},

Sn是从 [n]到 [n]的所有双射的集合. 则 card(Sn) = n!.

设 σ ∈ Sn使得 σ(k) = ik, k = 1, 2, . . . , n. 我们可以把

σ表示为

σ =

1 2 . . . n

i1 i2 . . . in

 ,

其中 i1, i2, . . . , in ∈ [n],两两不同.我们称σ是关于 1, 2, . . . , n

的置换. 设 e是 [n]上的恒同映射, 即

e =

1 2 . . . n

1 2 . . . n

 ,

因为双射的复合仍是双射, 所以, 对任意 σ, τ ∈ Sn, σ ◦ τ ∈
Sn. 我们把 σ ◦ τ 简记为 στ ,并简称为 σ和 τ 的积.由映射

复合的性质可知, 对任意 σ, τ, δ ∈ Sn,

(στ )δ = σ(τδ) 和 eσ = σe = σ.
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又因为 σ是双射, 所以 σ−1 ∈ Sn且

σσ−1 = σ−1σ = e.

例 6.1 设在 S4中

σ =

1 2 3 4

2 3 1 4

 和 τ =

1 2 3 4

4 3 2 1

 .

计算 στ 和 τσ,

解. 根据映射复合的定义可知:

στ =

1 2 3 4

2 3 1 4

1 2 3 4

4 3 2 1

 =

1 2 3 4

4 1 3 2

 .

和

τσ =

1 2 3 4

4 3 2 1

1 2 3 4

2 3 1 4

 =

1 2 3 4

3 2 4 1

 .

注解 6.2 在上例中, στ ̸= τσ. 故 Sn中的乘法不满足交换

律. 特别地,

(στ )2 = στστ

一般不等于 σ2τ 2.

设 k ∈ Z, σ ∈ Sn. 如果 k > 0, 则

σk := σ ◦ · · · ◦ σ︸ ︷︷ ︸
k

.
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当 k = 0时, σk := e. 当 k < 0,

σk := σ−1 ◦ · · · ◦ σ−1︸ ︷︷ ︸
−k

.

可直接验证, 对任意 i, j ∈ Z,

σiσj = σi+j, σij = (σi)j = (σj)i.

根据穿衣脱衣规则, 对任意 τ ∈ Sn,

(στ )−1 = τ−1σ−1.

引理 6.3 设 σ ∈ Sn. 则存在 k ∈ Z+使得 σk = e.

证明. 考虑无穷序列: σ, σ2, . . . . 则存在 i, j ∈ Z+且 i < j

使得 σj = σi. 于是, σj−i = e. □

定义 6.4 设 σ ∈ Sn. 使得 σk = e的最小正整数称为 σ的

阶, 记为 ord(σ).

例 6.5 设

σ =

1 2 3 4

2 3 1 4

 ∈ S4.

求 ord(σ).

解. 直接计算得

σ2 =

1 2 3 4

2 3 1 4

1 2 3 4

2 3 1 4

 =

1 2 3 4

3 1 2 4

 .
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进而,

σ3 = σσ2 =

1 2 3 4

2 3 1 4

1 2 3 4

3 1 2 4

 =

1 2 3 4

1 2 3 4

 = e.

于是, ord(σ) = 3.

命题 6.6 设 σ ∈ Sn 且 k = ord(σ). 则对任意 m ∈ Z,
σm = e ⇐⇒ k|m.

证明. 设 q = quo(m, k), r = rem(m, k). 则

σm = σqk+r = (σk)qσr = σr.

于是, σm = e ⇐⇒ σr = e. 因为 0 ≤ r < k, 所以

σm = e ⇐⇒ r = 0. □

6.2 循环分解

定义 6.7 设 σ ∈ Sn. 如果存在 i1, i2, . . . , ik ∈ [n]两两不同

使得

σ(i1) = i2, σ(i2) = i3, . . . , σ(ik−1) = ik, σ(ik) = i1

且对任意m ∈ [n] \ {i1, . . . , ik},

σ(m) = m,

则称 σ是长度为 k的循环.我们把这样的循环记为 (i1i2 . . . ik).
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注意到

(i1i2, . . . , ik) = (i2i3 . . . iki1) = (i3i4 . . . iki1i2) = · · · .

此外, 长度为 1的循环只有 e.

例 6.8 可直接验证循环 (i1i2 . . . ik)
−1 = (ikik−1 . . . i2i1).

引理 6.9 设 σ ∈ Sn是长度为 k的循环. 则 ord(σ) = k.

证明. 设 σ = (i1i2 . . . ik)且m ∈ {1, 2, . . . , k − 1}, 则

σm(i1) = i1+m.

故 σm ̸= e. 而 σk(i1) = i1. 注意到对任意 ℓ ∈ {2, . . . , k},

σ = (iℓiℓ+1 . . . iki1 . . . iℓ−1).

故 σk(iℓ) = iℓ. 于是, σk = e. 我们得到 ord(σ) = k. □

恒同映射也称为长度等于 1的循环, 它是平凡的.

例 6.10 把

σ =

1 2 3 4 5 6 7 8 9

9 3 2 4 5 7 6 1 8


写成循环之积.

解. σ = (198)(23)(67).

设 σ ∈ Sn. 定义Mσ = {i ∈ [n] |σ(i) ̸= i}.
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例 6.11 我们有Me = ∅和M(i1,...,ik) = {i1, . . . , ik}.

引理 6.12 设 σ ∈ Sn且 i ∈ Mσ. 则 σ(i) ∈ Mσ.

证明. 假设设 σ(i) /∈ Mσ. 则 σ2(i) = σ(i). 两边同时作用

σ−1得 σ(i) = i, 矛盾. □

定义 6.13 设 σ, τ ∈ Sn. 如果Mσ ∩ Mτ = ∅, 则称 σ 和 τ

是两个互不相交的置换.

引理 6.14 设 σ, τ ∈ Sn互不相交. 则 στ = τσ.

证明. 如果 σ = e或 τ = e, 则结论显然成立.

设 σ ̸= e和 τ ̸= e. 令 i ∈ Mσ. 则 i /∈ Mτ . 故 τ (i) = i.

从而, στ (i) = σ(i). 另一方面, 引理 6.12蕴含 σ(i) ∈ Mσ.

故 σ(i) /∈ Mτ . 我们有 τσ(i) = σ(i). 于是, 对任意 i ∈ Mσ,

στ (i) = τσ(i).

类似地, 对任意 j ∈ Mτ , στ (j) = τσ(j).

而对任意 k ∈ [n] \ (Mσ ∪Mτ ),

στ (k) = k = τσ(k)

显然成立. 综上所述, στ = τσ. □

命题 6.15 设 σ ∈ Sn \ {e}. 则 σ 是有限个两两互不相交

的长度大于 1的循环之积.
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证明. 我们对 card(Mσ)归纳.

根据引理 6.12, card(Mσ) > 1. 如果 card(Mσ) = 2, 则

设Mσ = {i1, i2}. 再利用引理 6.12可知 σ = (i1i2). 设对

2 ≤ card(Mσ) < m结论都成立. 考虑 card(Mσ) = m的情

形. 设 i1 ∈ Mσ且 p = ord(σ). 则 σp(i1) = i1. 于是, 存在最

小正整数 k使得 σk(i1) = i1. 则

i1, i2 := σ(i1), . . . , ik := σk−1(i1) (1)

两两不同. 否则, 存在 r, s ∈ {0, 1, . . . , k − 1}使得 r < s且

σs(i1) = σr(i1). 则 σs−r(i1) = i1. 但 0 < s− r < k,矛盾. 由

(1)和 σ(ik) = σk(i1) = i1可知, 循环 τ = (i1i2, . . . ik)满足

τ (i1) = σ(i1), . . . , τ (ik−1) = σ(ik−1), τ (ik) = i1 = σ(ik). 换

言之,

τ−1σ(i1) = i1, . . . , τ
−1σ(ik−1) = ik−1, τ

−1σ(ik) = ik.

令 λ=τ−1σ. 则 i1, . . . , ik /∈ Mλ. 设 j ∈ [n] \ Mσ. 则

j /∈ {i1, . . . , ik}. 故 λ(j) = τ−1σ(j) = τ−1(j) = j. 于是,

Mλ ⊂ Mσ \ {i1, . . . , ik} =⇒ card(Mλ) < m.

如果Mλ = ∅, 则 λ = e. 故 σ = τ 是循环. 否则, 归纳假设

蕴含 λ = λ1 · · ·λs,其中 λ1, . . . , λs是两两互不相交的循环.

又因为 i1, . . . , ik /∈ Mλ, 所以每个循环 λ1, . . . , λs与 τ 都不

相交. 从而 σ = τλ = τλ1 · · ·λs即为所求. □

下面来证明上述定理中循环分解的唯一性.
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定理 6.16 设 σ ∈ Sn \ {e}. 则在不计循环出现顺序的前
提下, σ 可以唯一地写成有限个两两互不相交的(长度大

于 1的)循环之积.

证明. 分解的存在性见命题 6.15. 下面证明唯一性. 设

σ = τ1 · · · τp = λ1 · · ·λq,

其中 τ1, . . . , τp 是一组两两互不相交的循环, λ1, . . . , λq 是

另一组互不相交的循环. 我们要证明 p = q且适当调整下

标后, τ1 = λ1, . . . , τp = λp.

我们对 p归纳. 设 τ1 = (i1i2 . . . ik). 则 i1 ∈ Mσ, 故 i1

会被唯一的一个第二组的循环移动. 由引理 6.14可知, 不

妨设 λ1移动 i1. 则

σ(i1) = τ1τ2 · · · τp(i1) = τ1(i1) = i2

且

σ(i1) = λ1λ2 · · ·λp(i1) = λ1(i1).

故 λ1(i1) = i2. 特别地, i2在循环 λ1中出现且不在其它循

环中出现. 利用上述推理方式可得 λ1(i2) = i3. 进而

λ1(ij) = ij+1, j ∈ {3, . . . , k − 1} 且 λ1(ik) = i1.

于是, λ1 = τ1. 特别地, 当 p = 1时, σ = τ1 = λ1.

14



设 p > 1且结论对 p− 1成立. 则根据 τ1 = λ1,我们有

τ2 · · · τp = λ2 · · ·λq. 由归纳假设可知, p = q且在适当调整

下标后, τ2 = λ2, . . . , τp = λp. □

推论 6.17 设 σ ∈ Sn \ {e} 是互不相交的循环 τ1, . . . , τm

之积. 则 ord(σ) = lcm(ord(τ1), . . . , ord(τm)).

证明. 设 ℓi = ord(τi), i = 1, . . . ,m, ℓ = lcm(ℓ1, . . . , ℓm). 令

ℓ = kiℓi,

其中 ki ∈ Z+, i = 1, 2, . . . ,m. 第三讲引理 6.11蕴含

σℓ = τ ℓ1 · · · τ ℓm = τ ℓ1k11 · · · τ ℓmkm
m = e.

设 k = ord(σ). 根据第三讲命题 6.6, k|ℓ. 我们有

σk = τ k1 · · · τ km = e.

不妨设 τ1(1) ̸= 1. 因为 τ1 与 τ2, . . . , τm 都不相交, 所以

τ2(1) = · · · = τm(1) = 1. 于是, τ k1 (1) = 1. 故 τ k1 = e. 根据

第三讲命题 6.6, 我们得到 ℓ1|k. 同理, ℓ2|k, . . . , ℓm|k. 故 k

也是 ℓ1, . . . , ℓk的公倍数. 再根据 k|ℓ可知, k = ℓ. □

例 6.18 计算 σ =

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

3 5 4 6 10 8 2 9 1 7

 的阶.

解. σ = (134689)(25107) =⇒ ord(σ) = lcm(6, 4) = 12.
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命题 6.19 设 σ, (i1, . . . , ik) ∈ Sn. 则

σ(i1, . . . , ik)σ
−1 = (σ(i1), . . . , σ(ik)).

证明. 只要验证: σ(i1, . . . , ik) = (σ(i1), . . . , σ(ik))σ. 设

a ∈ {1, . . . , n} \ {i1, . . . , ik}. 则

σ(i1, . . . , ik)(a) = σ(a) 和 (σ(i1), . . . , σ(ik))σ(a) = σ(a).

设 j ∈ {1, . . . , k − 1}. 则

σ(i1, . . . , ik)(ij) = σ(ij+1) 和 (σ(i1), . . . , σ(ik))σ(ij) = σ(ij+1).

进而,

σ(i1, . . . , ik)(ik) = σ(i1) 和 (σ(i1), . . . , σ(ik))σ(ik) = σ(i1).

综上所述, σ(i1, . . . , ik) = (σ(i1), . . . , σ(ik))σ. □
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