
第二章 矩阵

5.2 与基底和维数有关的性质

定理 5.14 (线性映射基本定理) 设 v1, . . . ,vn 是 Rn 的一

组基, w1, . . . ,wn 是 Rm 中的任意给定的向量. 则存在唯

一的线性映射 ϕ使得 ϕ(vj) = wj, j = 1, 2, . . . , n.

证明. 定义

ϕ : Rn −→ Rm∑n
j=1 αjvj 7→

∑n
j=1 αjwj, α1, . . . , αn ∈ R

.

因为 v1, . . . ,vn是基底, 所以对任意 x ∈ Rn, 存在唯一的

α1, . . . , αn ∈ R使得 x =
∑n

j=1 αjvj. 于是, ϕ是良定义的.

显然 ϕ(vj) = wj, j = 1, 2, . . . , n. 下面验证 ϕ是线性的. 设

x =

n∑
j=1

αjvj, y =

n∑
j=1

βjvj, αj, βj ∈ R.

则

ϕ(x + y) = ϕ

 n∑
j=1

αjvj +
n∑
j=1

βjvj

 = ϕ

 n∑
j=1

(αj + βj)vj


=

n∑
j=1

(αj + βj)wj (ϕ的定义)

=

n∑
j=1

αjwj +

n∑
j=1

βjwj = ϕ(x) + ϕ(y) (ϕ的定义).
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设 λ ∈ R. 则

ϕ(λx) = ϕ

 n∑
j=1

(λαj)vj

 =

n∑
j=1

(λαj)wj (ϕ的定义)

= λ

n∑
j=1

αjwj = λϕ(x) (ϕ的定义).

最后, 我们来验证唯一性. 设 ψ : Rn :−→ Rm是线性

映射满足 ψ(vj) = wj, j = 1, 2, . . . , n. 则

ψ(x) = ψ

 n∑
j=1

αjvj

 =

n∑
j=1

αjψ(vj) =
n∑
j=1

αjwj = ϕ(x).

故 ψ = ϕ. □

例 5.15 设 e1, e2 是 R2 的标准基, 且 θ ∈ [0, 2π). 设 Rθ :

R2 −→ R2的线性映射满足

Rθ(e1) = cos(θ)e1+sin(θ)e2, Rθ(e2) = − sin(θ)e1+cos(θ)e2.

设 x = (ρ cos(α), ρ sin(α))t. 可直接计算可得

Rθ(x) = (ρ cos(α + θ), ρ(sin(α + θ)).

我们称 Rθ是 R2上的旋转 (rotation).

例 5.16 设 λ1, . . . , λn ∈ R, e1, . . . , en 是 Rn 的标准基. 设

f : Rn −→ R是满足 f (ej) = λj, j = 1, 2, . . . , n的线性映
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射. 则对任意 x = x1e1 + · · · + xnen ∈ Rn,

f (x) = λ1x1 + · · · + λnxn.

称 f 是 Rn上的线性函数.

例 5.17 设A ∈ Rm×n, ϕA : Rn −→ Rm是满足ϕA(ej)=A⃗
(j),

j = 1, 2, . . . , n. 则对任意 x = x1e1 + · · · + xnen ∈ Rn,

ϕA(x) = x1A⃗
(1) + · · · + xnA⃗

(n).

称 ϕA是由 A诱导的线性映射.

设H是以A为系数矩阵的齐次线性方程程组, b∈Rm

且 L是以 B = (A|b)为增广矩阵的线性方程组. 则

ker(ϕA) = sol(H), im(ϕA) = Vc(A) 且 L相容 ⇐⇒ b ∈ im(ϕ).

命题 5.18 设 ϕ : Rn −→ Rm是线性映射, U 是 Rn的子空

间. 则 dim(U) ≥ dim(ϕ(U));

证明. 设 u1, . . . ,ud是 U 的一组基. 则

ϕ(U) = ⟨ϕ(u1), . . . , ϕ(ud)⟩.

根据第二章第二讲推论 2.9, dim(ϕ(U)) ≤ d. □

定理 5.19 (对偶定理, 线性映射版) 设 ϕ : Rn −→ Rm 是

线性映射. 则

dim(ker(ϕ)) + dim(im(ϕ)) = n.
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证明. 设 v1, . . . ,vd是 ker(ϕ)的一组基. 由基扩充定理, Rn

有一组基 v1, . . . ,vd, vd+1, . . . ,vn.

断言. ϕ(vd+1), . . . , ϕ(vn) 是 im(ϕ)的一组基.

断言的证明. 先验证 ϕ(vd+1), . . . , ϕ(vn)线性无关. 根据上

一讲引理 5.13, 只需验证

ker(ϕ) ∩ ⟨vd+1, . . . ,vn⟩ = {0n}. (1)

设x ∈ ker(ϕ)∩⟨vd+1, . . . ,vn⟩. 则∃ α1, . . . , αd, βd+1, . . . , βn∈R
使得 x = α1v1 + · · ·αd = βd+1vd+ + · · · + βnvn. 因为

v1, . . . ,vd,vd+1, . . . ,vn线性无关, 所以 α1 = · · · = αd = 0.

故 x = 0. 于是, (1) 成立.

再验证 im(ϕ) = ⟨ϕ(v1), . . . , ϕ(vn)⟩. 因为 v1, . . . ,vn

是 Rn 的一组基, 所以 im(ϕ) = ⟨ϕ(v1), . . . , ϕ(vn)⟩ (上一

讲命题 5.3 (iii)). 因为 ϕ(v1) = · · · = ϕ(vd) = 0m, 所以

im(ϕ) = ⟨ϕ(vd+1), . . . , ϕ(vn)⟩. 断言成立.

由断言可知 dim(im(ϕ)) = n− d. □

推论 5.20 设 ϕ : Rn −→ Rn 是线性映射. 则 ϕ是单射当

且仅当它是满射.

证明. 如果 ϕ是单射, 则 dim(ker(ϕ)) = 0. 由上述定理可知

dim(im(ϕ)) = n. 又因为 im(ϕ) ⊂ Rn, 所以 im(ϕ) = Rn (第

二章第二讲命题 2.13). 即 ϕ是满射. 反之, 如果 ϕ是满射,
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则 dim(im(ϕ)) = n. 由上述定理可知, dim(ker(ϕ)) = 0. 在

上一讲命题 5.11, ϕ是单射. □

例 5.21 利用定理 5.19证明对偶定定理的方程版.

证明. 设 A ∈ Rm×n, H 是以 A为系数矩阵的 n元齐次线

性方程组, ϕA是由 A诱导的从 Rn到 Rm的线性映射. 由

例 5.17可知, im(ϕA) = Vc(A)和 ker(ϕA) = sol(H). 故定理

5.19蕴含对偶定理的方程版.

6 矩阵的运算

设 e1, . . . , en; ϵ1, . . . , ϵm分别是 Rn和 Rm的标准基.

6.1 线性映射在标准基下的矩阵表示

考虑线性映射 ϕ : Rn −→ Rm. 对 j = 1, 2, . . . , n, 设

ϕ(ej) =
m∑
i=1

ai,jϵi.

根据第二章第三讲定理 5.9, ϕ由矩阵

A = (ϕ(e1), . . . , ϕ(en)) = (ai,j)m×n

唯一确定. 我们称 A是线性映射 ϕ在标准基下的矩阵的

表示, 简称 ϕ的矩阵. 记为 Aϕ.
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设 x = (x1, . . . , xn)
t. 则

ϕ(x) = ϕ

 n∑
j=1

xjej

 =

n∑
j=1

xjϕ(ej)

=

n∑
j=1

xjA⃗
(j) (向量版的公式)

=


∑n

j=1 a1,jxj
...∑n

j=1 am,jxj

 (坐标版的公式)

例 6.1 设 ϕ : Rn −→ Rm 是零映射, 即 ϕ(ej) = 0m, j =

1, 2, . . . , n. 则 Aϕ = Om×n.

例 6.2 设 ϕ : Rn −→ Rn 是数乘映射, 即 ϕ(ej) = λej,

j = 1, 2, . . . , n, 其中 λ ∈ R. 则

Aϕ =


λ 0 · · · 0

0 λ · · · 0
... ... . . . ...

0 0 · · · λ

 = λEn.

例 6.3 设 f : Rn −→ R是线性函数, f (e1)=α1, . . . , f (en)=αn.

则 Af = (α1, . . . , αn). 设 x = (x1, . . . , xn)
t. 则

f (x) = α1x1 + · · · + αnxn.
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例 6.4 设 Tθ : R2 −→ R2是旋转, 即

Tθ(e1) = cos(θ)e1+sin(θ)e2 和 Tθ(e2) = − sin(θ)e1+cos(θ)e2.

则 Tθ的矩阵是 cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

 .

于是

Tθ

x
y

 = x

cos(θ)

sin(θ)

+y

− sin(θ)

cos(θ)

 =

cos(θ)x− sin(θ)y

sin(θ)x + cos(θ)y

 .

定理 6.5 设 Hom(Rn,Rm)是从 Rn到 Rm的线性映射的集

合. 定义

Φ : Hom(Rn,Rm) −→ Rm×n

ϕ 7→ Aϕ

.

则 Φ是双射且其逆是

Ψ : Rm×n −→ Hom(Rn,Rm)

A 7→ ϕA
.

证明. 设 ϕ ∈ Hom(Rn,Rm). Ψ ◦ Φ(ϕ) = Ψ(Aϕ). 注意到

Ψ(Aϕ)(ej) = A⃗
(j)
ϕ = ϕ(ej), j = 1, 2, . . . , n.

根据第二章第三讲定理 5.9， Ψ(Aϕ) = ϕ. 于是,

Ψ ◦ Φ = idHom(Rn,Rm).
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设 A ∈ Rm×n. 则 Φ ◦ Ψ(A) = Φ(ϕA). 注意到矩阵 Φ(ϕA)的

第 j列是 ϕA(ej) = A⃗(j), j = 1, 2, . . . , n. 于是, Φ(ϕA) = A.

由此可知 Φ ◦ Ψ = idRm×n. □

下面的命题是用矩阵来描述线性映射.

命题 6.6 设 ϕ : Rn −→ Rm是线性映射, 它在标准基下的

矩阵是 A ∈ Rm×n.

(i) im(ϕ) = Vc(A), 从而 dim(im(ϕ)) = rank(A). 特别地,

ϕ是满射当且仅当 A行满秩.

(ii) ker(ϕ) 是 A 对应的齐次线性方程组的解空间, 从而

dim(ker(ϕ)) = n− rank(A). 特别地, ϕ是单射当且仅

当 A列满秩.

(iii) ϕ是双射当且仅当m = n且 A满秩.

证明. 根据定理 6.5, ϕ = ϕA.

(i) 由第二章第三讲例 5.12可知, im(ϕ) = Vc(A). 故

dim(Vc(A)) = rank(A).

注意到 ϕ满当且仅当 Vc(A) = Rm, 即 Vc(A) = Rm当且仅

当 dimVc(A) = m.

(ii) 由第二章第三讲例 5.12可知, ker(ϕ)是 A对应的

齐次线性方程组的解空间. 根据对偶定理和 (i), 我们有

dim(ker(ϕ)) = n− rank(A).
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根据第二章第三讲命题 5.8, ϕ单当且仅当 ker(ϕ) = {0n},
即上述解空间是0n. 根据第二章第三讲引理 4.2, rank(A)=n.

(iii)是 (i)和 (ii)的直接推论. □

例 6.7 设 e1, . . . , e4 是 R4 的标准基, ϵ1, ϵ2, ϵ3 是 R3 的一

组基. 线性映射 ϕ : R4 :−→ R3由
ϕ(e1) = 2ϵ1 − ϵ3

ϕ(e2) = ϵ2 − ϵ3

ϕ(e3) = 4ϵ1 + ϵ2 − 3ϵ3

ϕ(e4) = 2ϵ1 + ϵ2 − 2ϵ3

计算

(i) 计算 ϕ在 e1, e2, e3, e4; ϵ1, ϵ2, ϵ3下的矩阵;

(ii) 计算 ker(ϕ)和 im(ϕ)的维数;

(iii) 分别计算 ker(ϕ)和 im(ϕ)的一组基底.

解. (i) 由定义可知:

Aϕ = (ϕ(e1), ϕ(e2), ϕ(e3), ϕ(e4)) =


2 0 4 2

0 1 1 1

−1 −1 −3 −2

 .
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(ii) 利用初等行变换得

Aϕ −→


1 1 3 2

2 0 4 2

0 1 1 1

 −→


1 1 3 2

0 −2 −2 −2

0 1 1 1

 −→


1 1 3 2

0 1 1 1

0 0 0 0

 .

因为 rank(Aϕ) = 2, 所以 dim(im(ϕ)) = 2. 由对偶定理可

知, dim(ker(ϕ)) = 4− 2 = 2.

(iii) ker(ϕ)对应的齐次线性方程组是 x1 + x2 + 3x3 + 2x4 = 0

x2 + x3 + x4 = 0.
⇐⇒

 x1 + x2 = −3x3 − 2x4

x2 = −x3 − x4.

于是, ker(ϕ)的一组基是
−2

−1

1

0

 和


−1

−1

0

1

 .

像空间 im(ϕ)的基是 Aϕ中的极大线性无关组. 因为

dim(im(ϕ)) = 2,

所以取Aϕ中任意两个线性无关的列向量即可.例如 im(ϕ)

的一组基是 A⃗
(1)
ϕ , A⃗

(2)
ϕ .

例 6.8 利用方程版的对偶定理证明映射版的对偶定理.
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证明. 设 ϕ : Rn −→ Rm 是线性映射, 它在标准基下的矩

阵是 A ∈ Rm×n. 再设 HA是以 A为系数矩阵的齐次线性

方程组. 根据方程版对偶定理(第二章第三讲定理 4.6)

dim(sol(HA)) + rank(A) = n.

根据命题 6.6 (i)和 (ii),

dim(ker(ϕ)) + dim(im(ϕ)) = n.

即映射版对偶定理(第二章第三讲定理 5.13)成立.

6.2 通过线性映射的运算定义矩阵的运算

定义 6.9 设 ϕ和 ψ是从集合 S 到 Rm的映射, λ ∈ R. 令:

ϕ + ψ : S −→ Rm

s 7→ ϕ(s) + ψ(s)
和

λϕ : S −→ Rm

s 7→ λϕ(s).

分别称为映射的加法与映射的数乘.

根据 Rm中线性运算的性质, 我们可直接验证映射的加法

和数乘满足交换律和结合律且这两个运算满足分配律.

命题 6.10 设 ϕ和 ψ 是从 Rn 到 Rm 的线性映射, λ ∈ R.
则 ϕ + ψ和 λϕ也是线性映射.
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证明. 设 x,y ∈ Rn. 我们计算

(ϕ + ψ)(x + y) = ϕ(x + y) + ψ(x + y) (映射加法的定义)

= ϕ(x) + ϕ(y) + ψ(x) + ψ(y) (线性映射的定义)

= (ϕ + ψ)(x) + (ϕ + ψ)(y) (映射加法的定义).

设 α ∈ R. 则

(ϕ + ψ)(αx) = ϕ(αx) + ψ(αx) (映射加法的定义)

= αϕ(x) + αψ(x) (线性映射的定义)

= α(ϕ + ψ)(x) (映射加法的定义).

于是, ϕ + ψ是线性映射. 类似地,

(λϕ)(x + y) = λϕ(x + y) (映射数乘的定义)

= λ(ϕ(x) + ϕ(y)) (线性映射的定义)

= (λϕ)(x) + (λϕ)(y) (映射数乘的定义).

(λϕ)(αx) = λϕ(αx) (映射数乘的定义)

= λαϕ(x) (线性映射的定义)

= α(λϕ)(x) (映射数乘的定义). □

设 ϕ, ψ ∈ Hom(Rn,Rm), 它们在标准基下的表示分别是

A = (ai,j)m×n和 B = (bi,j)m×n. 则

(ϕ+ ψ)(ej) = ϕ(ej) + ψ(ej) = A⃗(j) + B⃗(j), j = 1, 2, . . . , n.
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由此我们定义两个矩阵 A和 B的和

A +B = (A⃗(1) + B⃗(1), . . . , A⃗(n) + B⃗(n)).

等价地, A +B = (ai,j + bi,j)m×n.

设 λ ∈ R. 则

(λϕ)(ej) = λϕ(ej) = λA⃗(j), j = 1, 2, . . . , n.

由此我们定义矩阵的数乘

λA = (λA⃗(1), . . . , λA⃗(n)).

等价地, λA = (λai,j)m×n.

由矩阵加法和数乘的定义与定理 6.5 可知：对任意

λ ∈ R, A,B ∈ Rm×n, 我们有

ϕA + ϕB = ϕA+B 和 λϕA = ϕλA.

可直接验证矩阵的加法满足交换律和结合律, 且对于

任意 A,B ∈ Rm×n, A + Om×n = A和 A + (−A) = Om×n.

进而, 对于任意 λ, µ ∈ R, (λµ)A = λ(µA). 分配律:

λ(A +B) = λA + λB 和 (λ + µ)A = λA + µA.

例 6.11 设

A =

1 0 −1

0 2 0

 和 B =

2 1 −3

2 2 1

 .
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计算 3A− 2B.

解.

3A− 2B =

3 0 −3

0 6 0

−

4 2 −6

4 4 2

 =

−1 −2 3

−4 2 −2


例 6.12 设 A,B ∈ Rm×n. 证明:

rank(A +B) ≤ rank(A) + rank(B).

证明. 因为 A +B = (A⃗(1) + B⃗(1), . . . , A⃗(n) + B⃗(n))且

A⃗(1) + B⃗(1), . . . , A⃗(n) + B⃗(n) ∈ Vc(A) + Vc(B),

所以 Vc(A +B) ⊂ Vc(A) + Vc(B). 故

dimVc(A+B) ≤ dim(Vc(A)+Vc(B)) ≤ dimVc(A)+dimVc(B),

即 rank(A +B) ≤ rank(A) + rank(B).

推论 6.13 设 Hom(Rn,Rm)从 Rn 到 Rm 的线性映射的集

合. 映射 Φ 和 Ψ 由定理 6.5 给出. 则对任意 λ, µ ∈ R,
ϕ, ψ ∈ Hom(Rn,Rm), A,B ∈ Rm×n, 我们有:

Φ(λϕ + µψ) = λΦ(ϕ) + µΦ(ψ)

和

Ψ(λA + µB) = λΨ(A) + µΨ(B).
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证明. 我们计算

Φ(λϕ + µψ) = Aλϕ+µψ (Φ的定义)

= Aλϕ + Aµψ (矩阵加法的定义)

= λAϕ + µAψ (矩阵数乘的定义)

= λΦ(ϕ) + µΦ(ψ) (Φ的定义).

类似地,

Ψ(λA + µB) = ϕλA+µB (Ψ的定义)

= ϕλA + ϕµB (矩阵加法的定义)

= λϕA + µϕB (矩阵数乘的定义)

= λΨ(A) + µΦ(B) (Ψ的定义).

6.3 乘法

命题 6.14 设 ψ ∈ Hom(Rn,Rs), ϕ ∈ Hom(Rs,Rm). 即

Rn Rs

Rm.

ϕ◦ψ

ψ

ϕ

则

ϕ ◦ ψ ∈ Hom(Rn,Rm).

证明. 设 α, β ∈ R, x,y ∈ Rn. 我们计算

ϕ◦ψ(αx+βy) = ϕ(αψ(x)+βψ(y)) = αϕ◦ψ(x)+βϕ◦ψ(y). □
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我们来推导上述 ψ ◦ ϕ的矩阵. 为此, 再设 δ1, . . . , δs

是 Rs的标准基. 设 A ∈ Rm×s是 ϕ在 δ1, . . . , δs; ϵ1, . . . , ϵm

下的矩阵; B ∈ Rs×n 是 ψ 在 e1, . . . , en; δ1, . . . , δs 下的矩

阵. 令 A = (ai,k)m×s和 B = (bk,j)s×n.

设C = (ci,j)m×n ∈ Rm×n是ϕ◦ψ在 e1, . . . , en; ϵ1, . . . , ϵm

下的矩阵. 我们计算

C = (ϕ ◦ ψ(e1), . . . , ϕ ◦ ψ(en)) (矩阵表示的定义)

=
(
ϕ(B⃗(1)), . . . , ϕ(B⃗(n))

)
(矩阵表示的定义)

=

(
s∑

k=1

bk,1A⃗
(k), . . . ,

s∑
k=1

bk,nA⃗
(k)

)
(向量形式)

=



∑s

k=1 bk,1a1,k
...∑s

k=1 bk,1am,k

 , . . . ,


∑s

k=1 bk,na1,k
...∑s

k=1 bk,nam,k


 (坐标形式)

=


∑s

k=1 bk,1a1,k · · ·
∑s

k=1 bk,na1,k
... . . . ...∑s

k=1 bk,1am,k · · ·
∑s

k=1 bk,nam,k


=

(
s∑

k=1

ai,kbk,j

)
m×n

.

故

ci,j =
s∑

k=1

ai,kbk,j, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n. (2)
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定义 6.15 设 A = (ai,k)m×s ∈ Rm×s, B = (bk,j)s×n ∈ Rs×n.

则 A 和 B 的乘积 C = (ci,j) ∈ Rm×n 由 (2) 给出, 其中

i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. 我们把 C 记为 AB.

注解 6.16 设 A = (ai,k)m×s ∈ Rm×s, B = (bk,j)s×n ∈ Rs×n.

乘积 AB 有不同的等价表述方式如下:

(i) (映射版) 设 ϕB : Rn −→ Rs和 ϕA : Rs −→ Rm分别

是 A和 B 对应的线性映射. 由上述计算可知 AB 是

线性映射 ϕA ◦ ϕB 对应的矩阵. 即

ϕA ◦ ϕB = ϕAB.

(ii) (列向量版) 设

v =


v1
...

vs

 =⇒ Av =

s∑
k=1

vkA⃗
(k) =


∑s

k=1 a1,kvk
...∑s

k=1 am,kvk

 .

故

AB =
(
AB⃗(1), . . . , AB⃗(n)

)
.

验证如下: 等式右侧第 i行第 j 列处的元素是 AB⃗(j)

中的第 i个元素. 即
∑s

k=1 ai,kbk,j.

(iii) (行向量版) 设

w = (w1, . . . , ws) =⇒ wB =
∑s

k=1wkB⃗k

=
(∑s

k=1wkbk,1, . . . ,
∑s

k=1wkbk,n

)
.
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故

AB =


A⃗1B
...

A⃗mB

 .

验证如下: 等式右侧第 i 行第 j 列处的元素是 A⃗iB⃗

中的第 j 个元素. 即
∑s

k=1 ai,kbk,j.

(iv) (行-列向量版) 设：

u = (u1, . . . , uk),v =


v1
...

vs

 =⇒ uv = u1v1+· · ·+usvs.

故

AB =


A⃗1B⃗

(1) · · · A⃗1B⃗
(n)

... . . . ...

AmB⃗
(1) · · · A⃗mB⃗

(n)

 =
(
A⃗iB⃗

(j)
)
m×n

.

验证如下: 等式右侧第 i行第 j 列处的元素是

A⃗iB⃗
(j) = (ai,1, . . . , ai,s)


b1,j
...

bs,j

 =

s∑
k=1

ai,kbk,j.

例 6.17 设

A =

1 2 3

4 5 6

 , B =


1 1 0

0 1 1

0 1 −1

 .
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计算 AB.

解.

AB =

1 2 3

4 5 6



1 1 0

0 1 1

0 1 −1

 =

1 6 −1

4 15 −1

 .

注意到 BA没有定义.

例 6.18 设

A =

1 0

0 0

 , B =

0 1

0 0

 .

计算 AB 和 BA.

解.

AB =

1 0

0 0

0 1

0 0

 =

0 1

0 0

 .

而

BA =

0 1

0 0

1 0

0 0

 =

0 0

0 0

 .

注意到 AB ̸= BA.
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