
第五章 多项式和复数域

3 多元多项式环

3.1 单项式与分布式表示

定义 3.1 设 R 是交换环. 交换环 R[x1][x2] · · · [xn]称为 R

上的 n元多项式环, 记为 R[x1, . . . , xn].

定理 3.2 当 R是整环时, R[x1, . . . , xn]是整环.

证明. 设 R是整环. 当 n = 1时 R[x1]是整环(上一讲定理

1.8). 对 n归纳可直接得出 R[x1, . . . , xn]也是整环. □

定义 3.3 设 R[x1, . . . , xn]是交换环 R上的多项式环. 令

Xn =
{
xd11 · · · xdnn | d1, . . . , dn ∈ N

}
,

其中元素M = xd11 · · · xdnn 称为单项式, d1 + · · · + dn称为

M 的(总)次数, 记为 deg(M). 而 di 称为 M 关于 xi 的次

数, 记为 degxi(M), i = 1, . . . , n.

注解 3.4 设M,N ∈ Xn. 则 MN ∈ Xn且

deg(MN) = deg(M) + deg(N).
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下面我们研究如何用单项式表示多项式. 由分配律可知,

通过R[x1, . . . , xn]中的运算, R[x1, . . . , xn]中的任何元素 f

可以写成

f = α1M1 + · · · + αkMk, (1)

其中 k ∈ Z+, α1, . . . , αk ∈ R, M1, . . . ,Mk ∈ Xn. 通过合并

同类项, 我们可进一步假设上式中M1, . . . ,Mk两两不同.

引理 3.5 设 (1)中M1, . . . ,Mk 两两不同且 f = 0. 则

α1 = · · · = αk = 0.

证明. 对 n归纳. 当 n = 1时, 结论成立(见定理 2.1 (i)). 设

n > 1且结论在 n− 1时成立. 设

d = max(degxn(M1), . . . , degxn(Mk)).

如果 d = 0, 则 xn在M1, . . . ,Mk中都不出现. 由归纳假设

α1 = · · · = αk = 0.

考虑 d > 0的情形. 假设 α1, . . . , αk 都不等于零. 再

设 i ∈ {1, . . . , n}使得M1, . . . ,Mi−1关于 xn的次数都小于

d, 而 degxn(Mi) = degxn(Mi+1) = · · · = degxn(Mk) = d. 则

Mi = Nix
d
n, . . . ,Mk = Nkx

d
n, 其中Ni, . . . , Nk ∈ Xn−1. 于是

0 = α1M1 + · · · + αi−1Mi−1︸ ︷︷ ︸
P

+ (αiNi + · · · + αkNk)︸ ︷︷ ︸
Q

xdn.

注意到 P 作为关于 xn的多项式有 degxn(P ) < d. 根据定

理 2.1, Q = 0. 根据归纳假设, αi = · · · = αk = 0, 矛盾. □
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定理 3.6 设 p ∈ R[x1, . . . , xn] 且 p ̸= 0. 则存在唯一

的 k ∈ Z+, α1, . . . , αk ∈ R \ {0} 和两两不同的单项式
M1, . . . ,Mk ∈ Xn使得

p = α1M1 + · · · + αkMk. (2)

(有时称上述表达式为 p的“分布式”.)

证明. 存在性由交换环的运算规律直接可得.

下面证明唯一性. 设

p = β1N1 + · · · + βℓNℓ,

其中 β1, . . . , βℓ ∈ R \ {0} and N1, . . . , Nℓ ∈ Xn两两不同.

再设 i ∈ {1, 2, . . . ,min(k, ℓ)}使得M1 = N1, . . . ,Mi = Ni,

且对任意的 s, t ∈ {i + 1, . . . ,max(s, t)},Ms ̸= Nt. 则:

p− p =(α1 − β1)M1 + · · · + (αi − βi)Mi

+ αi+1Mi+1 + · · · + αkMk + (−βi+1)Ni+1 + · · · + (−βℓ)Nℓ = 0.

根据引理 3.5, i = k = ℓ且 α1 = β1, . . . , αk = βk. □

定义 3.7 设 p ∈ R[x1, . . . , xn] \ {0} 的分布式表示为 (2).

多项式 p的(总)次数定义为

max(deg(M1), . . . , deg(Mk)),

记为 deg(p). 此外, 0的次数定义为 −∞.
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注解 3.8 设 p ∈ R[x1, . . . , xn]和 i ∈ {1, . . . , n}. 我们把看
成 p在系数环 R[x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn] 上关于 xi 的元

多项式. 多项式 p关于 xi的次数记为 degxi(p).

例 3.9 设：f=2(x−y)(x+y)+3y2−5xyz−(y+z)2−2y3∈Z[x, y, z].
求 degx(f ), degy(f ), degz(f )和 deg(f ).

解. 利用交换环中的计算规则可知

f = 2x2 − (5yz)x− 2yz − z2 − 2y3 (看成关于 x的元多项式)

= −2y3 − (2xz + 2z)y + 2x2 − z2 (看成关于 y的元多项式)

= −z2 − (5xy + 2y)z + 2x2 − 2y3 (看成关于 z的元多项式)

= −(2y3 + 5xyz) + (2x2 − 2yz − z2) (分布表示).

于是 degx(p) = 2, degy(p) = 3, degz(p) = 2和 deg(p) = 3.

3.2 齐次(homogeneous)多项式与齐次分解

为了研究多元多项式的加法和乘法, 我们引入齐次多项式

的概念.

定义 3.10 设 h ∈ R[x1, . . . , xn]. 如果存在 β1, . . . , βℓ ∈ R

和 d次的单项式 N1, . . . , Nℓ ∈ Xn 使得

h = β1N1 + · · · + βℓNℓ,

则称 h是齐 d次的. 特别地, 0认为是齐任意次的多项式.
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如果多项式 h非零, 则它是齐 d次的当且仅当在它的分布

表达式中出现的单项式都是 d次的. 任何一个非零的 d次

多项式 p都可以唯一地写成

p = hd + hd−1 + · · · + h0,

其中 hi是齐 i次的多项式且 hd ̸= 0. 我们称上式为 p的齐

次（加法）分解.

例 3.11 例 3.9中的多项式 f = h3 + h2 + h1 + h0,其中

h3 = −(2y3 + 5xyz), h2 = 2x2 − 2yz − z2, h1 = h0 = 0.

引理 3.12 设 hd和 he分别是 R[x1, . . . , xn]中齐 d次和齐

e次多项式. 则

(i) deg(hd + he) ≤ max(d, e), 且当 d ̸= e时等式成立.

(ii) deg(hdhe) ≤ d + e, 且当 R是整环时等式成立.

证明. (i) 当 d > e时, hd中出现的单项式不可能与 he中

的单项式相等. 由引理 3.5, deg(hd + he) = d. 当 d = e时,

deg(hd + he) = d或 0. 结论成立.

(ii) 由注释 3.8可知, hdhe或者等于零或者是齐 d + e

次多项式. 当 R整环时, R[x1, . . . , xn]也是整环.于是当 hd

和 he都非零时, hdhe也不等于零. 故 deg(hdhe) = d + e. □
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定理 3.13 设 p和 q分别是 R[x1, . . . , xn]中 d次和 e次多

项式. 则

(i) deg(p + q) ≤ max(d, e), 且当 d ̸= e时整等式成立.

(ii) deg(pq) ≤ d + e, 且当 R是整环时等式成立.

证明. 当 p或 q等于零时, 结论显然成立. 设 p和 q都不等

于零. 令

p = gd + · · · + g1 + g0 和 q = he + · · · + h1 + h0,

其中 gi是齐 i次的, hj是齐 j次的, 且 hd和 ge都非零.

(i) 当 d > e时, gd是出现在 p + q的齐次加法分解中

次数最高的齐次多项式, 于是 deg(p + q) = d. 当 d = e时,

由引理 3.12 (i)可知, deg(p + q) ≤ d.

(ii) 由引理 3.12 (ii) 可知, pq = gdhe + r, 其中 r 的

齐次分解中出现的齐次多项式的次数小于 d + e. 于是,

deg(pq) ≤ d+ e. 当 R是整环时. deg(gdhe) = d+ e. 这也是

pq的次数. □

3.3 注记

例 3.14 求 Xn中次数不高于 d次的单项式的个数.

解. 当 n = 1时, 这些单项式是 1, x, x2, . . . , xd,共 d+1个.
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下面我们用一个精彩的组合学技巧来处理一般情形.

设单项式M = xi11 · · · xinn .

deg(M) ≤ d⇐⇒ i1 + · · · + in ≤ d,

i1, . . . , in ∈ N,

⇐⇒ i0 + i1 + · · · + in = d,

i0, i1, . . . , in ∈ N,

⇐⇒ (i0 + 1)︸ ︷︷ ︸
j0

+ (i1 + 1)︸ ︷︷ ︸
j1

· · · + (in + 1)︸ ︷︷ ︸
jn

= d + n + 1,

i1, . . . , in ∈ N,

⇐⇒ j0 + j1 + · · · + jn = d + n + 1,

j1, . . . , jn ∈ Z+.

于是, 次数小于等于 d的单项式的个数等于方程

z0 + z1 + · · · + zn = d + n + 1

的正整数解的个数. 相当于把 d+ n+ 1个球排成一排, 然

后把它们分成 n + 1个非空组, 一共有多少种不同的分法.

• · · · •︸ ︷︷ ︸
z0

| • · · · •︸ ︷︷ ︸
z1

| · · · | • · · · •︸ ︷︷ ︸
zn

,

其中有 d + n + 1个 “ •”, n个 “ |”. 因为这些球之间共有
d + n个空隙, 所以总数等于(

n + d

n

)
.
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定理 3.15 设 R和 S 是两个交换环, ϕ : R −→ S 是环同

态. 对任意的 s1, . . . , sn ∈ S, 存在唯一的环同态 ϕs1,...,sn :

R[x1, . . . , xn] −→ S 使得

ϕs1,...,sn(xi) = si, i = 1, . . . , n 且 ϕs1,...,sn|R = ϕ.

证明. 对 n归纳. 当 n = 1时, 定理即为一元多项式的赋值

同态定理 (见定理 2.3). 设 n− 1时定理成立. 即存在唯一

的环同态 ϕs1,...,sn−1 : R[x1, . . . , xn−1] −→ S满足

ϕs1,...,sn−1(xi) = xi, i = 1, . . . , n− 1 且 ϕs1,...,sn−1|R = ϕ.

令 ψ = ϕs1,...,sn−1. 对 ψ, R[x1, . . . , xn−1][xn]和 sn再次用定

理 2.3得到唯一的环同态: ψsn : R[x1, . . . , xn−1][xn] −→ S

满足 ψsn(xn) = sn且 ψsn|R[x1,...,xn−1] = ψ. 可直接看出 ψsn

就是所要求的同态 ϕs1,...,sn. □
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期末小结

设 F 是域.

矩矩矩阵阵阵部部部分分分

1. 从 F n到 Fm的线性映射, 确定核与像.

2. 矩阵的乘法.

(a) 设 A ∈ Fm×s, B ∈ F s×n. 则

rank(A)+rank(B)−s ≤ rank(AB) ≤ min(rank(A), rank(B)).

(b) 设 A ∈ Fm×n, B ∈ Mm(F )和 C ∈ Mn(F ). 如果

B和 C 都满秩, 则

rank(BA) = rank(A) 和 rank(AC) = rank(A).

(c) 乘法与转置.

3. Mn(F )是非交换环且对任意 λ ∈ F , A,B ∈ Mn(F ),

λ(A +B) = λA + λB, λ(AB) = (λA)B = A(λB).

4. Mn(F )中的特殊元素.

(a) A可逆当且仅当 A满秩.
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(b) A是左(右)零因子当且仅当 A亏秩且 A ̸= O.

(c) A是中心元当且仅当 A是数乘矩阵.

5. 初等等价, 打洞引理, 可逆矩阵是初等矩阵之积

6. 矩阵求逆 (行变换法, 多项式法)

7. 矩阵分块, 利用矩阵分块或核像法证明秩的不等式

行行行列列列式式式部部部分分分

1. 定义与性质:

(a) 行列式定义只需要加法和乘法:

det((ai,j)n×n) =
∑
σ∈Sn

ϵσa1,σ(1) · · · an,σ(n).

(b) 行列式多重线性斜对称, 且如果有两行或两列

相同, 则行列式的值等于零.

(c) 转置保持行列式的值.

(d) 行列式乘积定理.

2. 行列式的计算

(a) 利用初等行列变换化为上(下)三角形.

(b) 利用按一行一列展开找递归公式, 并用归纳法

证明该公式.
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(c) 利用分块矩阵计算行列式.

3. 行列式的应用

(a) 伴随矩阵与原矩阵的逆的关系.

(b) Cramer法则.

(c) 矩阵的秩和它子式的关系不考.

群群群、、、环环环、、、域域域

1. 群

(a) 群、同态、同构、子群的定义,子群的判别法及

其证明.

(b) 最低阶的非循环群，最低阶的非交换群.

(c) 群和子群的生成元.

(d) 群中元素的阶的计算.

(e) 循环群的分类, 确定循环群的所有子群.

(f) 非交换群的例子: Sn, GLn(F ), SLn(F ).

(g) Lagrange定理和 Cayley定理不考.

2. 环

(a) 环、同态、同构、子环、整环的定义.
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(b) 环中的左和右零因子和可逆元, 环中所有可逆

元组成的乘法群.

(c) 交换环的例子: Zn和 F [A].

(d) 环中的消去律.

3. 域

(a) 域、同态、同构、子域, 域的特征.

(b) 整环的分式域 (不要求证明).

(c) 域上的线性代数.

一一一元元元多多多项项项式式式

1. 次数、首项系数, 加法、乘法.

2. 赋值同态 (证明不要求).

3. F [x]是整环, F [x]中的除法.

4. 设 f ∈ F [x]和 A ∈ Mn(F ). 计算 f (A).

5. 多项式的根.
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