
2025年春季学期第三周作业

1. 将数域 C 上的无穷数列 {an}n�1 全体组成的集合看作 C 上的线性空间 W .

定义 W 中任意两个数列的加法 {an} + {bn} = {an + bn} 及数乘 �{an} =

{�an}, � 2 C. 如下集合 V 是否组成 W 的一个子空间? 如果是, 求出它的维

数及一组基.

(1) W 中所有等比数列组成的集合.

(2) W 中所有等差数列组成的集合.

2. 设 W1 和 W2 分别是 Q 上线性方程组
8
<

:
x1 � x3 � x4 = 0

x2 + 2x3 + x4 = 0
与

8
<

:
x1 + 2x2 + 4x3 + 2x4 = 0

x2 + 4x3 + 3x4 = 0

的解空间. 求 W1 \W2 的一组基, 并由此分别扩充为 W1 和 W2 的一组基.

3. 设 d 2 Z+ 和 R[x](d) = {f 2 R[x] | deg(f) < d}. 定义映射

� : R[x](d) �! R[x](d)

f 7�! x
d

dx

�
f(x)

�
� f(x).

证明 � 是线性映射, 并分别求其核空间和像空间的一组基.

4. 设 x1, . . . , xn 2 C 两两不相等, y1, . . . , yn 2 C. 求证: 存在唯一一个次数低

于 n 的多项式 f(x) = a0 + a1x + · · · + an�1xn�1 2 C[x] 使得 f(xi) = yi 对

1  i  n 成立. 并简述如何求解 f(x).

5. 设 V 是域 F 上的线性空间.

(1) 设 V1, V2 是 V 的子空间. 证明: V = V1 [ V2 蕴含 V = V1 或 V = V2.

(提示: 参见上学期第十二次作业第 5 题或期末考试 A 卷第 6 题).

(2) (选做) 设 F 的特征等于零. 证明: V 不可能是有限个真子空间的并.

(谨此告别无穷维线性空间).
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证
设 w中所有等66数以组成刚采妄礼

则 U a hnEU 设 aiaqybib si

㕕答 您
只有当 a 92时 此⽐值才是常数
共9丰红 则 lathIn不是等⽐数列

法 直接举反例 aiikia tk不是等66数列
12 设W中所有等差数到构成 猻会为U
Uh b EU 没 aiatcn ndb htne
atbilatb lt n yldte

则 ath 是⾸项与 atb 公差为 de 的等差数列
U⼊⽐ ⼋兵⼆⼋ atcm M

刚⼊ a是⾸项为-19 公差为 你叭的等差数列

所不 V是 W的控间
因为任章向你差数到 a atln ndila dltdn la dl lt dn

所以从线性空间 暅为⾼数例 11In 和 所以
dim 以2 或 你 和 In垢



注 有些同学关注点在 C上

作为从上劰伐性包间是2维的芝的 his
但6 你⽐ 上创线性包间⾥⼀⽄的 斯与1 I
后⼝中印 la In 1 对 on a EE 不⽤个⽆ Gtdii Gd ER

直接写作a 即可
⼝

2

芒护经理 没U是有限维伐性是你如果 纭兰等⼀则 存在

V的芒底下使得1国
由⼼圹负 aw we 外 组芒 -组包括 mnubi其劬⼼和以

⾃11-组其

解 1- 才 aw nwz 即不Ew 且死⼼ 则⼤即是俖芯器 解

⼜是 炎焱笼恐 的解 似 不满⾜⽅程组

Y Y Xy

fktzhtxy
o

xtkf 4htz lt
Xrt4 YtIy 0



下⾯解此⽅程组

iii ⼗点 誂
1 Hii ii
rank A 3 dim lsd A⼥⼆ 1 全 xi 则少 ⼼ ⽕ 0

所以W nu 的⼀组芒为 110 从 111
由 扩充为 With 外 组进 就是要找合⼈⼈们⾃1 W⾃性和
hi的芝

以 - i I Drank 以2 - didst 吣⻔ 2

所以只需找到⼀个510 以 1 线性⽆关的 BE 解即可

如 全 州 如 则 佔个怂 有个解 n_n

191 ⼀佛1111 -2 ⼼浅性顽所以可以做多W向⼋组其

同埋

Wilf 个 I rankㄍ1 2 1 dn⼼ 不以⼆ 2

所以只需找到⼀个5 以 11 线性⽆关的 C 不 劬解即可
令 州 ⼼ 则 俗哭个 liii 有个解化 - 4⼼

o 1 -1 1 S 14 - 4 1 0 伐性顽 所以 It ⼀以 14-4川是以劰坥芒
⼝



证明 Ufgtytlftg x⾚ fmtgmi cfntgy

xffs fx.tt 击 gigs

011fit4181
HER 中从 f x杰⼋所 ⼀⼊ f y

⼊x击加 ⼀⼋ fn
⼆⼋ x击加⼀加
⼆⼋

tlflkwyklfc.lkD'd dlf

Id1时 112们 HEIR1 4H 不0 f f

11㖄 101

d 2 时
HE如41 0 H 才来加 f

记 TK f

xf_t.nl Foxdfnfm 7fE1R没杀 ⼆ f y

t 缸 趦 龄 么

⼆ x 器 ⼆ dgf El

没fmaxtb.a.ba⽕ 则 不 laxtbj laxtbio
iax ax b.no b

所以加 a x 如必仁 ⽯ 欺所
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命题 设4 V 北 伐性映射 le ⼀ enl为咱⼩组共则

Tty ⼀ 中⼼ 为 im中 的组⽣成六且14191⼀ - 41971的⼀个极⼤锹

⽆员集 为 im中向⼩组艺

H UyE in中 则⺕XN it y 中化1
因为⼼ el为 1的⼀组其 所以对不⽐ 存在a ⼀ an 使你

不 Ěaei 则 为中⼼⼆⼗吉 at

Ěai中 e

也就是经 Uy Ein 都可以⽤⻰ Neill 的线性组合即
什么⼈ 灿川为 imt的⽣成元

显然 He1 - 中⼼1的极⼤⽣性顽集是 in必的极⼤线性顽采
⼆ 是 组芒 ⼝
这⾥求 in 劬诅其

侧 中⼀组药 11 x x x 1
411 1.0- 1 -1 41 __ 中⼼ X以 烂⽔
- cflxd kxld pxdtxdtldyxd

phnlt at ⼀⼀ x州是⼀组⽣死之

1-1 ⽔ _ MY是它的极⼤伐性顽⾦
⼆ in⼼外 组芝是 1-1 以 ⼀ XM din in411 dt

⼝

或 没 fEKMYfif XM tfxtf

xffxfnf int tfj lfnXT tf tt f



d2后 it 后
所以 in们的组芒是11 xix 州 ⼝

上学期证对偶是浬时李⽼师⽤到的断⾔ 第七周派包湿妙
命题中 V W线性映射 没 u Vd是知⼼的⼀组其
⼆

由其扩兵企理 必有⼀组基 ui y li Un

断⾔中 Van ⼀ - 41h 是 in必⾃⼩组甚
此题中 i 们是⽐⼭ 外组其 由川报 侧 的⼼ 中外组芝为

11我⽔⼀⼩州 由上述命题中川中⼼ ⼀ - 4化州是 in411 坦直

1 -1 ⽔ xdy
证明命题引⼊⻔泡 没必V W是啦映射 U_U E V1秹顽 则
出以 ⼀中以1代性顽 kwan cui 以 107

Pfi 没 Ia a 么 G中⼼t tqolhko 41aut tn u

aut tquEkerolncu Vp a U t this ⼜因为

li 以化忙三⼆ a __ q o 中⼼ 必必伐性顽
⼆ UXEk nai in 则 41 仁 且X b 以⼗多以

4 but 1名⾮ b中以1 介灿⼈ 因为 011以 ⼀414

所以只 h h __ 名 - 0

由引语要证中 纵 ⼀中⼼是 in⼼外组甚 i 先让 fly 中⼼线性顽

②证 in 4Nat 灿
① 由11涅 诞 kenntni h H

VXEkeudnclhi vn 则存在 ai iad hn hikk
taut tadvd bmh tn⼗点以



1 an t.tali bu.li hu 0

1和 N ⼀⼀Ualhㄧ u l 线忙顽 所以 a Go ⼆ X

再弘正 in必 4⼼少 中Ual 因a n_n IV 外组其所以

in It 中1以 ⼀必仙 ⽥4 4 以 011以⼀ 所以

im141 011Until ⼀ 中⼼
⼝
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证

箔 iiiix i ⼼ 内

则 必 藏 伈 州 to A可逆 1 1釥A ⻔
式四 Cramer 球出 a ⼀ an 存在性

唯⼀性 若存在不同的 H.tn 都满⾜要求 则 fktyty

yit.fn.sn有听不腿 但 dafgkn C.io
如何求解 0 求解 啦 秝组 内

Lagrange插值 构造如下其多项式

有必 iiiiii
eixir.oitihiiiiiiiiiiiir.ie灬 1 ii

i

e iii.it



令 fiy tn they 1 - -⼗只去⼼

则如俺是题⽬要求
⼤⼼的上述性质也可描述成

⼤化 三 md 化⼀⻜

l ⼼三0 mud x_x jti

则上述结论可以叙述出

命是给定组两两互素的⼀次多项式 ⽔⽔ ii in 则对于听
常数只 ⼀ 不收 存在多项式 加⽐们 使得

f N 三 yimd 你 ⼼ 让1 2 ⼀ n

中国和系包油
⼝

池咏⻔ 反证法 没 V4V1且 Uh 则有 U Elli 且以私
否则若uEU liuwziu evz fi 同渺证

取 xvizxcthyc ua yau
则Hy EV 眍 Un Uu xtyc li或 炒 Eli

若HYEU 欧 XEU yxty xc li_

若Hy E V2 既 yEUz T xty ge u_



所以 ru 或 Uli

4 反证法 没 uǚli ⽐均为 V的真控间
并且让 n是满⾜钟劬晶正整数 ie最少可以狱听真冷问句恲

则对 UNEF 有 ytixc li 且 yt lt V

则 以 X E f Vi 因为F是好征和向㖪 之孝个数有⽆穷多个iii iii in

汉 州 XE Yiu 4⺾ 不然U __

ytiiX lyt liX 化⼀⼊ XEU XElk

ytdix ilyt li 1- 步ME以⼀ you

⼆ U Eh 则 ⼼ Ěliǚu _C

trl 个抢的 开
1


