
2025年春季学期第十五周作业

1. 设 V 是 n 维欧式空间, u,v ∈ V . 证明：

(a) ∥u+ v∥2 + ∥u− v∥2 = 2∥u∥2 + 2∥v∥2.

(b) 如果 ∥u∥ = ∥v∥, 则 (u+ v) ⊥ (u− v).

(c) (u|v) = 1
4
∥u+ v∥2 − 1

4
∥u− v∥2.

(d) ∥u− v∥2 = ∥u∥2 + ∥v∥2 − 2∥u∥∥v∥ cos θ, (θ 为 u,v 的夹角).

2. 设 V = R[x]<n+1. 对于 f(x) =
∑n

i=0 aix
i, g(x) =

∑n
j=0 bjx

j, 规定

(f |g) =
n∑

i=0

n∑
j=0

aibj
i+ j + 1

.

证明: (·|·) 是 V 上的一个内积, 并求 Gram 矩阵 G(1, x, . . . , xn).

3. 设 V 是实内积空间, x,y ∈ V . 证明: x ⊥ y 当且仅当对任意的实数 t,

∥x+ ty∥ ≥ ∥x∥.

4. 设 V 是 n 维欧式空间, v1, . . . ,vn 是 V 的一组基. 证明: 存在 V 的一组单位

正交基 e1, . . . , en 和 n 阶上三角矩阵 T 使得

(e1, . . . , en) = (v1, . . . ,vn)T.

(提示: 利用 Gram-Schmidt 正交化)
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