
2025年春季学期第十七周作业

1. 设实对称矩阵

A =

(
cos(θ) sin(θ)

sin(θ) − cos(θ)

)
和 B =


2 1 1

1 2 1

1 1 2

 .

(a) 求正交矩阵 P,Q 与对角阵 C,D 使得 P tAP = C 和 QtBQ = D.

(b) 计算 Ak, Bk, k ∈ Z+.

2. 设 A,B ∈ SMn(R). λ1 ≤ · · · ≤ λn 为 A 的所有特征值, µ1 ≤ · · · ≤ µn 为 B

的所有特征值, 证明:

(a) ∀x ∈ Rn,x ̸= 0, 定义

RA(x) =
xtAx

xtx
,

则 min(RA(x)) = λ1 和 max(RA(x)) = λn.

(b) A+B 的特征值均落在 [λ1 + µ1, λn + µn] 之中.

3. 设 A 是 n 阶斜对称方阵. 证明: A2 的特征值都是实数且小于等于 0.

4. 设 V 是一个奇数维内积空间. A 是 V 上的正交变换, det(A) = 1, 其中 A 是

A 在 V 的某组基下的矩阵. 证明: A 有特征值 1.

注: 因为行列式是相似不变量, 所以 det(A) 的值与基底选取无关.

5. 设 A,B ∈ On(R), det(A) + det(B) = 0. 证明: A+B 不可逆.
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