
第一章 空间与形式

10.2 二次曲线和二次曲面分类

设 p ∈ R[x1, . . . , xn]. 定义

Sp = {(α1, . . . , αn)
t ∈ Rn | p(α1, . . . , αn) = 0}

称为由 p定义的超曲面. 当 deg(p) = 2时, Sp称为二次超

曲面, R2 中的二次超曲面称为二次曲线, R3 中的二次超

曲面称为二次曲面.

设 deg(p) = 2, p的齐二次部分等于 q, q 的秩等于 r,

签名是 (k, ℓ). 则 r > 0且 k + ℓ = r.

首先考虑二次曲线 (n = 2).

情形 C1. r = 2.

(1a) (k, ℓ) = (2, 0). p = x21+x
2
2−µ. 如果 µ < 0,则 Sp = ∅;

如果 µ = 0,则 Sp = {02};如果 µ > 0,则 Sp是(椭)圆.

(1b) (k, ℓ) = (0, 2). 与 (1a)类似.

(1c) k = 1, ℓ = 1. p = x21 − x22 − µ. 如果 µ ̸= 0,则 Sp是双

曲线. 如果 µ = 0, 则 Sp是两条相交于一点的直线.

情形 C2. r = 1.
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(2a) k = 1, ℓ = 0. 如果 p = x21 − x2, 则 Sp是抛物线. 如果

p = x21 − µ, 则 Sp = ∅ (µ < 0); Sp是两条重合的直线

(µ = 0); Sp是两条平行直线 (µ > 0).

(2b) k = 0, ℓ = 1. 与 (2a)类似.

再考虑二次曲面 (n = 3).

情形 S1. r = 3.

(1a) (k, ℓ) = (3, 0). p = x21 + x22 + x23 − µ. 如果 µ < 0, 则

Sp = ∅; 如果 µ = 0, 则 Sp = {03}; 如果 µ > 0, 则 Sp

是(椭)球面.

(1b) (k, ℓ) = (0, 3). 与 (1a)类似.

(1c) (k, ℓ) = (2, 1). p = x21+x
2
2−x23−µ. 如果 µ < 0,则 Sp

是双叶双曲面. 如果 µ = 0, 则 Sp是(椭)圆锥面. 如

果 µ > 0, 则 Sp是单叶双曲面.

情形 S2. r = 2.

(2a) (k, ℓ) = (2, 0). 如果 p = x21 + x22 − x3, 则 Sp 是椭圆

抛物面; 如果 p = x21 + x22 − µ, 则 Sp = ∅ (µ < 0);

Sp = {03} (µ = 0); Sp (椭)圆柱面 (µ > 0).

(2b) (k, ℓ) = (0, 2). 与 (2a)类似.
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(2c) (k, ℓ) = (1, 1). 如果 p = x21 − x22 − x3, 则 Sp是双曲抛

物面. 如果 p = x21−x22−µ,则 Sp是双曲柱面 (µ ̸= 0);

Sp是两张相交于一条直线的平面 (µ = 0).

情形 S3. r = 1.

(3a) (k, ℓ) = (1, 0). 如果 p = x21−x2,则 Sp是抛物柱面;如

果 p = x21 − µ, 则 Sp = ∅ (µ < 0); Sp是两张重合的平

面 (µ = 0); Sp是两张平行的平面 (µ > 0).

(3b) (k, ℓ) = (0, 1). 与 (3a)类似.

11 斜对称双线性型

在本节中 F 是特征不等于 2的域, V 是 F 线性空间.

引理 11.1 设 f ∈ L2(V ). 则 f ∈ L−
2 (V )当且仅当对任意

x ∈ V , f (x,x) = 0.

证明. 设 f ∈ L−
2 (V ). 因为 f (x,x) = −f (x,x), 所以

2f (x,x) = 0. 于是 f (x,x) = 0. 反之, 设对任意 x ∈ V ,

f (x,x) = 0. 则任意 x,y ∈ V

0 = f (x + y,x + y) = f (x,x) + f (y,x) + f (x,y) + f (y,y)

= f (y,x) + f (x,y).

由此得出 f (x,y) = −f (y,x). □

3



引理 11.2 设 f ∈ L−
2 (V ), u,v ∈ V 使得 f (u,v) ̸= 0, 则

u,v线性无关.

证明. 因为 f (u,v) ̸= 0,所以 u,v都不是零向量. 假设 u,v

线性相关. 则存在 α ∈ F \ {0}使得 u = αv. 由引理 11.1

可知, f (u,v) = f (αv,v) = αf (v,v) = 0. 矛盾. □

定义 11.3 设 f ∈ L−
2 (V ), u,v ∈ V 使得 f (u,v) ̸= 0. 则

⟨u,v⟩称为 f 的辛平面 (sympletic plane).

引理 11.4 设 f ∈ L−
2 (V ), W 是 f 的辛平面, w1,w2是W

的一组基. 则 f (w1,w2) ̸= 0.

证: 设W = ⟨v1,v2⟩使得 f (v1,v2) ̸= 0. 因为w1,w2是W

的一组基, 所以存在 α1, α2, β1, β2 ∈ F 使得

v1 = α1w1 + α2w2 和 v2 = β1w1 + β2w2.

于是

0 ̸= f (v1,v2) = f (α1w1+α2w2, β1w1+β2w2) = (α1β2−α2β1)f (w1,w2).

由此可知 f (w1,w2) ̸= 0. □

引理 11.5 设 V 是 F 上的 n 维线性空间, f ∈ L−
2 (V ),

W 是 f 的辛平面. 则存在 V 中子空间 W̃ 满足对任意的

x ∈ W , y ∈ W̃ 使得 f (x,y) = 0, 且 V = W ⊕ W̃ .
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证明. 设w1,w2是W 的一组基,

Ui = {y ∈ V | f (wi,y) = 0},

i = 1, 2. 由 f 的双线性性可知, U1, U2都是子空间. 根据引

理 11.4, f (w1,w2) ̸= 0. 于是 w2 /∈ U1. 由 f 的斜对称性可

知 f (w2,w1) ̸= 0. 于是 w1 /∈ U2. 即 ℓ1 = f (w1,y)和 ℓ2 =

f (w2,y)都是关于 y的非零线性函数. 于是 dim(im(ℓi))=1.

进而 Ui = ker(ℓi)的维数是 n− 1, i = 1, 2.

令 W̃ = U1 ∩ U2. 则对于任意 y ∈ W̃ ,

f (w1,y) = f (w2,y) = 0.

由 f 的双线性可知, 对任意的 α1, α2 ∈ F ,

f (α1w1 + α2w2,y) = 0.

即对于任意 x ∈ W , y ∈ W̃ , f (x,y) = 0.

根据维数公式, 我们有

dim(W̃ ) = dim(U1)+dim(U2)−dim(U1+U2) ≥ n−1+n−1−n = n−2.

若w ∈ W ∩ W̃ ,则存在 α1, α2 ∈ F 使得w = α1w1+α2w2.

又因为w ∈ W̃ , 所以

f (w1,w) = 0 =⇒ α1f (w1,w1) + α2f (w1,w2) = 0.

由引理 11.1, α1f (w1,w1) = 0. 再由引理 11.4, α2 = 0. 类

似地, 从 f (w2,w1) = 0可推出 α1 = 0. 于是 w = 0. 即
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W + W̃ 是直和. 由此可得.

dim(W ⊕ W̃ ) = dim(W ) + dim(W̃ ) ≥ 2 + n− 2 = n.

从而 V = W ⊕ W̃ . □

定理 11.6 设 V 是 F 上的有限维线性空间, f ∈ L−
2 (V ).

则存在 f 的辛平面W1, . . . ,Wk 和子空间 U 满足

(i) V = W1 ⊕ · · · ⊕Wk ⊕ U ;

(ii) f |U×U 上是零双线性型;

(iii) 对任意 i ∈ {1, 2, . . . , k}, x ∈ W1 ⊕ · · · ⊕ Wi, y ∈
Wi+1 ⊕ · · · ⊕Wk ⊕ U , 我们有 f (x,y) = 0.

证明. 如果 f 是零双线性型,则取 k = 0和 U = V 即可.我

们假设 f 非零且 n = dim(V ). 则 n > 1.

对 n归纳. 设 n = 2. 因为 f 非零, 所以存在 u,v ∈ V

使得 f (u,v) = 0. 由引理 11.2, 我们有 V = ⟨u,v⟩是 f 的

辛平面. 此时取W1 = V , k = 1和 U = {0}即可.

设 n > 1且结论对维数小于 n的线性空间成立. 因

为 f 非零, 所以存在 w1,w2 ∈ V 使得 f (w1,w2) = 0. 则

W1 = ⟨w1,w2⟩. 根据引理 11.5, 存在 V 的子空间 W̃1使得

对任意x ∈ W , y ∈ W̃1我们有 f (x,y) = 0且V = W1⊕W̃1.

考虑 W̃1上的斜对称双线性型 f1 = f |
W̃1×W̃1

. 如果 f1是零
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映射, 则取 k = 1和 U = W̃1即可. 否则，由归纳假设存在

f1的辛平面W2, . . . ,Wk和 W̃1的子空间 U 使得

(i) W̃ = W2 ⊕ · · · ⊕Wk ⊕ U ;

(ii) f1|U×U 上是零双线性型;

(iii) 对任意 j ∈ {2, 3, . . . , k}, x ∈ W2 ⊕ · · · ⊕ Wj, y ∈
Wj+1 ⊕ · · · ⊕Wk ⊕ U , 我们有 f1(x,y) = 0.

则 V = W1⊕ W̃ = W1⊕W2⊕ · · · ⊕Wk⊕U . 进而 f |U×U =

f1|U×U 上是零双线性型. 设 i ∈ {1, 2, . . . , k}, x ∈ W1 ⊕
· · · ⊕Wi, y ∈ Wi+1 ⊕ · · · ⊕Wk ⊕ U . 则 x = x1 + x2, 其中

x1 ∈ W1, x2 ∈ W2 ⊕ · · · ⊕Wi. 则

f (x,y) = f (x1 + x2,y) = f (x1,y) + f (x2,y) = 0 + 0 = 0.

于是, W1,W2, . . . ,Wk, U 即为所求. □.

定理 11.7 设 V 是 F 上 n维线性空间, f ∈ L−
2 (V ). 则存

在 V 的一组基 e1, . . . , en使得 f 在该基下的矩阵等于

M =



S2

S2

. . .

S2

O(n−2k)×(n−2k)


,
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其中

S2 =

 0 1

−1 0

 , 2k = rank(f ).

证明. 根据定理 11.6,存在 f的辛平面 f的辛平面W1, . . . ,Wk

和子空间 U 满足定理 11.6 中的三个性质. 设 w2i−1,w2i

是 Wi 的一组基. 根据引理 11.4, αi = f (w2i−1,w2i) ̸=
0. 令 e2i−1 = α−1

i w2i−1, e2i = w2i. 则 f (e2i−1, e2i) = 1,

i = 1, 2, . . . , k. 由直和分解 V = W1 ⊕ · · ·Wk ⊕ U 可知,

dim(U) = n − 2k. 再设 e2k+1, . . . , en是 U 的一组基. 上述

直和分解保证 e1, e2, . . . , e2k−1e2k, e2k+1, . . . , en 是 V 的一

组基. 由定理 11.6中的第二和第三个性质可知, f 在这组

基下的矩阵为M . □

推论 11.8 设A ∈ SSMn(F ). 则A秩是偶数. 设 rank(A) =

2k. 则

A ∼c



S2

S2

. . .

S2

O(n−2k)×(n−2k)


, 其中 S2 =

 0 1

−1 0

.

证明. 设 f (x,y) = (x1, . . . , xn)A


y1
...

yn

 是 F n上的双线性
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型. 因为 A斜对称, 所以 f 斜对称. 根据定理 11.7, A与上

述矩阵合同. 于是 rank(A) = 2k. □

例 11.9 证明 F 上奇数阶斜对称方阵的行列式等于零; 偶

数阶斜对称方阵的行列式等于 F 中某个元素的平方.

证明. 设 A ∈ SSMn(F ). 如果 n是奇数, 则推论 11.9指出

A不满秩. 于是 det(A) = 0. 设 n是偶数. 如果 A不满秩,

则结论显然成立. 否则存在 P ∈ GLn(F )使得

A = P t



S2

S2

. . .

S2

S2


P, 其中 S2 =

 0 1

−1 0

.

于是 det(A) = det(P t) det(S2)
n
2 det(P ) = det(P )2. □

例 11.10 设 A是整数环上偶数阶斜对称满秩方阵. 证明

det(A)是某个正整数的平方.

证明. 注意到 A ∈ SSMn(Q). 由上例可知 det(A) = a2, 其

中 a是某个正有理数. 但 det(A) ∈ Z+. 如果 a不是整数,

则 a2也不是. 等式 det(A) = a2不可能成立. 于是 a ∈ Z+.

在上例假设条件下
√

det(A)称为 A的 Pfaffian.
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第二章 线性算子

1 不同基底下线性映射的矩阵表示

在本节中F是任意域, V 和W是F上的线性空间, e1, . . . , en

是 V 的一组基, ϵ1, . . . , ϵm是W 的一组基.

1.1 线性映射下的矩阵（复习、扩展和例子）

设 ϕ ∈ Hom(V,W ),

ϕ(ej) = a1,jϵ1 + · · · + am,jϵm = (ϵ1, . . . , ϵm)


a1,j
...

am,j

 ,

j = 1, 2, . . . , n. 称

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
... ... . . . ...

am,1 am,2 · · · am,n


是 ϕ在基底 e1, . . . , en和 ϵ1, . . . , ϵm下的矩阵(表示). 当 V

和W 的基底选定后 ϕ的矩阵是唯一的. 我们有

(ϕ(e1), . . . , ϕ(en)) = (ϵ1, . . . , ϵm)A.
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设 x = x1e1 + · · · + xnen和 ϕ(x) = y1ϵ1 + · · · + ymϵm.

则 
y1
...

ym

 = A


x1
...

xn

 .

例 1.1 设 V = F n, W = Fm, e1, . . . , en和 ϵ1, . . . , ϵm都是

标准基. 则 ϕ的矩阵表示是

(ϕ(e1), . . . , ϕ(en)).

例 1.2 设 ϕ : V −→ W 由公式 ∀ x ∈ V, ϕ(x) = 0W 给出.

则 ϕ在 V 和W 的任意基底下的矩阵都是 Om×n.

例 1.3 设 ϕ : V −→ V 由公式 ∀ x ∈ V, ϕ(x) = x给出. 则

ϕ在 V 的任意基底 e1, . . . , en; e1, . . . , en下的矩阵都是 En.

例 1.4 设 V 是W 的子空间, ϕ : V −→ W 由公式 ∀ x ∈
V, ϕ(x) = x 给出. 取 W 的基是 e1, . . . , en, en+1, . . . , em.

则 ϕ的矩阵是  En

O(m−n)×n

 .

例 1.5 线性空间 V 上的线性函数. 见第一章第三讲例

5.6.
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例 1.6 设 A ∈ Fm×n, ϕ : F n×k −→ Fm×k 由公式 ∀ X ∈
F n×k, ϕ(X) = AX 给出. 求 ϕ在标准基下的矩阵.

解. 对 j = 1, 2, . . . , k,

−−−→
ϕ(X)(j) = AX⃗(j).

于是 
−−−→
ϕ(X)(1)

...
−−−→
ϕ(X)(k)

 =


A O · · · O

O A · · · O
... ... . . . ...

O O · · · A


km×kn︸ ︷︷ ︸

B


X⃗(1)

...

X⃗(k)

 .

矩阵 B 是 ϕ 在标准基下的矩阵. 此时标准基的顺序如

下. 设 Ei.j ∈ F n×k, i ∈ {1, 2, . . . , n}, j ∈ {1, 2, . . . , k};
Li,j ∈ Fm×k, i ∈ {1, 2, . . . ,m}, j ∈ {1, 2, . . . , k}分别是两
个矩阵空间的标准基. 则 F n×k 的标准基排列是

E1,1, E2,1, . . . , En,1, . . . , E1,k, . . . , En,k.

类似地, Fm×k 的标准基排列是

L1,1, L2,1, . . . , Lm,1, . . . , L1,k, . . . , Lm,k.

引理 1.7 设 ϕ ∈ Hom(V,W ), v1, . . . ,vk ∈ V , M ∈ F k×ℓ.

则定义

ϕ(v1, . . . ,vk) := (ϕ(v1), . . . , ϕ(vk)).
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则

ϕ((v1, . . . ,vk)M) = (ϕ(v1), . . . , ϕ(vk))M.

证明. 设M = (mi,j)k×ℓ. 则

(v1, . . . ,vk)M =

(
k∑
i=1

mi,1vi, . . . ,
k∑
i=1

mi,ℓvi

)
.

于是

ϕ((v1, . . . ,vk)M) = ϕ

(
k∑
i=1

mi,1vi, . . . ,
k∑
i=1

mi,ℓvi

)

=

(
ϕ

(
k∑
i=1

mi,1vi

)
, . . . , ϕ

(
k∑
i=1

mi,ℓvi

))

=

(
k∑
i=1

mi,1ϕ(vi), . . . ,
k∑
i=1

mi,ℓϕ(vi)

)
= (ϕ(v1), . . . , ϕ(vk))M. □

命题 1.8 设 A ∈ Fm×n. 则存在唯一的 ϕ ∈ Hom(V,W )使

得 ϕ在基底 e1, . . . , en和 ϵ1, . . . , ϵm下的矩阵等于 A.

证明. 设 ϕ ∈ Hom(V,W ) 满足 ϕ(ej) = (ϵ1, . . . , ϵm)A⃗
(j),

j = 1, 2, . . . , n. 由线性映射基本定理 II可知 ϕ存在. 由矩

阵表示的定义可知, A是 ϕ在选定基底下的矩阵. 映射 ϕ

的唯一性由线性映射基本定理 II中的唯一性得出. □
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定理 1.9 设

Φ : Hom(V,W ) −→ Fm×n

ϕ 7→ A, ϕ在选定基底下的矩阵
.

则 Φ是线性同构.

证明. 设 ϕ, ψ ∈ Hom(V,W ), A = Φ(ϕ)和 B = Φ(ψ). 再设

α, β ∈ F . 对 j = 1, 2, . . . , n,

(αϕ + βψ)(ej) = αϕ(ej) + βψ(ej)

= α(ϵ1, . . . ϵm)A⃗
(j) + β(ϵ1, . . . ϵm)B⃗

(j)

= (ϵ1, . . . ϵm)(αA⃗
(j) + βB⃗(j))

= (ϵ1, . . . ϵm)C⃗
(j), 其中 C = αA + βB.

于是, Φ(αϕ + βψ) = C = αA + βB = αΦ(ϕ) + βΦ(ψ). 映

射 Φ是线性的.

设

Θ : Fm×n −→ Hom(V,W )

A 7→ ϕ, ϕ由命题 1.8的证明中定义.
.

根据线性映射基本定理 II 和 命题 1.8, Θ ◦ Φ(ϕ) = ϕ 且

Φ ◦ Θ(A) = A. 验证如下. 设 A = Φ(ϕ). 则 Θ(A)(ej) =

(ϵ1, . . . ϵm)A⃗
(j). 于是, Θ(A)(ej) = ϕ(ej), j = 1, 2, . . . , n. 由

线性映射基本定理 II可知, Θ(A) = ϕ. 反之, 设 ϕ = Θ(A).

则 ϕ(ej) = (ϵ1, . . . ϵm)A⃗
(j), j = 1, 2 . . . , n. 于是 Φ(ϕ) = A.

□
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命题 1.10 设 ϕ ∈ Hom(V,W )在 e1, . . . , en; ϵ1, . . . , ϵm下的

矩阵是 A. 设 Z 是 F 上的线性空间 δ1, . . . , δk 是 Z 的一

组基, ψ ∈ Hom(W,Z)在 ϵ1, . . . , ϵm; δ1, . . . , δk 下的矩阵是

B ∈ F k×m. 则 ψ ◦ ϕ ∈ Hom(V, Z)在 e1, . . . , en; δ1, . . . , δk

下的矩阵是 BA ∈ F k×n.

V W

Z

ψ◦ϕ

ϕ

ψ

证明. 关于 ψ ◦ ϕ是线性映射的验证见上学期第二章命题
4.1. 计算

ψ ◦ ϕ(ej) = (ψ(ϵ1), . . . , ψ(ϵn))A⃗
(j) = (δ1, . . . , δk)BA⃗

(j),

j = 1, 2, . . . , n. 于是

(ψ ◦ ϕ(e1), . . . , ψ ◦ ϕ(en)) = (δ1, . . . , δk)B(A⃗(1), . . . , A⃗(n))

= (δ1, . . . , δk)BA.

映射 ψ ◦ ϕ在选定基底下的矩阵是 BA. □

1.2 线性映射在不同基底下的矩阵

定理 1.11 设 ϕ ∈ Hom(V,W ). 再设 e′1, . . . , e
′
n 是 V 的另

一组基, ϵ′1, . . . , ϵ
′
m是W 的另一组基, 且

(e′1, . . . , e
′
n) = (e1, . . . , en)P 和 (ϵ′1, . . . , ϵ

′
m) = (ϵ1, . . . , ϵm)Q,
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其中 P ∈ GLn(F )和 Q ∈ GLm(F ). 如果 ϕ在 e1, . . . , en;

ϵ1, . . . , ϵm 下的矩阵是 A, 则 ϕ 在 e′1, . . . , e
′
n; ϵ

′
1, . . . , ϵ

′
m 下

的矩阵是 Q−1AP .

证明. 由 (e′1, . . . , e
′
n) = (e1, . . . , en)P 和引理 1.7得

(ϕ(e′1), . . . , ϕ(e
′
n)) = (ϕ(e1), . . . , ϕ(en))P.

于是

(ϕ(e′1), . . . , ϕ(e
′
n)) = (ϵ1, . . . , ϵm)AP = (ϵ′1, . . . , ϵ

′
m)Q

−1AP. □

上述定理说明线性映射在不同基底下的矩阵有相同的秩.

定义 1.12 设 ϕ ∈ Hom(V,W ), A是 ϕ在 V 的一组基和W

的一组基下的矩阵. 则 rank(A)称为 ϕ的秩, 记为 rank(ϕ).

推论 1.13 设 ϕ ∈ Hom(V,W ) 且 rank(ϕ) = r. 则存在 V

的一组基 e′1, . . . , e
′
n和W 的一组基 ϵ′1, . . . , ϵ

′
m使得在该基

下 ϕ的矩阵是

M =

Er O

O O


m×n

且 r = dim(im(ϕ)).

证明. 设 d = ker(ϕ), e′n−d+1, . . . , e
′
n是 ker(ϕ)的一组基. 把

它扩充为 V 的一组基

e′1, . . . , e
′
n−d, e

′
n−d+1, . . . , e

′
n.
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因为 im(ϕ) = ⟨ϕ(e′1), . . . , ϕ(e′n)⟩且ϕ(e′n−d+1) = · · · = ϕ(e′n) =

0W , 所以

im(ϕ) = ⟨ϕ(e′1), . . . , ϕ(e′n−d)⟩.

因为 dim(im(ϕ)) = n − d, 所以 ϵ′1 = ϕ(e′1), . . . , ϵ
′
n−d =

ϕ(e′n−d)是 im(ϕ)的一组基. 将其扩充为W 的一组基

ϵ′1, . . . , ϵ
′
n−d, ϵ

′
n−d+1, . . . , ϵ

′
m.

则 ϕ在上述基底下的矩阵等于M . 特别地, r = n− d. □

注解 1.14 根据推论 1.13, 第一章第二讲命题 4.14 (iii)可

写为

dim(ker(ϕ)) + rank(ϕ) = dim(V ).
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