
2024-2025学年春季学期 本科生试题专用纸

试 题 专 用 纸

课程编号：B01GB003Y-B02

课程名称：线性代数II-B (期中试卷)

任课教师：李子明、李秀云、王艺森

注意事项：

1. 考试时间为120 分钟，考试方式闭卷；

2. 全部答案写在答题纸上；

3. 考试结束后，请将本试卷和答题纸、草稿纸一并交回。

1. (15分) 设 V 是域 F 上的线性空间, e1, e2, e3 是 V 的一组基. 令

ϵ1 = e1 + e2, ϵ2 = e1 − e2, ϵ3 = e1 + e2 + e3.

(i) 证明: 当 F 特征不等于 2 时, ϵ1, ϵ2, ϵ3 是 V 的基.

(ii) 设 F 的特征不等于 2.

(a) 计算从 e1, e2, e3 到 ϵ1, ϵ2, ϵ3 的转换矩阵.

(b) 设 x = 2e1 − e3. 计算 x 关于 ϵ1, ϵ2, ϵ3 的坐标.

解: (i) 我们有

(ϵ1, ϵ2, ϵ3) = (e1, e2, e3)


1 1 1

1 −1 1

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

P

.

当 F 的特征不等于 2 时, det(P ) = −2 ̸= 0. 故 ϵ1, ϵ2, ϵ3 是一组基.

(ii-a) 转换矩阵是 P .

(ii-b) 设 x 在 ϵ1, ϵ2, ϵ3 下的坐标是 (y1, y2, y3)
t. 则

y1

y2

y3

 = P−1


2

0

−1

 =


1
2

1
2

−1
1
2

−1
2

0

0 0 1




2

0

−1

 =


2

1

−1

 .

2. (15分) 设实二次型 q(x) = x1x2 − x2
3 + 2x3x1, 其中 x = (x1, x2, x3)

t ∈ R3. 计算:

(i) q 的秩;
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(ii) q 的一组规范基;

(iii) q 的签名.

解. (i) 二次型 q 在标准基下的矩阵是:

A =


0 1/2 1

1/2 0 0

1 0 −1

 .

因为 rank(A) = 3, 所以 rank(q) = 3.

(ii) 由行列相伴消去法得:

(A|E) =


0 1/2 1 | 1 0 0

1/2 0 0 | 0 1 0

1 0 −1 | 0 0 1

 →


1 1/2 1 | 1 1 0

1/2 0 0 | 0 1 0

1 0 −1 | 0 0 1



→


1 0 1 | 1 1 0

0 −1/4 −1/2 | −1/2 1/2 0

1 −1/2 −1 | 0 0 1

 →


1 0 0 | 1 1 0

0 −1/4 −1/2 | −1/2 1/2 0

0 −1/2 −2 | −1 −1 1



→


1 0 0 | 1 1 0

0 −1/4 0 | −1/2 1/2 0

0 0 −1 | 0 −2 1



一组规范基是矩阵


1 −1/2 0

1 1/2 −2

0 0 1

 的三个列向量. (注. 答案不唯一)

(iii) 签名是 (1, 2).

3. (15分) 设实线性空间 V = {p ∈ R[x] | deg(p) < 3}. 再设:

σ : V −→ V

p(x) 7→ p(αx)
和

∆ : V −→ V

p(x) 7→ p(αx)− p(x)
,

其中 α 是一个固定的非零实数.

(i) 证明: σ 和∆ 是 V 上的线性算子.

(ii) 计算: σ 和 ∆ 在基底 1, x, x2 下的矩阵.

(iii) 计算 ker(σ) 和 ker(∆) 的维数.
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解. (i) 因为赋值是环同态, 所以对任意 f, g ∈ V , σ(f + g) = σ(f) + σ(g). 对任意

λ ∈ R, σ(λf) = (λf)(αx) = λf(αx) = λσ(f). 综上所述, σ 是线性算子.

因为 ∆ = σ − E 且 L(V ) 是线性空间, 所以 ∆ 也是线性算子.

(ii) 注意到 (σ(1), σ(x), σ(x2)) = (1, αx, α2x2) = (1, x, x2)diag(1, α, α2). 故 σ

在 1, x, x2 下的矩阵是 diag(1, α, α2). 而 ∆ 在同样基底下的矩阵是

diag(1, α, α2)− E = diag(0, α− 1, α2 − 1)− E.

(iii) 因为 rank(σ) = 3, 所以 dim(ker(σ)) = 0. 当 α ̸= ±1 时, rank(∆) = 2. 故

dim(ker(∆)) = 1. 当 α = −1 时, rank(∆) = 1. 故 dim(ker(∆) = 2. 当 α = 1 时,

rank(∆) = 0. 故 dim(ker(∆) = 3.

4. (10分) 设 V 是域 F 上的有限维线性空间, A是 V 上的线性算子, f ∈ F [t] \F 满
足 f(A) = O, 其中 O 代表零算子, 和 f = pq, 其中 p, q ∈ F [t] 满足 gcd(p, q) = 1.

证明: V = ker(p(A))⊕ ker(q(A)).

证明. 因为 gcd(p, q) = 1, 所以存在 u, v ∈ F [t]使得 up+ vq = 1. 于是,

u(A)p(A) + v(A)q(A) = E . (1)

设 v ∈ ker(p(A))∩ker(q(A)). 根据 (1),我们有 (u(A)p(A) + v(A)q(A)) (v) = E(v).
故 u(A)p(A)(v)+v(A)q(A)(v) = v =⇒ 0 = v.于是, ker(p(A))∩ker(q(A)) = {0}.

设 x ∈ F n. 令 y = u(A)p(A)(x)和 z = v(A)q(A)(x). 则 (1)蕴含 y + z = x.

注意到:

q(A)(y) = q(A)u(A)p(A)(x) (y的定义)

= u(A)q(A)p(A)(x) (F [A]是交换环)

= u(A)f(A)(x) (f = pq))

= u(A)O(x) (f(A) = O)

= 0.

故 y ∈ ker(q(A)). 同理 z ∈ ker(p(A)). 于是, ker(q(A)) + ker(p(A)) = V.

综上所述, ker(p(A))⊕ ker(q(A)) = V.

5. (10 分) 设 V 是域 F 上的 n维线性空间, V1, V2,W 是 V 的子空间且满足

V = V1 + V2 和 V = (V1 ∩ V2)⊕W.

(i) 证明: dim(V1) + dim(V2) = 2 dim(V1 ∩ V2) + dim(W ).
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(ii) 证明: V = V1 ⊕ (V2 ∩W ).

证明. (i) 由条件可知 dim(V1 + V2) = dim(V1 ∩ V2) + dim(W ). 利用关于 V1 和 V2

的维数公式得: dim(V1) + dim(V2) = 2 dim(V1 ∩ V2) + dim(W ).

(ii) 因为 V = (V1 ∩ V2)⊕W , 所以 (V1 ∩ V2) ∩W = {0}. 故 V1 + (V2 ∩W ) 是

直和. 下面只需证明: V = V1 + (V2 ∩W ).

方法 1. 因为 V = V1 ∩ V2 +W 和 V1 ∩ V2 ⊂ V2, 所以 V2 = V1 ∩ V2 + V2 ∩W

(子空间模律）由此和 V = V1 + V2 可知 V = V1 + V1 ∩ V2 + V2 ∩W = V1 + V2 ∩W.

方法 2. 利用维数公式计算:

dim(V1 + (V2 ∩W )) = dim(V1) + dim(V2 ∩W ) (∵ V1 ∩ V2 ∩W = {0})

= dim(V1) + dim(V2) + dim(W )− dim(V2 +W )

= dim(V ) + dim(V1 ∩ V2) + dim(W )− dim(V2 +W ) (∵ V = V1 + V2)

= 2 dim(V )− dim(V2 +W ) (∵ V = (V1 ∩ V2)⊕W )

≥ dim(V ).

因为 V1 + (V2 ∩W ) ⊂ V , 所以上式蕴含 V = V1 + (V2 ∩W ).

6. (10分) 设 q(x) 是 Rn 上的二次型, 其签名是 (k, l), k > 0, l > 0 且 k + l < n.

(i) 证明: q 是满射.

(ii) 证明: Rn 中存在三个非零子空间 V +, V − 和 V 0 使得限制映射 q|V + 正定,

q|V − 负定, q|V 0 恒等于零且 Rn = V + ⊕ V − ⊕ V 0.

证明. (i). (法 1）因为 q 是不定的, 所以存在 x,y ∈ Rn 使得 q(x) > 0 和 q(y) < 0.

设 a, λ ∈ R. 如果 a > 0, 则 q(λx) = λ2q(x). 故取 λ =
√
a/q(x) 得 q(λx) = a. 如

果 a < 0, 则 q(λy) = λ2q(y). 故取 λ =
√

a/q(y) 得 q(λx) = a. 再由 q(0) = 0 可

知 q 是满射.

(法 2）设在 Rn 的某组规范基 ϵ1, . . . , ϵn 下,

q(x) = x2
1 + · · ·+ x2

k − x2
k+1 − · · · − x2

k+l,

其中 x = x1ϵ1 + · · ·+ xnϵn. 如果 a ∈ R+, 则取 x =
√
a ϵ1. 我们有 q(x) = a. 如果

a ∈ R−. 则我们取 x =
√
−a ϵk+1.我们有 q(x) = a. 再由 q(0) = 0 可知 q 是满射.

(ii) 利用法 2 中的符号, 令

V + = ⟨ϵ1, . . . , ϵk⟩, V − = ⟨ϵk+1, . . . , ϵk+l⟩ 和 V 0 = ⟨ϵk+l+1, . . . , ϵn⟩.
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则 q|V + 正定, q|V − 负定和 q|V 0 恒等于零. 因为

dim(V +) + dim(V −) + dim(V 0) = k + l + n− k − l = n = dim(V + + V − + V 0),

所以三个子空间之和是直和且等于 Rn.

7. (10分) 设 A ∈ SMn(R) 是正定的, B ∈ Mn(R).

(i) 证明: BtAB 对称且半正定.

(ii) 再设 A 和 B 相似. 证明: det(B) > 0 且 tr(B) > 0, 其中 tr(B) 代表 B 的迹.

证明: (i) 设 C = BtAB. 则 Ct = BtAtB = BtAB = C. 故 C 对称.

因为 A 正定, 所以 A = P tP , 其中 P 是可逆方阵. 于是,

C = BtP tPB = (PB)t(PB).

故 C 半正定.

(ii) 因为 A 正定, 所以 det(A) > 0 且 tr(A) > 0 (正定蕴含一阶主子式都大于

零). 因为行列式和迹都是相似不变量, 所以 det(B) > 0 且 tr(B) > 0.

8. (15分) 设 V 是域 F 上的有限维维线性空间, A 是 V 上的线性算子.

(i) 证明: 对任意 k ∈ Z+, ker(Ak) ⊆ ker(Ak+1).

(ii) 证明: 如果存在 k ∈ Z+ 使得 ker(Ak) = ker(Ak+1), 则对任意 l > k,

ker(Ak) = ker(Al).

(iii) 设 A 的极小多项式 µA(t) = p(t)q(t), 其中 p, q ∈ F [t] 且 gcd(p, q) = 1. 证明:

ker(p(A)) 是关于 q(A) 的不变子空间且 q(A) 限制在 ker(p(A)) 上是可逆的.

证明: (i) 设 x ∈ ker(Ak). 则 Ak(x) = 0. 故 Ak+1(x) = A(0) = 0. 由此得到

ker(Ak) ⊆ ker(Ak+1).

(ii) 对 l 归纳. 当 l = 1 时, 结论显然. 设 l > 1 且

ker(Ak) = ker(Ak+1) = · · · = ker(Ak+l−1).

由 (i) 可知 ker(Ak+l−1) ⊂ ker(Ak+l). 设 x ∈ ker(Ak+l). 则 Ak+l(x) = 0. 故

A(x) ∈ ker(Ak+l−1). 由归纳假设, A(x) ∈ ker(Ak+l−2). 故 Ak+l−1(x) = 0. 即 x ∈
ker(Ak+l−1). 于是, ker(Ak+l−1) = ker(Ak+l). 再由归纳假设, ker(Ak) = ker(Al).
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(iii) 因为 p(A)q(A) = q(A)p(A), 所以 ker(p(A)) 是关于算子 q(A) 的不变

子空间. 于是, q(A) 是 ker(p(A)) 上的线性算子. 因为 gcd(p, q) = 1, 所以存在

u, v ∈ F [t] 使得 u(t)p(t) + v(t)q(t) = 1. 故 u(A)p(A) + v(A)q(A) = E.
对任意 x ∈ ker(p(A)),

u(A)p(A)(x) + v(A)q(A)(x) = E(x) =⇒ v(A)q(A)(x) = x.

故 q(A) 在 ker(p(A)) 的逆是 v(A).
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