
习题. 设 A,B ∈ Mn(C). 证明: (AB)n ∼s (BA)n.

断言 1. 设 F 是域. 如果 A ∈ GLn(F ) 和 B ∈ Mn(F ), 则

(AB)n ∼s (BA)n.

证明. A−1(AB)nA = (BA)n =⇒ (AB)n ∼s (BA)n. □

断言 2. 矩阵 (AB)n 和 (BA)n 有相同的特征多项式.

证明. 如果 A 可逆, 则 (AB)n 和 (BA)n 有相同的特征多

项式（断言 1 和特征多项式是相似不变量).

设 A不可逆. 令 u是 F 上一个未定元. 则 uE +A是

F (u) 上的可逆矩阵. 故

|tE − ((uE + A)B)n| = |tE − (B(uE + A))n|.

因为上述等式是关于 t和 u的多项式的等式,所以当 u = 0

时等式也成立. 于是, |tE − (AB)n| = |tE − (BA)n|. □

断言 3. 矩阵(AB)n O

B O


2n×2n

∼s

O O

B (BA)n


2n×2n

.

证明. 直接计算得:(AB)n O

B O

E (AB)n−1A

O E

 =

(AB)n (AB)2n−1A

B (BA)n
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和E (AB)n−1A

O E

O O

B (BA)n

 =

(AB)n (AB)2n−1A

B (BA)n

 .

(∵ (AB)n−1A(BA)n = (AB)n−1AB · · ·AB︸ ︷︷ ︸
n

A.)

注意到

E (AB)n−1A

O E

 可逆, 故

(AB)n O

B O

 ∼s

O O

B (BA)n

 . □

断言 4. 设 λ ∈ specC((AB)n) 且 λ ̸= 0. 则对任意 k ∈ N,

rank
(
(λE − (AB)n)k

)
= rank

(
(λE − (BA)n)k

)
.

证明. 根据断言 2 和 3, λ 是 C 和 D 的特征根, 其中

C =

(AB)n O

B O

 和 D =

O O

B (BA)n

 .

因为 C ∼s D, 所以对任意 k ∈ N,

rank((λE2n − C)k) = rank((λE2n −D)k).

即

rank

(λEn − (AB)n)k O

∗ λkEn

 = rank

λkEn O

∗ (λEn − (BA)n)k

 .
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因为 λ ̸= 0, 所以上述秩等式等价于

rank (λEn − (AB)n)k + n = n + rank (λEn − (BA)n)k .

故 rank (λEn − (AB)n)k = rank (λEn − (BA)n)k .

断言 5. rank((AB)n) = rank((AB)n+1).

证明. 对任意 M ∈ Mn(F ), 我们有

rank(M 0) ≥ rank(M) ≥ rank(M 2) ≥ · · · ,

和 rank(Mk) = rank(Mk+1) 蕴含 rank(Mk) = rank(Mk+l),

l = 1, 2, 3, . . . ,. 故 rank(Mn) = rank(Mn+1). □

断言 6. rank((AB)n) = rank((BA)n).

证明. 根据断言 5,

rank((AB)n) = rank((AB)n+1) = rank(A(BA)nB).

故 rank((AB)n) ≥ rank((BA)n). 同理可证

rank((BA)n) ≥ rank((AB)n). □

根据断言 2, (BA)n 和 (AB)n 有共同的特征多项式.

根据断言 6 和 5 可知, rank((AB)nk) = rank((BA)nk) 对所

有非负整数成立. 再利用断言 4可知, (AB)n ∼s (BA)n. □
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