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第十一次作业解答

习题 1. 计算下列行列式的值。
(i)

det


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1


解：将第一行乘以 −1 分别加到第二、三、四行：

1 1 1 1

0 0 −2 −2

0 −2 0 −2

0 −2 −2 0


按第一列展开：

det


0 −2 −2

−2 0 −2

−2 −2 0

 = 0 ·

∣∣∣∣∣ 0 −2

−2 0

∣∣∣∣∣− (−2) ·

∣∣∣∣∣−2 −2

−2 0

∣∣∣∣∣+ (−2) ·

∣∣∣∣∣−2 0

−2 −2

∣∣∣∣∣
计算： ∣∣∣∣∣−2 −2

−2 0

∣∣∣∣∣ = (−2) · 0− (−2) · (−2) = 0− 4 = −4

∣∣∣∣∣−2 0

−2 −2

∣∣∣∣∣ = (−2) · (−2)− 0 · (−2) = 4

所以原行列式为

0− (−2) · (−4) + (−2) · 4 = 0− 8− 8 = −16

故答案为 −16 。
(ii)

det


0 1 1 8

3 1 −1 9

0 −1 1 0

0 −1 −1 0


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解：按第一列展开：

det = (−1)2+1 · 3 · det


1 1 8

−1 1 0

−1 −1 0

 .

计算三阶行列式，按第三列展开：

det


1 1 8

−1 1 0

−1 −1 0

 = 8 · (−1)1+3 det
(
−1 1

−1 −1

)
= 8 · (1 + 1) = 16

所以原行列式为 −3× 16 = −48，即 −48 。

习题 2. 展开下列行列式：
(i)

Dn = det



1 2 3 · · · n− 1 n

2 3 4 · · · n 1
...

...
...

. . .
...

...

n− 1 n 1 · · · n− 3 n− 2

n 1 2 · · · n− 2 n− 1


.

解：我们先对矩阵做初等变换。

1 2 3 · · · n− 1 n

2 3 4 · · · n 1
...

...
...

. . .
...

...

n− 1 n 1 · · · n− 3 n− 2

n 1 2 · · · n− 2 n− 1


将第二列至第 n 列加到第一列:

→



n(n+1)
2

2 3 · · · n− 1 n
n(n+1)

2
3 4 · · · n 1

...
...

...
. . .

...
...

n(n+1)
2

n 1 · · · n− 3 n− 2
n(n+1)

2
1 2 · · · n− 2 n− 1


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将行列式提出第一列的因子 n(n+1)
2
。原矩阵变为：

1 2 3 · · · n− 1 n

1 3 4 · · · n 1
...

...
...

. . .
...

...

1 n 1 · · · n− 3 n− 2

1 1 2 · · · n− 2 n− 1


从最后一行开始往上依次用上一行去减下一行：

→



1 2 3 · · · n− 1 n

0 1 1 · · · 1 1− n
...

...
...

. . .
...

...

0 1 1− n · · · 1 1

0 1− n 1 · · · 1 1


现在我们可以按第一列展开提出 1，转而计算如下矩阵的行列式：

1 1 · · · 1 1− n
...

...
. . .

...
...

1 1− n · · · 1 1

1− n 1 · · · 1 1


类似地，先将第二列至第 n− 1 列加到第一列，

−1 1 · · · 1 1− n
...

...
. . .

...
...

−1 1− n · · · 1 1

−1 1 · · · 1 1


再将第一列加到第二列至第 n− 1 列，

−1 0 · · · 0 −n
...

...
. . .

...
...

−1 −n · · · 0 0

−1 0 · · · 0 0


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我们现在将不断按最后一行展开，来计算该行列式:

((−1)(n−1)+1 × (−1))((−1)(n−2)+1 × (−n)) · · · ((−1)1+1 × (−n))

=(−1)
∑n

i=2 i × (−1)n−1 × nn−2

=(−1)
(n−1)(n+2)

2 +(n−1) × nn−2

=(−1)
(n−1)n

2 +2(n−1) × nn−2

=(−1)
(n−1)n

2 × nn−2

（上面计算中写“×”是为了方便读者区分行列式展开中的符号部分和因子
部分，在本课程的计算中，需要乘法的地方大家尽量写“·”。）
现在将之与先前提出的因子相乘即得

Dn = (−1)
n(n−1)

2 · n
n−1(n+ 1)

2
.

(ii)

∆n = det



2a 1 0 · · · 0 0

a2 2a 1 · · · 0 0

0 a2 2a · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · 2a 1

0 0 0 · · · a2 2a


.

解：按第一行展开得递推关系：

∆n = 2a∆n−1 − a2∆n−2, n ≥ 3.

初始值 ∆1 = 2a，∆2 = 3a2。递推关系即 (∆n−a∆n−1) = a(∆n−1−a∆n−2)

有初始值 ∆2 − a∆1 = a2，故 ∆n − a∆n−1 = an。不难发现，对 2 ⩽ j ⩽ n，
都有

an−j(∆j − a∆j−1) = an

将这 n− 1 个等式加起来，得到

∆n = (n+ 1)an.
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习题 3.

D2n = det



a1 b1

a2 b2
. . . . .

.

an bn

cn dn

. .
. . . .

c2 d2

c1 d1


=

n∏
i=1

det
(
ai bi

ci di

)
.

证明：对阶数 2n 进行归纳。当 n = 1 时，矩阵为

(
a1 b1

c1 d1

)
，结论显然成

立。
假设结论对 2(n − 1) 阶矩阵成立。记 2n 阶矩阵为 M2n，其行列式为

D2n。按第一列展开：第一列中仅第 1 行和第 2n 行非零，分别为 a1 和 c1，
故

D2n = a1 · (−1)1+1 det(N) + c1 · (−1)2n+1 det(P ) = a1 det(N)− c1 det(P ),

其中 N 为划去第 1 行第 1 列后的 (2n− 1) 阶矩阵，P 为划去第 2n 行第 1

列后的 (2n− 1) 阶矩阵。
计算 det(N)：N 的最后一列（原矩阵第 2n列）中，非零元仅有 d1（位

于原第 2n 行）。在 N 中，该行行号为 2n− 1。按最后一列展开：

det(N) = d1 · (−1)(2n−1)+(2n−1) det(N ′) = d1 det(N ′),

其中 N ′ 为 N 划去最后一行和最后一列得到的 (2n−2)阶矩阵。易见 N ′ 是
由原矩阵去掉第 1行、第 2n 行、第 1列、第 2n 列所得，其结构与 M2(n−1)

相同，对应参数 a2, . . . , an，b2, . . . , bn，c2, . . . , cn，d2, . . . , dn。由归纳假设，

det(N ′) = D2(n−1) =
n∏

i=2

det
(
ai bi

ci di

)
.

计算 det(P )：P 的第一行（原第 1 行）中，非零元仅有 b1 位于最后一
列。按第一行展开：

det(P ) = b1 · (−1)1+(2n−1) det(P ′) = b1 det(P ′),
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其中 P ′ 为 P 划去第一行和最后一列得到的 (2n − 2) 阶矩阵。易见 P ′ 与
N ′ 相同，故 det(P ′) = D2(n−1)。因此 det(P ) = b1D2(n−1)。

代入得

D2n = a1d1D2(n−1) − c1b1D2(n−1) = (a1d1 − b1c1)D2(n−1).

由归纳假设，D2(n−1) =
∏n

i=2 det
(
ai bi

ci di

)
，所以

D2n =
n∏

i=1

det
(
ai bi

ci di

)
.

归纳法完成，证毕。

习题 4. 设 A,B,C ∈ Mn(R)，则

rank(AB) + rank(BC)− rank(B) ≤ rank(ABC).

证明：构造分块矩阵

M =

(
B 0

0 ABC

)
.

对 M 进行初等变换：(
B 0

0 ABC

)(
I C

0 I

)
=

(
B BC

0 ABC

)
,

(
I 0

−A I

)(
B BC

0 ABC

)
=

(
B BC

−AB 0

)
.

因为初等变换不改变矩阵的秩，所以

rank(M) = rank
(

B BC

−AB 0

)
.

又因为 M 为块对角矩阵，故 rank(M) = rank(B) + rank(ABC)，即

rank(B) + rank(ABC) = rank
(

B BC

−AB 0

)
. (1)

我们还知道关于矩阵分块秩的不等式：

rank
(

B BC

−AB 0

)
≥ rank(AB) + rank(BC). (2)
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结合 (1) 和 (2)，得

rank(B) + rank(ABC) ≥ rank(AB) + rank(BC),

移项即得所证不等式。

习题 5. 设 A = (aij) ∈ Mn(R) 且对任意 i ∈ {1, 2, . . . , n}，有

|aii| >
n∑

j=1,j ̸=i

|aij |.

证明：det(A) ̸= 0。
证明（方法一）：假设 det(A) = 0，则存在非零向量 x = (x1, . . . , xn)

⊤ 使得
Ax = 0。设 |xk| = max1≤i≤n |xi| > 0。考虑第 k 个方程：

n∑
j=1

akjxj = 0 ⇒ akkxk = −
∑
j ̸=k

akjxj .

两边取绝对值，并由三角不等式得

|akk||xk| ≤
∑
j ̸=k

|akj ||xj | ≤

(∑
j ̸=k

|akj |

)
|xk|.

由于 |xk| > 0，可约去，得

|akk| ≤
∑
j ̸=k

|akj |,

与严格对角占优条件矛盾。故假设不成立，必有 det(A) ̸= 0。
证明（方法二）：对 n 做归纳：首先 n = 1 时，由 |a11| > 0 知 det(A) ̸= 0，
命题成立。
现假设命题对 n− 1(n ⩾ 2) 成立，我们对 A 做初等变换，从第二行开

始，对第 i(2 ⩽ i ⩽ n) 行，减去第一行的 ai1

a11
倍，从而得到：

a11 a12 a13 · · · a1(n−1) a1n

0 a22 − a21
a11

a12 a23 − a21
a11

a13 · · · a2(n−1) − a21
a11

a1(n−1) a2n − a21
a11

a1n

...
...

...
. . .

...
...

0 an2 − an1
a11

a12 an3 − an1
a11

a13 · · · an(n−1) − an1
a11

a1(n−1) ann − an1
a11

a1n


由 |a11| >

∑n
j=2 |a1j | ⩾ 0，按第一列展开行列式，我们只需证明如下矩

阵的行列式不等于 0:
a22 − a21

a11
a12 a23 − a21

a11
a13 · · · a2(n−1) − a21

a11
a1(n−1) a2n − a21

a11
a1n

...
...

. . .
...

...

an2 − an1
a11

a12 an3 − an1
a11

a13 · · · an(n−1) − an1
a11

a1(n−1) ann − an1
a11

a1n


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我们现在证明对该矩阵，其满足命题的条件：对每个 2 ⩽ i ⩽ n，我们
由三角不等式知道

|aii −
ai1
a11

a1i| ⩾ |aii| − | ai1
a11

a1i|

由 |a11| >
∑n

j=2 |a1j |，

(1−
n∑

j=2

|a1j
a11

|)|ai1| ⩾ 0

再由 |aii| >
∑n

j=1,j ̸=i |aij |，

|aii −
ai1
a11

a1i| ⩾|aii| − | ai1
a11

a1i|

>
n∑

j=1,j ̸=i

|aij | − | ai1
a11

a1i|

⩾
n∑

j=2,j ̸=i

|aij |+ |ai1| − | a1i
a11

ai1|

⩾
n∑

j=2,j ̸=i

|aij |+ |ai1|(1− | a1i
a11

|)

⩾
n∑

j=2,j ̸=i

|aij |+ |ai1|(
n∑

j=2,j ̸=i

|a1j
a11

|)

⩾
n∑

j=2,j ̸=i

(|aij |+ |ai1
a1j
a11

|)

⩾
n∑

j=2,j ̸=i

|aij −
ai1
a11

a1j |

由归纳假设，该矩阵的行列式不为 0，于是原矩阵的行列式也不为 0，故命
题对 n 也成立。
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进阶习题

习题 1. 计算下述 n(n ⩾ 3) 阶行列式：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 + b1 a1 + b2 · · · a1 + bn

a2 + b1 a2 + b2 · · · a2 + bn
...

...
. . .

...

an + b1 an + b2 · · · an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解：用第一行去减第 i(2 ⩽ i ⩽ n) 行，我们可以得到原式等于∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 + b1 a1 + b2 · · · a1 + bn

a2 − a1 a2 − a1 · · · a2 − a1
...

...
. . .

...

an − a1 an − a1 · · · an − a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
由 n ⩾ 3，至少有两行线性相关，故上式等于 0。

习题 2. 计算下述 n(n ⩾ 2) 阶 (“箭头型”) 行列式：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an

b2 1 0 · · · 0

b3 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

bn 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解：依次用第 i(2 ⩽ i ⩽ n) 列的 bi 倍去减第一列，我们可以得到原式等于∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 −
∑n

i=2 aibi a2 a3 · · · an

0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a1 −

n∑
i=2

aibi
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习题 3. 计算下述 n(n ⩾ 2) 阶行列式：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k λ · · · λ

λ k · · · λ
...

...
. . .

...

λ λ · · · k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解：依次将第 i(2 ⩽ i ⩽ n) 列加到第一列，我们可以得到原式等于∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k + (n− 1)λ λ λ · · · λ

k + (n− 1)λ k λ · · · λ
...

...
...

. . .
...

k + (n− 1)λ λ λ · · · k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=[k + (n− 1)λ]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 λ λ · · · λ

1 k λ · · · λ
...

...
...

. . .
...

1 λ λ · · · k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
再用第一行减下面各行，我们得到上式等于

[k + (n− 1)λ]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 λ λ · · · λ

0 k − λ 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · k − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= [k + (n− 1)λ](k − λ)n−1

习题 4. 设 ai(1 ⩽ i ⩽ n) 均非零，计算下述 n 阶行列式：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − a1 x2 · · · xn

x1 x2 − a2 · · · xn

...
...

. . .
...

x1 x2 · · · xn − an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解（转化成“箭头型”）：用第一行依次去减第 i(2 ⩽ i ⩽ n) 行，得到原式等
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于 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − a1 x2 x3 · · · xn

a1 −a2 0 · · · 0

a1 0 −a3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

a1 0 0 · · · −an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
再按照“箭头型”的计算方法，依次将第 i(2 ⩽ i ⩽ n) 列的 a1

ai
倍加到第一

列, 得到上式等于∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − a1 +
∑n

i=2
a1

ai
xi x2 x3 · · · xn

0 −a2 0 · · · 0

0 0 −a3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · −an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=(−1)n−1a2 · · · an(x1 − a1 +

n∑
i=2

a1
ai

xi)

=(−1)na1a2 · · · an(1−
n∑

i=1

xi

ai
)

解（加边法）：在原矩阵左边和上边再添加一行和一列，但不改变行列式的
值，我们可以得到原式等于∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2 · · · xn

0 x1 − a1 x2 · · · xn

0 x1 x2 − a2 · · · xn

...
...

...
. . .

...

0 x1 x2 · · · xn − an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
现在用第一行去减第 i(2 ⩽ i ⩽ n) 行，我们可以得到上式等于∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2 · · · xn

−1 −a1 0 · · · 0

−1 0 −a2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

−1 0 0 · · · −an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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再依次用第 i 列的 1
ai
倍去减第一列，可以得到原式等于∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1−
∑n

i=1
xi

ai
x1 x2 · · · xn

0 −a1 0 · · · 0

0 0 −a2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · −an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)na1a2 · · · an(1−

n∑
i=1

xi

ai
)

习题 5. 计算下述 n(n ⩾ 2) 阶行列式：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 + a11 x2
1 + a21x1 + a22 · · · xn−1

1 + a(n−1)1x
n−2
1 + . . .+ a(n−1)(n−1)

1 x2 + a11 x2
2 + a21x2 + a22 · · · xn−1

2 + a(n−1)1x
n−2
2 + . . .+ a(n−1)(n−1)

...
...

...
. . .

...

1 xn + a11 x2
n + a21xn + a22 · · · xn−1

n + a(n−1)1x
n−2
n + . . .+ a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解 (使用 Vandermonde 行列式)：对 2 ⩽ i ⩽ n，将第 i 列减去第一列的
aii 倍，可以得到原式等于：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 + a21x1 · · · xn−1

1 + a(n−1)1x
n−2
1 + . . .+ a(n−1)(n−2)x1

1 x2 x2
2 + a21x2 · · · xn−1

2 + a(n−1)1x
n−2
2 + . . .+ a(n−1)(n−2)x2

...
...

...
. . .

...

1 xn x2
n + a21xn · · · xn−1

n + a(n−1)1x
n−2
n + . . .+ a(n−1)(n−2)xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
我们将后面每个部分的多项式的常数项消去，再用第二列做类似的事情，可
以将后面每部分的一次项消去，以此类推，我们最终可以得到原式等于：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 · · · xn−1

1

1 x2 x2
2 · · · xn−1

2

...
...

...
. . .

...

1 xn x2
n · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
即 Vandermonde 行列式，它等于∏

1⩽j<i⩽n

(xi − xj)


