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第二次作业解答

第 1 题

设映射 f : R → R，x 7→ x2。

(i) 求 im(f)。
由于 x2 ≥ 0，且对于任意 y ≥ 0，存在 x =

√
y 使得 f(x) = y，因此：

im(f) = [0,+∞)

(ii) 设 g = f |[0,2]，即 g : [0, 2] → R，x 7→ x2。
求 im(g)：当 x ∈ [0, 2] 时，x2 ∈ [0, 4]，因此：

im(g) = [0, 4]

证明 g 是单射：设 x1, x2 ∈ [0, 2]，且 g(x1) = g(x2)，即 x2
1 = x2

2。也即

(x1 − x2)(x1 + x2) = 0

可得 x1 − x2 = 0 或 x1 + x2 = 0，若 x1 − x2 = 0，则 x1 = x2；

若 x1 + x2 = 0，由于 x1, x2 ≥ 0，我们有 0 ≤ x1 + x2 = 0，从而
x1 = x2 = 0，所以总是有 x1 = x2。故 g 是单射。

第 2 题

设 f : Z+ → Z+，f(n) = n+ 1；g : Z+ → Z+ 定义为：

g(n) =

n− 1 若n > 1

1 若n = 1

1
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(i) 证明 f 是单射：设 f(n1) = f(n2)，则 n1 + 1 = n2 + 1，故 n1 = n2，
因此 f 是单射。
证明 g 是满射：对任意 m ∈ Z+，我们有 m+1 > 1，则 g(m+1) = m，
因此 g 是满射。

(ii) 计算 f ◦ g(n) 和 g ◦ f(n)：

f ◦ g(n) = f(g(n)) =

f(n− 1) = n 若n > 1

f(1) = 2 若n = 1

g ◦ f(n) = g(f(n)) = g(n+ 1) = n (因为n+ 1 > 1)

第 3 题

设映射 f : X → Y，S, T ⊆ Y。

(i) 证明 f−1(S ∪ T ) = f−1(S) ∪ f−1(T )：

x ∈ f−1(S ∪ T ) ⇔ f(x) ∈ S ∪ T

⇔ f(x) ∈ S 或f(x) ∈ T

⇔ x ∈ f−1(S) 或x ∈ f−1(T )

⇔ x ∈ f−1(S) ∪ f−1(T )

(ii) 证明 f−1(S ∩ T ) = f−1(S) ∩ f−1(T )：

x ∈ f−1(S ∩ T ) ⇔ f(x) ∈ S ∩ T

⇔ f(x) ∈ S 且f(x) ∈ T

⇔ x ∈ f−1(S) 且x ∈ f−1(T )

⇔ x ∈ f−1(S) ∩ f−1(T )

第 4 题

设映射 f : X → Y，A,B ⊆ X。
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(i) 证明 f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B)：

y ∈ f(A ∪B) ⇔ ∃ x ∈ A ∪B, f(x) = y

⇔ ∃ x ∈ A, f(x) = y 或 ∃ x ∈ B, f(x) = y

⇔ y ∈ f(A) 或 y ∈ f(B)

⇔ y ∈ f(A) ∪ f(B)

(ii) 证明 f(A ∩B) ⊆ f(A) ∩ f(B)：

y ∈ f(A ∩B) ⇒ ∃ x ∈ A ∩B, f(x) = y

⇒ ∃ x ∈ X, 满足 x ∈ A, x ∈ B, 且 f(x) = y

⇒ y ∈ f(A) 且 y ∈ f(B)

⇒ y ∈ f(A) ∩ f(B)

(iii) 若 f 是单射，则 f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B)：
由 (ii) 知 f(A ∩B) ⊆ f(A) ∩ f(B)，现证反向包含：

y ∈ f(A) ∩ f(B) ⇒ y ∈ f(A) 且 y ∈ f(B)

⇒ ∃ x1 ∈ A, f(x1) = y 且 ∃ x2 ∈ B, f(x2) = y

⇒ f(x1) = f(x2) = y

由于 f 是单射，x1 = x2 ∈ A ∩B，故 y ∈ f(A ∩B)。

拓展内容

1. 映射的良定性

定义 1 (映射的良定性). 设 f : X → Y 是一个映射。我们称 f 是良定的，
如果它满足：

1. 存在性：对于每个 x ∈ X，都存在 y ∈ Y 使得 y = f(x)

2. 唯一性：对于每个 x ∈ X，如果 y1 = f(x) 且 y2 = f(x)，则 y1 = y2

当通过等价类定义映射时，良定性尤为重要。我们不加证明地陈述以下
事实：
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命题 1. 设 ∼ 是 X 上的等价关系，X/∼ 是商集。如果定义 f : X/∼ → Y

为 f([x]) = g(x)，其中 g : X → Y 是某个映射，则 f 是良定的当且仅当对
于任意 x1, x2 ∈ X，如果 x1 ∼ x2，则 g(x1) = g(x2)。

进阶习题 1 (良定性的验证). 设 Z 是整数集，定义关系 ∼ 为：a ∼ b 当且
仅当 a− b 是偶数。考虑映射：

f : Z/∼ → {0, 1}, f([n]) = n mod 2

(a) 验证 f 是良定的

(b) 证明 f 是双射

(c) 如果将 f 改为 f([n]) = n mod 3，它还是良定的吗？为什么？

注. 良定性是映射的必备条件，在未来当我们构造映射时都应注意并验证其
是否是良定的，特别是对等价类上定义的映射。

2. 映射分解定理

定理 1 (映射的标准分解). 任意映射 f : X → Y 都可以唯一地（在同构意
义下）分解为：

f = i ◦ f̄ ◦ p

其中：

• p : X → X/∼ 是商映射（自然投影），将每个元素映到其等价类，这
里等价关系定义为 x1 ∼ x2 ⇔ f(x1) = f(x2)

• f̄ : X/∼ → im(f) 是双射，定义为 f̄([x]) = f(x)

• i : im(f) → Y 是包含映射，即 i(y) = y 对于所有 y ∈ im(f)

并且有 p 是满射，f̄ 是双射，i 是单射。

证明. 分解已由上述构造给出，我们只证明唯一性：假设有另一个分解 f =

i′ ◦ f̄ ′ ◦ p′，其中：

• p′ : X → X ′ 是满射

• f̄ ′ : X ′ → im(f) 是双射
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• i′ : im(f) → Y 是单射

我们需要证明存在双射 φ : X/∼ → X ′ 使得下图交换：

X

X/∼ X ′

im(f) Y

p
p′

f̄
f̄ ′

i

i′

φ

定义 φ : X/∼ → X ′ 为 φ([x]) = p′(x)。我们需要验证 φ 是良定的：如
果 [x] = [y]，则 x ∼ y，所以 f(x) = f(y)。由分解 f = i′ ◦ f̄ ′ ◦ p′ 可得：

i′(f̄ ′(p′(x))) = f(x) = f(y) = i′(f̄ ′(p′(y)))

由于 i′ 是单射，f̄ ′(p′(x)) = f̄ ′(p′(y))，又因为 f̄ ′ 是单射，所以 p′(x) = p′(y)。
因此 φ 是良定的。
现在验证 φ 是双射：
单射性：如果 φ([x]) = φ([y])，则 p′(x) = p′(y)，所以 f̄ ′(p′(x)) =

f̄ ′(p′(y))，即 f(x) = f(y)，所以 x ∼ y，即 [x] = [y]。
满射性：对于任意 x′ ∈ X ′，由于 p′ 是满射，存在 x ∈ X 使得 p′(x) = x′，

那么 φ([x]) = p′(x) = x′。
最后验证交换性：

• p′ = φ ◦ p：对于任意 x ∈ X，(φ ◦ p)(x) = φ([x]) = p′(x)

• f̄ = f̄ ′ ◦ φ：对于任意 [x] ∈ X/∼，(f̄ ′ ◦ φ)([x]) = f̄ ′(p′(x)) = f(x) =

f̄([x])

• i = i′：由于两者都是 im(f) 到 Y 的包含映射，它们相等

因此分解在同构意义下是唯一的。

定理 2 (满射-单射分解). 任意映射 f : X → Y 都可以分解为 f = i ◦ s，其
中：
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• s : X → im(f) 是满射，定义为 s(x) = f(x)

• i : im(f) → Y 是单射，定义为 i(y) = y

这是上述标准分解的特例。

进阶习题 2 (映射分解的应用). 设 f : R → R 定义为 f(x) = x2。

(a) 写出 f 的标准分解 f = i ◦ f̄ ◦ p

(b) 明确描述分解中的每个映射：p, f̄ , i

(c) 验证 f̄ 是双射

(d) 写出 f 的满射-单射分解

进阶习题 3 (复合映射的分解). 设 f : X → Y 和 g : Y → Z 是映射：

(a) 如果 g ◦ f 是单射，证明 f 是单射

(b) 如果 g ◦ f 是满射，证明 g 是满射

(c) 举例说明 g ◦ f 是单射时 g 不一定是单射

(d) 举例说明 g ◦ f 是满射时 f 不一定是满射

(e) 若 g 是单射，f 是满射，由 f, g 的标准分解写出 g ◦ f 的标准分解。

证明. (a) 若 x1, x2 ∈ X 满足 f(x1) = f(x2)，那么 g(f(x1)) = g(f(x2))，
由 g ◦ f 是单射，我们有 x1 = x2。

(b) 对任意 z ∈ Z，由 g◦f 是满射，我们知道存在 x ∈ X，使得 g(f(x)) = z，
从而存在 y = f(x) ∈ Y，使得 g(y) = z，故 g 是满射。

(c) g : R → R 定义为 g(x) = x2，而 f : R+ → R 定义为 f(x) = x。

(d) 同上。

(e) 设 f = if ◦ f̄ ◦ pf 和 g = ig ◦ ḡ ◦ pg 分别是 f 和 g 的标准分解。则
g ◦ f = ig ◦ ḡ ◦ pg ◦ if ◦ f̄ ◦ pf。由前面的结论，我们知道 pg 是单射，if

是满射，又由标准分解知道 pg 是满射，if 是单射，从而均是双射，于
是 h = ḡ ◦ pg ◦ if ◦ f̄ 是双射，ig ◦ h ◦ pf 即为 g ◦ f 的标准分解。
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进阶习题 4 (幂集的映射分解). 设 A 是任意集合，P(A) 是其幂集（即 A

的所有子集构成的集合）。考虑特征函数：

χ : P(A) → {0, 1}A, B 7→ χ(B), χ(B)(a) =

1 如果a ∈ B

0 如果a /∈ B

(a) 证明 χ 是双射

(b) 写出 χ 的标准分解

(c) 设 A 是有限集，利用这个结果证明 |P(A)| = 2|A|

证明. (a) 证明 χ 是双射

我们需要证明 χ 既是单射又是满射。

单射性：假设 χ(B) = χ(C)，其中 B,C ⊆ A。那么对于任意 a ∈ A，
有 χ(B)(a) = χ(C)(a)。根据 χ 的定义，这等价于：

a ∈ B ⇔ a ∈ C

因此 B = C，所以 χ 是单射。

满射性：设 f ∈ {0, 1}A 是任意函数（即 f : A → {0, 1}）。定义集合
B = {a ∈ A | f(a) = 1}。那么对于任意 a ∈ A，有：

χ(B)(a) =

1 如果a ∈ B

0 如果a /∈ B
=

1 如果f(a) = 1

0 如果f(a) = 0
= f(a)

因此 χ(B) = f，所以 χ 是满射。

由于 χ 既是单射又是满射，它是双射。

(b) 写出 χ 的标准分解

根据映射的标准分解定理，任意映射 f : X → Y 可以分解为：

f = i ◦ f̄ ◦ p

其中：

• p : X → X/∼ 是商映射，其中等价关系 ∼ 定义为 x1 ∼ x2 ⇔
f(x1) = f(x2)
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• f̄ : X/∼ → im(f) 是双射，定义为 f̄([x]) = f(x)

• i : im(f) → Y 是包含映射，即 i(y) = y 对所有 y ∈ im(f)

对于 χ : P(A) → {0, 1}A，我们有：

• 等价关系：B ∼ C ⇔ χ(B) = χ(C)。由于 χ 是单射，这个等价关
系是平凡的，即 B ∼ C 当且仅当 B = C。因此，商集 P(A)/∼
与 P(A) 可以自然识别。

• 商映射 p : P(A) → P(A)/∼ 实际上是恒等映射的商集版本，将每
个子集 B 映射到其等价类 [B] = {B}。

• 由于 χ 是双射，im(χ) = {0, 1}A。

• 双射 χ̄ : P(A)/∼ → {0, 1}A 定义为 χ̄([B]) = χ(B)。由于 [B] =

{B}，这实际上就是 χ 本身。

• 包含映射 i : {0, 1}A → {0, 1}A 是恒等映射。

因此，χ 的标准分解为：
χ = i ◦ χ̄ ◦ p

其中：

• p : P(A) → P(A)/∼ 是” 几乎恒等” 的映射

• χ̄ : P(A)/∼ → {0, 1}A 是双射（实际上是 χ 本身）

• i : {0, 1}A → {0, 1}A 是恒等映射

由于 χ 已经是双射，其标准分解是” 平凡” 的，即分解中的每个映射
都是双射。

(c) 利用这个结果证明 |P(A)| = 2|A|

由于 χ : P(A) → {0, 1}A 是双射，我们有：

|P(A)| = |{0, 1}A|

而 {0, 1}A 是从 A 到 {0, 1} 的所有函数的集合。由 A 是有限集且记
|A| = n，那么：

|{0, 1}A| = 2n

因为对于 A 中的每个元素，函数值可以是 0 或 1，所以有 2n 种可能。
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因此：
|P(A)| = 2|A|

注. 即使 A 是无限集，这个等式仍然成立，并且可以作为无限集幂集势的
定义。特别地，对于任意集合 A，无论有限还是无限，我们都有：

|P(A)| = 2|A|

进阶习题 5 (商映射的泛性质). 设 f : X → Y 是映射，∼ 是 X 上的等价关
系。证明以下命题等价：

(a) 存在映射 f̄ : X/∼ → Y 使得 f = f̄ ◦ π，其中 π : X → X/∼ 是自然
投影

(b) 对于任意 x1, x2 ∈ X，如果 x1 ∼ x2，则 f(x1) = f(x2)

并且当这些条件满足时，f̄ 是唯一确定的。

证明. 我们证明 (a) 和 (b) 等价。
首先假设 (a)成立，即存在 f̄ : X/∼ → Y 使得 f = f̄ ◦π。设 x1, x2 ∈ X

且 x1 ∼ x2，则 π(x1) = π(x2)。于是 f(x1) = f̄(π(x1)) = f̄(π(x2)) = f(x2)。
因此 (b) 成立。
反之，假设 (b) 成立。我们定义 f̄ : X/∼ → Y 如下：对于任意等价

类 [x] ∈ X/∼，定义 f̄([x]) = f(x)。由于 (b) 成立，如果 [x] = [y]，则
x ∼ y，所以 f(x) = f(y)，因此 f̄ 是良定的。显然，对于任意 x ∈ X，有
f̄(π(x)) = f̄([x]) = f(x)，所以 f = f̄ ◦ π。因此 (a) 成立。

现在证明唯一性。假设有两个映射 f̄1, f̄2 : X/∼ → Y 都满足 f =

f̄1 ◦ π = f̄2 ◦ π。则对于任意 [x] ∈ X/∼，取代表元 x ∈ [x]，有 f̄1([x]) =

f(x) = f̄2([x])。所以 f̄1 = f̄2。因此 f̄ 是唯一确定的。


