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习题解答

习题 1. 设 R4 是标准欧式空间，子空间 U ⊂ R4 是线性方程组2x1 − x2 − x4 = 0,

x1 + x3 + x4 = 0

的解空间。计算 U⊥ 的一组单位正交基。

解. 方程组系数矩阵为

A =

(
2 −1 0 −1

1 0 1 1

)
.

在标准内积下，解空间 U 的正交补 U⊥ 就是系数矩阵的行空间。令

α1 = (2,−1, 0,−1), α2 = (1, 0, 1, 1).

对 α1, α2 施行 Gram–Schmidt 正交化：

β1 = α1 = (2,−1, 0,−1),

β2 = α2 −
(α2, β1)

(β1, β1)
β1 = (1, 0, 1, 1)− 1

6
(2,−1, 0,−1)

=

(
2

3
,
1

6
, 1,

7

6

)
=

1

6
(4, 1, 6, 7).

单位化：

‖β1‖ =
√
6, e1 =

β1
‖β1‖

=

(
2√
6
, − 1√

6
, 0, − 1√

6

)
;

‖β2‖ =

√
102

6
, e2 =

β2
‖β2‖

=

(
4√
102

,
1√
102

,
6√
102

,
7√
102

)
.

因此 U⊥ 的一组单位正交基为 e1, e2。

习题 2. 设 P 是 n 阶正交矩阵。证明：如果 P 是上三角的，则 P 是对角
的。

证明. 因为 P 是正交矩阵，所以 P−1 = PT。已知 P 是上三角矩阵，故 PT

是下三角矩阵。另一方面，可逆的上三角矩阵的逆矩阵仍为上三角矩阵，因
此 P−1 也是上三角矩阵。于是 PT = P−1 既是下三角矩阵又是上三角矩阵，
从而 PT 只能是对角矩阵。故 P 也是对角矩阵。
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习题 3. 欧拉旋转矩阵是

A = (aij) ∈M3(R),

其中

a11 = cosψ cosφ− cos θ sinφ sinψ,

a12 = cosψ sinφ+ cos θ cosφ sinψ,

a13 = sinψ sin θ,

a21 = − sinψ cosφ− cos θ sinφ cosψ,

a22 = − sinψ sinφ+ cos θ cosφ cosψ,

a23 = cosψ sin θ,

a31 = sin θ sinφ,

a32 = − sin θ cosφ,

a33 = cos θ.

设

D =


cosφ sinφ 0

− sinφ cosφ 0

0 0 1

 , C =


1 0 0

0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ

 , B =


cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1

 .

验证 A = BCD（至少验证三个系数），并证明 A 是正交矩阵。

解. 记 cφ = cosφ, sφ = sinφ, cθ = cos θ, sθ = sin θ, cψ = cosψ, sψ = sinψ。
先计算 CD：

CD =


1 0 0

0 cθ sθ

0 −sθ cθ



cφ sφ 0

−sφ cφ 0

0 0 1

 =


cφ sφ 0

−cθsφ cθcφ sθ

sθsφ −sθcφ cθ

 .
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再左乘 B 得 A = BCD：

A = B(CD) =


cψ sψ 0

−sψ cψ 0

0 0 1




cφ sφ 0

−cθsφ cθcφ sθ

sθsφ −sθcφ cθ



=


cψcφ − sψcθsφ cψsφ + sψcθcφ sψsθ

−sψcφ − cψcθsφ −sψsφ + cψcθcφ cψsθ

sθsφ −sθcφ cθ

 .

对比题目给出的 A 的各个元素：

a11 = cosψ cosφ− cos θ sinφ sinψ = cψcφ − sψcθsφ,

a12 = cosψ sinφ+ cos θ cosφ sinψ = cψsφ + sψcθcφ,

a13 = sinψ sin θ = sψsθ.

可见前三个系数完全吻合；其余元素也一一对应。因此 A = BCD 成立。
下证 A 是正交矩阵。直接计算可知

BTB =


cψ −sψ 0

sψ cψ 0

0 0 1



cψ sψ 0

−sψ cψ 0

0 0 1

 = I,

同理 CTC = I, DTD = I，故 B,C,D 都是正交矩阵。于是

ATA = (BCD)T(BCD) = DTCTBTBCD = I.

所以 A 是正交矩阵。

习题 4. 设 V 是 n 维欧式空间，n > 1，v 是 V 中的一个单位向量。设

A : V → V, x 7→ 2(x|v)v − x.

(i) 证明：A 是线性算子。

(ii) 证明：A 既是对称算子又是正交算子。

(iii) 计算 A 的所有特征子空间的维数。
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证明. (i) 线性性对任意 x, y ∈ V 及 λ, µ ∈ R，有

A(λx+ µy) = 2(λx+ µy | v)v − (λx+ µy)

= 2
(
λ(x|v) + µ(y|v)

)
v − λx− µy

= λ
(
2(x|v)v − x

)
+ µ

(
2(y|v)v − y

)
= λA(x) + µA(y).

故 A 是线性算子。

(ii) 对称性与正交性先证对称性：对任意 x, y ∈ V，

(Ax | y) =
(
2(x|v)v − x

∣∣ y) = 2(x|v)(v|y)− (x|y),

(x |Ay) =
(
x
∣∣ 2(y|v)v − y

)
= 2(y|v)(x|v)− (x|y).

二者相等，故 (Ax|y) = (x|Ay)，即 A 是对称算子。
再证正交性：对任意 x, y ∈ V，

(Ax |Ay) =
(
2(x|v)v − x

∣∣ 2(y|v)v − y
)

= 4(x|v)(y|v)(v|v)− 2(x|v)(v|y)− 2(y|v)(x|v) + (x|y)

= 4(x|v)(y|v)− 4(x|v)(y|v) + (x|y)

= (x|y).

因此 A 保持内积，即 A 是正交算子。

(iii) 特征子空间的维数计算 A 的特征值。由于 v 是单位向量，

A(v) = 2(v|v)v − v = 2v − v = v,

故 1 是特征值，v 是属于 1 的特征向量。若 u ⊥ v，则

A(u) = 2(u|v)v − u = −u,

故 −1 是特征值，且整个 v⊥ 中的非零向量都属于特征值 −1。由于 n > 1，
v⊥ 非零。
因为 V = 〈v〉 ⊕ v⊥，这两个子空间分别给出了特征值 1 和 −1 的特征

子空间，且再无其他特征值。于是

dimE1 = dim〈v〉 = 1, dimE−1 = dim v⊥ = n− 1.
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习题 5. 设

A =


a 1 0

0 b 1

0 0 c

 ∈M3(C).

列出 JA 的所有可能性。

解. 矩阵 A 的特征值为 a, b, c。根据它们是否相等，以及 A 的次对角线元
素恒为 1，A 的若尔当标准型 JA 有以下五种可能：

1. 若 a, b, c 两两互异，则 A 可对角化，JA = diag(a, b, c)。

2. 若 a = b 6= c，则特征值 a 的代数重数为 2，几何重数为 1，有一个 2

阶若尔当块，JA =


a 1 0

0 a 0

0 0 c

。

3. 若 a = c 6= b，同理特征值 a对应一个 2阶若尔当块，JA =


a 1 0

0 a 0

0 0 b

。

4. 若 b = c 6= a，特征值 b 对应一个 2 阶若尔当块，JA =


a 0 0

0 b 1

0 0 b

。

5. 若 a = b = c，则 A 本身就是一个 3 阶若尔当块，JA =


a 1 0

0 a 1

0 0 a

。
以上列举了 JA 的所有可能性。

进阶习题 1. 设 U 是 Rn 的一个子空间，证明：对 α ∈ Rn，α1 ∈ U 是 α 在
U 中的正交投影当且仅当对任意的 γ ∈ U，都有

‖α− α1‖ ⩽ ‖α− γ‖

证明. 1. 必要性
若 α1 是 α 在 U 上的正交投影，则 α− α1 ⊥ U，即对任意 γ ∈ U，

(α− α1|γ) = 0.
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对任意 γ ∈ U，记 v = α1 − γ ∈ U，则

‖α− γ‖2 = ‖(α− α1) + v‖2 = ‖α− α1‖2 + ‖v‖2 + 2(α− α1|v).

由于 v ∈ U，内积项为零，故

‖α− γ‖2 = ‖α− α1‖2 + ‖v‖2 ≥ ‖α− α1‖2,

因此 ‖α− α1‖ ≤ ‖α− γ‖。
2. 充分性
假设对任意 γ ∈ U 有 ‖α− α1‖ ≤ ‖α− γ‖。任取 u ∈ U，考虑函数

f(t) = ‖α− (α1 + tu)‖2, t ∈ R.

由假设，f(0) = ‖α− α1‖2 是 f(t) 的最小值。计算得

f(t) = ‖(α− α1)− tu‖2 = ‖α− α1‖2 − 2t(α− α1|u) + t2‖u‖2.

这是关于 t的二次函数，在 t = 0处取最小值，故导数 f ′(0) = −2(α−α1|u) =
0，从而

(α− α1|u) = 0.

由 u ∈ U 的任意性，得 α− α1 ⊥ U，即 α1 是 α 在 U 上的正交投影。
充分性另解：设 δ 是 α 在 U 上的正交投影。由上面证明的必要性，有

‖α− δ‖ ≤ ‖α−α1‖。已知 α1 也满足最小距离条件，故 ‖α−α1‖ ≤ ‖α− δ‖；
因此 ‖α− α1‖ = ‖α− δ‖。
由于 α1, δ ∈ U，故 α1 − δ ∈ U。由正交投影性质，α − δ ⊥ U，从而

(α− δ|α1 − δ) = 0。于是

‖α− α1‖2 = ‖(α− δ) + (δ − α1)‖2 = ‖α− δ‖2 + ‖δ − α1‖2.

代入 ‖α− α1‖ = ‖α− δ‖，得

‖α− δ‖2 = ‖α− δ‖2 + ‖δ − α1‖2,

因此 ‖δ − α1‖ = 0，即 δ = α1。故 α1 就是 α 在 U 上的正交投影。
综上，命题得证。

进阶习题 2. 设 A ∈Mn(R) 满足 A2 = E。

1. 证明 A 的特征值只能是 ±1；



7

2. 若再假设 A 正规，则证明 A 正交相似于对角矩阵 diag(Ir,−Is)。

证明. 1. 若 Av = λv，则 v = A2v = λ2v。

故 λ2 = 1，即 λ = ±1。

2. 正规矩阵的实正交标准型由二维旋转块 N(α, β) 与实标量块组成。若
存在二维块，则其特征值为 α± iβ，满足 (α+ iβ)2 = 1。

虚部给出 2αβ = 0。若 β 6= 0，则 α = 0，再由实部得 −β2 = 1，矛盾。
故不存在二维块。

因此所有块都是实标量块，而由第 1 问知只能是 ±1。

故 A ∼o diag(Ir,−Is)。

进阶习题 3. 不用标准型的方法，证明实对称矩阵的特征值都是实数。

证明. 设 A 为 n 阶实对称矩阵，即 AT = A，且 A 的元素均为实数。设
λ 是 A 的一个特征值，x 为对应的非零特征向量（可能为复向量），满足
Ax = λx。
考虑内积 (x|Ax) = x∗Ax，其中 x∗ 表示 x 的共轭转置。一方面，

x∗Ax = x∗(λx) = λx∗x = λ(x|x).

另一方面，利用 A 的对称性（AT = A）及实矩阵性质（A∗ = AT = A），有

x∗Ax = (Ax)∗x = (λx)∗x = λx∗x = λ(x|x).

因此，
λ(x|x) = λ(x|x).

由于 x 6= 0，故 (x|x) =
∑n

i=1 |xi|2 > 0，从而 λ = λ，即 λ 为实数。
这就证明了实对称矩阵的特征值都是实数。

进阶习题 4. 设 V 是 n 维欧氏空间，A ∈ L(V ) 为正规算子，

1. 证明 ker(A) = ker(A∗) ;

2. 证明对于任意实数 λ，A− λE 也正规;

3. 证明对于任意实数 λ，有 ker(A− λE) = ker(A− λE)2.
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证明. 1. 若 x ∈ ker(A)，则 Ax = 0。于是

‖A∗x‖2 = (A∗x|A∗x) = (AA∗x|x).

由于 A 正规，AA∗ = A∗A，故

‖A∗x‖2 = (A∗Ax|x) = (Ax|Ax) = 0.

从而 A∗x = 0，因此 ker(A) ⊆ ker(A∗)。

交换 A 与 A∗ 的角色可得 ker(A∗) ⊆ ker(A)。故

ker(A) = ker(A∗)

2. 设 A 在 V 的一组单位正交基下对应的矩阵为 A，令 B = A− λI，即
为 A− λE 在该组基下对应的矩阵，由于 A 是正规矩阵，而数量矩阵
与任意矩阵可交换，因此

BBt = (A− λI)(At − λI) = (At − λI)(A− λI) = BtB.

故 B 也是正规矩阵，于是 A− λE 正规。

3. 记 B = A − λE，现设 v ∈ ker(B2)，则 B2v = 0，即 B(Bv) = 0，
因此 Bv ∈ ker(B)。由上面两问的结论可知，ker(B) = ker(B∗)，故
Bv ∈ ker(B∗)，即 B∗(Bv) = 0。

于是
‖Bv‖2 = (Bv|Bv) = (v|B∗Bv) = (v|0) = 0.

故 Bv = 0，从而 v ∈ ker(B)。

因此
ker(B2) ⊆ ker(B).

另一方面显然有
ker(B) ⊆ ker(B2).

综上，
ker(B2) = ker(B).

命题得证。


