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第二次作业解答

习题 1. 设 f = x5 − 12x3 + 36x− 12 ∈ Q[x] . 判断 f 是不是不可约多项式.

解. 考虑素数 p = 3。多项式 f 的各项系数为：

a5 = 1, a4 = 0, a3 = −12, a2 = 0, a1 = 36, a0 = −12.

显然 p ∤ a5，且 p 整除所有其他系数 a4, a3, a2, a1, a0（因为 0 可被任何素数
整除，而 −12, 36 都是 3 的倍数）。同时 p2 = 9 不整除常数项 a0 = −12（因
为 9 ∤ 12）。由 Eisenstein 判别法，f 在 Q 上不可约。

习题 2. 设 f(x) ∈ R[x]\R且 f 没有实根. 利用微积分和代数知识给出 f(x)

恒正或恒负的两个不同的证明.

解. 证明一（微积分方法）：由于 f(x) 是多项式，其次数至少为 1。考虑极
限行为：

lim
x→+∞

f(x) = sgn(首项系数)·∞, lim
x→−∞

f(x) = sgn(首项系数)·(−1)deg f ·∞.

若 deg f 为奇数，则两端极限符号相反，由介值定理必存在实根（是连续函
数），与无实根矛盾，故 deg f 为偶数。此时两端极限同号，均为 +∞（若
首项系数为正）或 −∞（若首项系数为负）。不妨设 f 首项系数为正，则两
端极限均为 +∞，于是存在 N > 0，使得当 |x| ⩾ N 时，f(x) > 0。现在我
们说明当 |x| < N 时，f(x) > 0：否则，存在 |c| < N，使得 f(c) ⩽ 0，但
由 f(x) 无实根，f(c) ̸= 0，故 f(c) < 0，则由介值定理，存在 c < b < N，
使得 f(b) = 0，与 f(x) 无实根矛盾。因此 f(x) 恒正（首项系数正）或恒负
（首项系数负）。

证明二（代数方法）： f 是实系数多项式，无实根，故其所有复根均为
非实数的共轭对。设 f 的首项系数为 a ∈ R，则 f 可分解为

f(x) = a
m∏
i=1

(x− αi)(x− αi),

其中 αi ∈ C \ R。每个二次因子

(x− αi)(x− αi) = x2 − 2Re(αi)x+ |αi|2

的判别式 4(Re(αi)
2−|αi|2) = −4(Im(αi))

2 < 0，且二次项系数为 1 > 0，故
该二次式恒正。于是 f(x) = a · (正因子乘积)。因此 f(x) 的符号完全由 a
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决定：若 a > 0，则 f(x) > 0 对所有 x ∈ R 成立；若 a < 0，则 f(x) < 0

对所有 x ∈ R 成立。

习题 3. 设 F 是域. 验证: U ⊂ Mn(F ) 是不是子空间, 其中

(i) U = {A ∈ Mn(F ) | tr(A) = 0}，

(ii) U = {A ∈ Mn(F ) | det(A) = 0}，

(iii) U = {A ∈ Mn(F ) | AAt = O} 且 F = R。

解. (i) 零矩阵的迹为 0，故 0 ∈ U。对任意 A,B ∈ U，有 tr(A + B) =

trA + trB = 0，故 A + B ∈ U。对任意 c ∈ F，tr(cA) = c trA = 0，故
cA ∈ U。因此 U 是子空间。

(ii) 零矩阵的行列式为 0，故 0 ∈ U。但加法不封闭：取 n = 2，A =(
1 0

0 0

)
，B =

(
0 0

0 1

)
，则 detA = detB = 0，但 A+B = I，det I = 1 ̸= 0，

故 A+B /∈ U。因此 U 不是子空间。
(iii)当 F = R时，若 A ∈ U，则 AAt = O。考虑 (AAt)ii =

∑n
j=1 a

2
ij = 0，

故对每个 i, j 有 aij = 0，即 A = O。因此 U = {O}，它显然是子空间（平
凡子空间）。

习题 4. 设 F 是域, f, g ∈ Map(S, F ) . 证明: f 和 g 线性无关当且仅当存
在 x, y ∈ S 使得

det
(
f(x) g(x)

f(y) g(y)

)
̸= 0.

解. 必要性：假设 f, g线性无关。若对任意 x, y ∈ S 行列式均为零，则任意两
点处的向量 (f(x), g(x))与 (f(y), g(y))线性相关。取一个使得 (f(x0), g(x0)) ̸=
(0, 0)的点 x0（这样的点存在，否则 f = g = 0，线性相关）。则对任意 y ∈ S，
有 (f(y), g(y)) 与 (f(x0), g(x0)) 共线，即存在 λy ∈ F 使得 (f(y), g(y)) =

λy(f(x0), g(x0))。取非零向量 (α, β) ∈ F 2 满足 αf(x0)+βg(x0) = 0（即垂直
于 (f(x0), g(x0))），则对任意 y，αf(y)+ βg(y) = λy(αf(x0)+ βg(x0)) = 0，
故 αf + βg = 0，这与 f, g 线性无关矛盾。因此存在 x, y 使得行列式非零。

充分性：设存在 x, y 使行列式非零，即向量 (f(x), g(x)) 与 (f(y), g(y))

线性无关。若 f, g 线性相关，则存在不全为零的 α, β ∈ F 使得 αf +βg = 0，
从而对任意 z ∈ S 有 αf(z) + βg(z) = 0。特别地，αf(x) + βg(x) = 0 且
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αf(y) + βg(y) = 0，这意味着 (α, β) 同时与两个线性无关的向量正交，故
(α, β) = (0, 0)，矛盾。因此 f, g 线性无关。

习题 5. 设 V1, . . . , Vk 是线性空间 V 的子空间, 且 V1 + · · ·+ Vk 是直和. 证
明:

(i) 如果 vi ∈ Vi \ {0} , i = 1, . . . , k , 则 v1, . . . , vk 线性无关,

(ii) 如果 Si ⊂ Vi 是线性无关集, i = 1, . . . , k , 则 S1 ∪ · · · ∪ Sk 是线性无关
集.

解. (i) 设
∑k

i=1 aivi = 0，其中 ai ∈ F。由于 aivi ∈ Vi，而和是直和，故零
向量的表示唯一，从而每个 aivi = 0。又 vi ̸= 0，所以 ai = 0 对每个 i 成
立。因此 v1, . . . , vk 线性无关。

(ii) 任取 S = S1 ∪ · · · ∪ Sk 中的有限个向量，设它们为 u1, . . . , um，并
设每个 uj 属于某个 Vij。将属于同一个 Vi 的向量合并：令 wi 为所有来
自 Vi 的向量的线性组合（系数取自对应的 uj 的系数），则 wi ∈ Vi，且∑k

i=1 wi = 0。由直和性质，每个 wi = 0。而 wi 是 Si 中向量的线性组合，
且 Si 线性无关，故这些系数全为零。因此所有 uj 的系数均为零，即 S 线
性无关。

唯一分解整环

定义 1 (理想). 设 R 是一个环。

• R 的一个非空子集 I 称为 R 的一个左理想，如果：

1. 对任意 a, b ∈ I，有 a− b ∈ I；

2. 对任意 r ∈ R，a ∈ I，有 ra ∈ I。

若将条件 2 改为 ar ∈ I，则称为右理想。若 I 同时是左理想和右理
想，则称 I 为双边理想，简称为理想。在交换环中，左右理想没有区
别，统称为理想。

• 设 S ⊆ R，则包含 S 的最小理想称为由 S 生成的理想，记作 (S)。当
S = {a1, . . . , an} 时，记作 (a1, . . . , an)。特别地，由一个元素生成的
理想 (a) = {ra | r ∈ R} 称为主理想。
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定义 2. 设 R 是一个整环（交换、含幺、无零因子）。

• 单位：元素 u ∈ R 称为单位，若存在 v ∈ R 使得 uv = 1。全体单位构
成乘法群 U(R)。

• 相伴：若 a = ub 对某个单位 u 成立，则称 a 与 b 相伴，记作 a ∼ b。

• 不可约元：非零非单位的元素 p ∈ R 称为不可约元，若 p = ab 蕴含 a

或 b 是单位。

• 素元：非零非单位的元素 p ∈ R称为素元，若 p | ab蕴含 p | a或 p | b。

注. 在整数环 Z 中，不可约元就是通常的素数（及其相反数），而素元也是
素数。两者是一致的。但在一般整环中，二者不一定等价。

定义 3 (唯一分解整环). 设 R 是一个整环。

• 称 R 为唯一分解整环（Unique Factorization Domain, UFD），如果满
足：

1. 每个非零非单位的元素 a ∈ R 都可以写成有限个不可约元的乘积
a = p1p2 · · · pn；

2. 若有两种分解 a = p1 · · · pn = q1 · · · qm（其中 pi, qj 均为不可约
元），则 n = m 且存在一个置换 σ 使得 pi 与 qσ(i) 相伴（即相差
一个单位）。

定理 1. 在整环 R 中，每个素元都是不可约元。

证明. 设 p 是素元，且 p = ab。则 p | ab，由素元定义知 p | a 或 p | b。不妨
设 p | a，则 a = pc 对某个 c ∈ R。代入 p = ab 得 p = pcb，由于 p ̸= 0 且
R 为整环，消去 p 得 1 = cb，故 b 是单位。同理若 p | b 则 a 为单位。因此
p 不可约。

注. 逆命题一般不成立。存在整环中的不可约元不是素元，例如在环 R =

Z[
√
−5]中，考虑元素 2。可以验证 2是不可约元，但 2 | (1+

√
−5)(1−

√
−5) =

6，而 2 不整除 1 +
√
−5 也不整除 1−

√
−5，故 2 不是素元。

定理 2. 在唯一分解整环（UFD）中，不可约元与素元等价。
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证明. 我们只需证明 UFD 中的不可约元一定是素元。设 p 是唯一分解整环
R 中的不可约元，且 p | ab，即存在 d ∈ R 使得 ab = pd。我们需要证明
p | a 或 p | b。
考虑 a, b, d 的不可约因子分解。由于 R 是 UFD，每个非零非单位元都

有唯一的不可约因子分解（在相伴意义下）。- 若 a 或 b 是单位，则结论显
然成立（例如若 a 是单位，则 p | ab 意味着 p | b）。- 若 a 或 b 是零，结论
也显然成立。
下设 a, b 均为非零非单位元。设

a = p1p2 · · · pm, b = q1q2 · · · qn, d = r1r2 · · · rk

其中 pi, qj , rt 均为不可约元。则

ab = (p1 · · · pm)(q1 · · · qn) = p · (r1 · · · rk).

现在，p 本身也是不可约元。由 UFD 中因子分解的唯一性，p 必须与
某个 pi 或某个 qj 相伴（因为等式左边和右边的不可约因子在相伴意义下必
须一一对应）。若 p 与某个 pi 相伴，则 p | a。若 p 与某个 qj 相伴，则 p | b。

因此 p | a 或 p | b，即 p 是素元。

定义 4 (主理想整环). 整环 R 称为主理想整环（Principal Ideal Domain,
PID），如果 R 的每个理想都是主理想，即对 R 的任意理想 I，存在 a ∈ R

使得 I = (a) = {ra | r ∈ R}，我们称这样的理想为主理想。

例子 1. 常见的主理想整环：

• 整数环 Z：任何理想都是某个非负整数生成的主理想。

• 域上的一元多项式环 F [x]：由于 F [x] 是欧式环（见后），故是主理想
整环。

• 高斯整数环 Z[i] 也是主理想整环（实为欧式环）。

• 非主理想整环的例子：Z[x] 不是主理想整环，因为理想 (2, x) 不是主
理想。

定理 3. 主理想整环是唯一分解整环。

证明. 我们需要证明两件事：



6

1. 存在性：每个非零非单位元都可以写成有限个不可约元的乘积。

2. 唯一性：如果两种分解 p1 · · · pm = q1 · · · qn（pi, qj 不可约），则 m = n

且适当重排后 pi 与 qi 相伴。

引理 1（真因子链有限）：设 R 是 PID。若 a1, a2, a3, . . . 是 R 中的非零非单
位元序列，且每个 ai+1 是 ai 的真因子（即 ai = ai+1bi+1 且 bi+1 非单位），
则序列必然有限。

引理 1 的证明. 由 ai+1 | ai 且 ai+1 不是 ai 的相伴元，可得主理想链：

(a1) ⫋ (a2) ⫋ (a3) ⫋ · · ·

考虑这些理想的并集 I =
∪∞

i=1(ai)。易证 I 是 R 的理想。由于 R 是 PID，
存在 b ∈ R 使得 I = (b)。则 b 属于某个 (ak)，从而 (b) ⊆ (ak)。但另一方
面，I = (b) 包含所有 (ai)，故 (ak) ⊆ (b)。因此 (ak) = (b) = I。这意味着
对于所有 i ≥ k，有 (ai) = (ak)，从而链在 k 项后稳定。这与真包含关系矛
盾。因此序列必须有限。

为了下面两个引理，我们补充两个定义：称 R 中的理想 I 是极大理想，
如果 I ⊊ R 且对任意真理想 J 满足 R ⊋ J ⊇ I，都有 I = J；称 R 中的理
想 p 是素理想，如果对任意 x, y ∈ R，只要 xy ∈ p，就有 x ∈ p 或者 y ∈ p。
引理 2（不可约元生成极大理想）：设 R 是 PID，p ∈ R 是不可约元，则 (p)

是极大理想。

引理 2 的证明. 设 (p) ⊆ I ⊆ R，I 是理想。由于 R 是 PID，存在 a ∈ R 使
得 I = (a)。则 p ∈ (a)，故 p = ab 对某个 b ∈ R。由 p 不可约知 a 或 b 是
单位。若 a 是单位，则 I = R。若 b 是单位，则 a ∼ p，从而 (a) = (p)。因
此 (p) 极大。

引理 3（极大理想是素理想）：在任意交换环中，极大理想都是素理想。

引理 3 的证明. 设 M 是极大理想，ab ∈ M 但 a /∈ M。考虑理想 M + (a)。
由于 a /∈ M，M+(a)真包含M，由极大性得M+(a) = R。则存在 m ∈ M，
r ∈ R 使得 m+ ra = 1。乘以 b 得 mb+ rab = b。由于 mb ∈ M，rab ∈ M

（因 ab ∈ M），故 b ∈ M。因此 M 是素理想。
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由引理 2 和引理 3 立即得到：在 PID 中，不可约元生成的理想是素理
想，从而不可约元是素元。
存在性：设 a ∈ R 是非零非单位元。若 a 本身是不可约元，则分解已经存
在。否则 a 可分解为 a = a1b1，其中 a1, b1 均非单位。若 a1, b1 都是不可约
元，则得到分解。否则继续分解其中可约的因子。若此过程无限进行，则会
产生一个无限的真因子链，与引理 1 矛盾。因此有限步后所有因子都成为
不可约元，从而得到 a 的不可约因子分解。
唯一性：假设 a 有两种不可约因子分解：

a = p1p2 · · · pm = q1q2 · · · qn

其中 pi, qj 均为不可约元。我们对 m 使用数学归纳法。
当 m = 1 时，a = p1 是不可约元。此时 p1 = q1 · · · qn。若 n > 1，则 p1

被分解为多个非单位元的乘积，这与 p1 不可约矛盾。故 n = 1，且 p1 = q1，
唯一性成立。
假设结论对分解长度小于 m 的情形成立，考虑 m ≥ 2 的情形。由

p1p2 · · · pm = q1q2 · · · qn 知 p1 | q1 · · · qn。由于在 PID 中不可约元就是素元，
p1 是素元。因此 p1 整除某个 qj。重排下标可设 p1 | q1。由于 q1 是不可约
元，p1 与 q1 相伴，即存在单位 u 使得 q1 = up1。代入原等式：

p1p2 · · · pm = (up1)q2 · · · qn

消去 p1（整环中可消去非零元）得：

p2 · · · pm = uq2 · · · qn

右边 u 是单位，因此 uq2 · · · qn 仍是一组不可约元的分解（乘以单位不改变
不可约性）。于是 p2 · · · pm 有两种分解，长度分别为 m− 1和 n− 1。由归纳
假设，m−1 = n−1，即 m = n，且适当重排后 p2, . . . , pm 分别与 q2, . . . , qm

相伴。加上已证明的 p1 与 q1 相伴，唯一性得证。
综合存在性与唯一性，我们完成了 PID 是 UFD 的证明。

定义 5 (欧氏整环). 整环 R 称为欧氏整环（Euclidean Domain, ED），如果
存在一个函数 φ : R \ {0} → N（称为欧式函数）满足：

1. 对任意 a, b ∈ R，b ̸= 0，存在 q, r ∈ R 使得

a = bq + r,

且要么 r = 0，要么 φ(r) < φ(b)。
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2. 对任意非零 a, b ∈ R，有 φ(a) ≤ φ(ab)。（有时条件 2 可省略，因为可
以从带余除法推导出适当形式，但通常为了定义的一致性，我们保留
它。）

例子 2. 常见的欧氏整环：

• 整数环 Z：取 φ(n) = |n|。

• 域上的一元多项式环 F [x]：取 φ(f) = deg f，并约定 φ(0) 无定义或
另作处理。

• 高斯整数环 Z[i]：取 φ(a+ bi) = a2 + b2。

• 域本身是平凡的欧氏整环（所有非零元均为单位，可取常值函数）。

定理 4. 每个欧氏整环 R 都是主理想整环，从而是唯一分解整环。

证明. 设 I 是 R 的非零理想。选取 b ∈ I \ {0} 使得 φ(b) 最小（在欧式函
数值中）。对任意 a ∈ I，由带余除法，存在 q, r ∈ R 使得 a = bq + r，且
r = 0 或 φ(r) < φ(b)。由于 a, b ∈ I，有 r = a − bq ∈ I。若 r ̸= 0，则
φ(r) < φ(b) 与 b 的极小性矛盾。故 r = 0，从而 a = bq ∈ (b)。因此 I = (b)

是主理想。


