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第四次作业解答

习题 1. 设 Z3 的标准基是 e1, e2, e3，

v1 = e1 + e2, v2 = e2 and v3 = e1 + e2 + e3.

(i)验证: v1, v2, v3 是 Z3
3 的一组基. (ii)设 v = (2, 2, 1)t . 计算 v在 v1, v2, v3

下的坐标. (iii) 证明: v ∈ 〈v1, v3〉 . 把 v 看作 〈v1, v3〉 中的元素. 求它在
v1, v3 下的坐标.

解. (i) 将向量按列排成矩阵：

A =


1 0 1

1 1 1

0 0 1

 .

计算行列式（在 Z3 中）：

detA = 1 ·

∣∣∣∣∣1 1

0 1

∣∣∣∣∣− 0 + 1 ·

∣∣∣∣∣1 1

0 0

∣∣∣∣∣ = 1 · 1 + 0 = 1 6= 0.

故向量组线性无关，且维数为 3，构成一组基。
(ii) 设 v = x1v1 + x2v2 + x3v3，即

x1 + x3 = 2,

x1 + x2 + x3 = 2,

x3 = 1.

代入 x3 = 1 得 x1 + 1 = 2 ⇒ x1 = 1，再由 x1 + x2 + 1 = 2 ⇒ 1 + x2 + 1 =

2 ⇒ x2 = 0。故坐标为 (1, 0, 1)t。
(iii) 由 (ii) 知 v = 1 · v1 + 0 · v2 + 1 · v3 = v1 + v3，故 v 在 v1, v3 张成

的子空间中，且坐标为 (1, 1)t。

习题 2. 设 V 是域 F 上的 n维线性空间, U 是 V 的子空间, d = dim(U) > 0

且 0 < d < n . 证明: 存在 f1, . . . , fn−d ∈ V ∗ 使得 U = ker(f1) ∩ · · · ∩
ker(fn−d) .

证明. 取 U 的一组基 α1, . . . , αd，扩充为 V 的一组基 α1, . . . , αd, αd+1, . . . , αn。
设其对偶基为 g1, . . . , gn，即

gi(αj) = δij 对任意的i, j = 1, 2, . . . , n.
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则对于 i = 1, . . . , n − d，令 fi = gd+i，则 fi 在 α1, . . . , αd 上为 0，且
fi(αd+j) = δij。于是

ker fi = 〈α1, . . . , αd, αd+1, . . . , αd+i−1, αd+i+1, . . . , αn〉.

那么在基 α1, . . . , αn 下的向量 v = (v1, . . . , vn) ∈ ker fi 当且仅当 vd+i = 0。
v = (v1, . . . , vn) 属于所有 ker fi 当且仅当每个 αd+i 为零（因为每个 fi 恰
好提取 αd+i 的坐标），从而它只能是 α1, . . . , αd 的线性组合。于是

n−d⋂
i=1

ker fi = 〈α1, . . . , αd〉 = U.

习题 3. 设 f, g ∈ V ∗ . 定义 ϕ(v, w) = f(v)g(w). (i) 验证 ϕ 是 V 上的双线
性型. (ii) 证明: rank(ϕ) ≤ 1 .

解. (i) 对任意 v1, v2, w ∈ V，λ ∈ F，有

ϕ(v1 + v2, w) =f(v1 + v2)g(w)

=(f(v1) + f(v2))g(w)

=f(v1)g(w) + f(v2)g(w)

=ϕ(v1, w) + ϕ(v2, w)

ϕ(λv,w) =f(λv)g(w) = λf(v)g(w) = λϕ(v, w)

同理关于第二个变量也是线性的，故 ϕ 是双线性型。
(ii) 取 V 的一组基为 e1, . . . , en，设 f 在该基下的坐标向量为 α =

(a1, . . . , an)，g 的坐标向量为 β = (b1, . . . , bn)，即 f(ei) = ai，g(ei) = bi。
则 ϕ 在基下的矩阵 M 满足 Mij = ϕ(ei, ej) = aibj，即 M = αβt。这是一个
秩不超过 1 的矩阵，故 rank(ϕ) ≤ 1。

习题 4. 设 Q3 上的双线性型由

f(x, y) = 2x2y2 + 2x3y3 + x1y2 + x2y1 + x1y3 + x3y1 + 2x2y3 + 2x3y2

给出, 其中 x = (x1, x2, x3)
t 和 y = (y1, y2, y3)

t . (i) 计算 f 在标准基
e1, e2, e3 下的矩阵并求 rank(f) . (ii) 说明 f 是对称双线性型.
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解. (i) 记 f(x, y) =
∑

i,j aijxiyj，则 aij 为 yj 的系数。逐项分析：

2x2y2 ⇒ a22 = 2,

2x3y3 ⇒ a33 = 2,

x1y2 ⇒ a12 = 1,

x2y1 ⇒ a21 = 1,

x1y3 ⇒ a13 = 1,

x3y1 ⇒ a31 = 1,

2x2y3 ⇒ a23 = 2,

2x3y2 ⇒ a32 = 2.

其余 aij = 0。故矩阵为

A =


0 1 1

1 2 2

1 2 2

 .

计算行列式：detA = 0 · (2 · 2− 2 · 2)− 1 · (1 · 2− 2 · 1) + 1 · (1 · 2− 2 · 1) =
0− 1 · (2− 2) + 1 · (2− 2) = 0，故秩小于 3。观察第二、三行成比例，实际
上第二行等于第三行，且第一行与它们线性无关（因为第一行不是它们的倍
数），故 rank(A) = 2。

(ii) 显然 A 是对称矩阵，故 f(x, y) = xtAy 是对称双线性型。

习题 5. 设 A =

(
1 2

2 1

)
∈ M2(R) . 计算 P ∈ GL2(R) 和对角矩阵 D 使得

P tAP = D .

解. 方法一：设 f 是 R2 上的对称双线性型，在标准基 e1, e2 下的矩阵为 A，
即

f(x, y) = x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + x2y2.

我们按以下步骤寻找一组基使得 f 的矩阵为对角形。

步骤 1. 选取 ϵ1 使得 f(ϵ1, ϵ1) 6= 0。取 ϵ1 = e1，则

f(ϵ1, ϵ1) = f(e1, e1) = 1 6= 0.
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步骤 2. 确定子空间 W = {x ∈ R2 | f(x, ϵ1) = 0}。计算

f(x, ϵ1) = (x1, x2)A

(
1

0

)
= x1 + 2x2.

方程 x1 + 2x2 = 0 的解空间为

W =

{(
−2t

t

)
| t ∈ R

}
,

取一组基 w1 =

(
−2

1

)
。

步骤 3. 考虑限制 g = f |W×W。计算

g(w1,w1) = f(w1,w1) = (−2)2+2·(−2)·1+2·1·(−2)+12 = 4−4−4+1 = −3 6= 0.

于是 g 在 W 的基 w1 下的矩阵就是 (−3)，已经是对角形。

步骤 4. 令 ϵ2 = w1，则 ϵ1, ϵ2 构成 R2 的一组基。由构造知

f(ϵ1, ϵ2) = f(ϵ1,w1) = 0, f(ϵ2, ϵ1) = 0,

且
f(ϵ1, ϵ1) = 1, f(ϵ2, ϵ2) = −3.

因此，f 在基 ϵ1, ϵ2 下的矩阵为 diag(1,−3)。

步骤 5. 求从标准基到 ϵ1, ϵ2 的过渡矩阵。由

ϵ1 = e1, ϵ2 = −2e1 + e2,

得

(ϵ1, ϵ2) = (e1, e2)
(
1 −2

0 1

)
.

取 P =

(
1 −2

0 1

)
，则

P tAP =

(
1 0

−2 1

)(
1 2

2 1

)(
1 −2

0 1

)
=

(
1 0

0 −3

)
= D.
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故所求矩阵为 P =

(
1 −2

0 1

)
，D = diag(1,−3)。

方法二：取二次型 Q(x1, x2) = x2
1 + 4x1x2 + x2

2。配方法：

x2
1 + 4x1x2 + x2

2 = (x1 + 2x2)
2 − 3x2

2.

令 y1 = x1 + 2x2，y2 = x2，则 x1 = y1 − 2y2，x2 = y2，即(
x1

x2

)
=

(
1 −2

0 1

)(
y1

y2

)
.

取 P =

(
1 −2

0 1

)
，计算：

P tAP =

(
1 0

−2 1

)(
1 2

2 1

)(
1 −2

0 1

)
.

先计算中间乘右边： (
1 2

2 1

)(
1 −2

0 1

)
=

(
1 0

2 −3

)
.

再左乘： (
1 0

−2 1

)(
1 0

2 −3

)
=

(
1 0

0 −3

)
.

故 D =

(
1 0

0 −3

)
，且 P 可逆。

习题 6. 设 n > 1 且 F 为域，Fn 上的两个子空间是

U1 ={(x1, . . . , xn)
t | x1 + · · ·+ xn = 0},

U2 ={(x1, . . . , xn)
t | x1 = · · · = xn}.

(i) 计算 dim(U1) 和 dim(U2) . (ii) 证明: 当 F 的特征不等于 n 时,
U1 + U2 是直和.

解. (i) U1 是 Fn 中一个非零线性方程的解空间，故 dimU1 = n− 1。U2 由
所有分量相等的向量构成，即 {(c, c, . . . , c)t | c ∈ F}，故 dimU2 = 1。

(ii) 只需证明 U1 ∩U2 = {0}。设 v = (c, c, . . . , c)t ∈ U2，若 v ∈ U1，则
nc = 0。当特征不等于 n 时，n 6= 0 在 F 中，故 c = 0，从而 v = 0。因此
交为零，且 U1 +U2 是直和（实际上 dim(U1 +U2) = dimU1 + dimU2 = n，
故 U1 ⊕ U2 = Fn）。



6

商空间

本节中，V 是域 F 上的线性空间，U 是 V 的一个子空间。我们想将 U

“压缩成零”，从而构造一个新的线性空间 V /U，称为 V 关于 U 的商空间。

陪集与商集

在 V 上定义关系 ∼：对 x, y ∈ V，

x ∼ y ⇐⇒ x − y ∈ U.

容易验证 ∼ 是等价关系（自反、对称、传递）。x 所在的等价类记为

[x] = x + U = {x + u | u ∈ U},

称为 x 关于 U 的陪集。所有陪集组成的集合记为

V /U = {x + U | x ∈ V }.

V /U 称为 V 关于 U 的商集。

例子 1. 取 V = R2，U = {(t, 0) | t ∈ R}（x 轴）。则

(x1, x2) + U = {(x1 + t, x2) | t ∈ R}.

每个陪集是一条水平直线（纵坐标为 x2）。商集 V /U 就是所有水平直线的
集合，与 R 一一对应。

商空间的线性结构

在 V /U 上定义加法和数乘：

(x + U) + (y + U) = (x + y) + U, λ(x + U) = (λx) + U, λ ∈ F.

需要验证定义是良定的（与代表元选取无关）。例如，若 x+U = x′ +U，则
x − x′ ∈ U，那么

(x + y)− (x′ + y) = x − x′ ∈ U,

所以 (x + y) + U = (x′ + y) + U，加法良定。数乘类似。
可以验证 V /U 在这些运算下构成 F 上的线性空间，零元为 0+U = U。

我们称 V /U 是 V 对于 U 的商空间。
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维数公式

商空间 V /U 的维数可以由 V 和 U 的维数确定，我们有如下的维数公
式：

定理 1. 设 dimV = n，dimU = d。则 dim(V /U) = n− d。

证明. 取 U 的一组基 u1, . . . , ud，扩充为 V 的一组基 u1, . . . , ud, vd+1, . . . , vn。
我们证明 vd+1 + U, . . . , vn + U 是 V /U 的一组基。

首先，对任意 x ∈ V，可写 x =
∑d

i=1 aiui +
∑n

j=d+1 bjvj，则

x + U =
n∑

j=d+1

bj(vj + U),

所以这些陪集张成 V /U。
其次，设

∑n
j=d+1 cj(vj +U) = 0 + U，即

∑n
j=d+1 cjvj ∈ U。于是存在

c1, . . . , cd 使
∑n

j=d+1 cjvj =
∑d

i=1 ciui，移项得
∑d

i=1 ciui−
∑n

j=d+1 cjvj = 0。
由 ui, vj 线性无关得所有系数为零，特别地 cd+1 = · · · = cn = 0。因此
vd+1 + U, . . . , vn + U 线性无关。故它们是基，维数为 n− d。

定义 1. 映射 π : V → V /U，π(x) = x + U 是线性满射，称为典范映射。

显然 kerπ = U。

定理 2 (同态基本定理). 设 V 和 W 是域 F 上的线性空间，T : V → W 是
线性映射。则存在唯一的线性映射 T̃ : V / kerT → imT 使得 T = T̃ ◦π，其
中 π : V → V / kerT 是典范映射。而且 T̃ 是线性同构。即

V / kerT ∼= imT.

特别地，如果 T 是满射，则 V / kerT ∼= W。

证明. 记 U = kerT。定义 T̃ : V /U → imT 为

T̃ (v + U) = T (v), ∀v ∈ V.

首先验证 T̃ 是良定义的：若 v + U = v′ + U，则 v − v′ ∈ U = kerT，故
T (v − v′) = 0，即 T (v) = T (v′)。因此 T̃ 的值不依赖于代表元的选择。
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线性性：对任意 v,w ∈ V，λ ∈ F，

T̃ ((v + U) + (w + U)) =T̃ ((v + w) + U)

=T (v + w)

=T (v) + T (w)

=T̃ (v + U) + T̃ (w + U)

T̃ (λ(v + U)) = T̃ (λv + U) =T (λv) = λT (v) = λT̃ (v + U).

所以 T̃ 是线性映射。
满射性：对任意 w ∈ imT，存在 v ∈ V 使 T (v) = w，则 T̃ (v+U) = w。
单射性：设 T̃ (v + U) = 0，即 T (v) = 0，故 v ∈ kerT = U，从而

v + U = 0 + U。因此 ker T̃ = {0}，T̃ 是单射。
综上，T̃ 是线性同构，即 V / kerT ∼= imT。

与补子空间的关系

设 V 是域 F 上的线性空间，U 是 V 的子空间。如果存在 V 的子空间
W 使得

V = U ⊕W,

即 V = U + W 且 U ∩ W = {0}，则称 W 是 U 在 V 中的一个补子空间
（或补空间）。

换言之，每个向量 v ∈ V 可以唯一地写成 v = u + w，其中 u ∈ U，
w ∈ W。

定理 3. 域 F 上线性空间 V 的任意子空间 W 都有补空间。

证明. 考虑商空间 V /W 的一组基 Ŝ = {αi +W | αi ∈ V, i ∈ I}，其中 I 是
指标集，则 S = {αi | i ∈ I} 是 V 中线性无关的向量集，取 U 为 S 生成的
子空间，即

U = {
r∑

j=1

kjαij | αij ∈ S, kj ∈ F, j = 1, 2, . . . , r; r ∈ N∗}

于是 S 是 U 的一组基，我们来证明 U 就是 W 在 V 中的补空间。
任取 α ∈ V，由于 Ŝ 是 V /W 的一组基，因此存在 lj ∈ F，使得

α+W =
t∑

j=1

lj(αij +W ) = (
t∑

j=1

ljαij ) +W
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从而 α −
∑t

j=1 ljαij ∈ W。记 γ =
∑t

j=1 ljαij，则 γ ∈ U，且 α − γ ∈ W。
于是存在 δ ∈ W，使得 α− γ = δ，即 α = γ + δ，因此 V = U +W。
现任取 β ∈ W ∩U，由于 β ∈ U，因此 β =

∑r
j=1 kjαij。又由于 β ∈ W，

因此

W = β +W =
r∑

j=1

kjαij +W =
r∑

j=1

kj(αij +W )

又 Ŝ 线性无关，故 kj = 0(j = 1, 2, . . . , r)，进而 β = 0，即 W ∩U = 0。

例子 2. 取 V = R3，U = {(x, y, 0) | x, y ∈ R}（xy平面）。则W1 = {(0, 0, z) |
z ∈ R}（z 轴）是 U 的一个补子空间。此外，W2 = {(t, t, t) | t ∈ R}（直线
x = y = z）也是 U 的一个补子空间。补子空间一般不唯一。

定理 4. 若 U 是 W 的一个补子空间，即 V = U ⊕W，则映射 U → V /W，
u 7→ u +W 是同构。

证明. 令 σ : U → V /W，定义为 σ(γ) = γ +W，对任意的 γ ∈ U，则其是
线性映射，我们验证它是双射：
设 η ∈ U，使得 γ +W = η +W，则 γ − η ∈ W。又 γ − η ∈ U，只能

有 γ − η ∈ W ∩ U。由于 U +W 是直和，U ∩W = 0。于是 γ − η = 0，即
γ = η。则 σ 是单射。
任给 α +W ∈ V /W，由于 V = U +W，存在 γ ∈ U，δ ∈ W，使得

α = γ + δ，则

σ(γ) = γ +W = (α− δ) +W = α+W

因此 σ 是满射。
综上，σ 是双射，进而是同构。

因此商空间 V /U 与 U 的任意补子空间同构，这表明商空间的定义不
依赖于补的选取。

例子 3. V = R3，U = {(x, y, 0) | x, y ∈ R}（xy 平面）。取补 W = {(0, 0, z) |
z ∈ R}（z 轴）。则 V /U 与 W 同构，维数为 1。陪集 (x, y, z) + U 对应 z

轴上的点 (0, 0, z)。
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应用举例

商空间常用于构造例子和简化问题。例如，在求解线性方程组时，解空
间是 kerA，而特解加上齐次解对应商空间中的元素。商空间也是研究不变
子空间、Jordan 标准形等高级话题的基础。

进阶习题 1. 设 V = Fn，U = {(x1, . . . , xn) | x1 + · · · + xn = 0}。求
dim(V /U) 并描述 V /U 的一个具体同构。

进阶习题 2. 证明：若 U1 ⊆ U2 ⊆ V，则 (V /U1)/(U2/U1) ∼= V /U2。

证明. 我们通过构造一个线性映射并应用同态基本定理来证明。

步骤 1：定义映射。 考虑典范投影 π : V → V /U2，以及商映射 ρ : V →
V /U1。由于 U1 ⊆ U2，我们可以定义映射 Φ : V /U1 → V /U2 如下：

Φ(v + U1) = v + U2, ∀v ∈ V.

需要验证 Φ 是良定义的。若 v + U1 = v′ + U1，则 v − v′ ∈ U1 ⊆ U2，从而
v + U2 = v′ + U2，故 Φ 的值与代表元选取无关。

步骤 2：验证线性。 对任意 v,w ∈ V，λ ∈ F，

Φ((v + U1) + (w + U1)) = Φ((v + w) + U1)

= (v + w) + U2 = (v + U2) + (w + U2)

= Φ(v + U1) + Φ(w + U1),

Φ(λ(v + U1)) = Φ(λv + U1) = λv + U2 = λ(v + U2) = λΦ(v + U1).

所以 Φ 是线性映射。

步骤 3：确定核与像。 像：对任意 v+U2 ∈ V /U2，取 v+U1 ∈ V /U1，则
Φ(v + U1) = v + U2，故 Φ 是满射。
核：kerΦ = { v + U1 ∈ V /U1 | Φ(v + U1) = 0 + U2 } = { v + U1 | v ∈

U2 } = U2/U1。

步骤 4：应用同态基本定理。 由同态基本定理，Φ 诱导一个同构

Φ̃ : (V /U1)/ kerΦ −→ imΦ,
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即
(V /U1)/(U2/U1) ∼= V /U2.

这就完成了证明。


