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第六次作业解答

习题 1. (分块矩阵的相伴消元公式) 设 A =

(
B C

Ct M

)
∈ SMn(F )，其中

B ∈ GLk(F ) 且 1 ≤ k < n。验证：(
Ik 0

−CtB−1 In−k

)(
B C

Ct M

)(
Ik −B−1C

0 In−k

)
=

(
B 0

0 M − CtB−1C

)
.

解. 直接进行分块矩阵乘法。首先计算左边前两个矩阵的乘积：(
I 0

−CtB−1 I

)(
B C

Ct M

)
=

(
B C

−CtB−1B + Ct −CtB−1C +M

)

=

(
B C

0 M − CtB−1C

)
.

再将所得结果右乘第三个矩阵：(
B C

0 M − CtB−1C

)(
I −B−1C

0 I

)
=

(
B −BB−1C + C

0 M − CtB−1C

)

=

(
B 0

0 M − CtB−1C

)
.

这正是所要验证的等式。

习题 2. 设 q(x1, x2, x3) = x1x2 + x1x3 − 2x2x3 是 R3 上的二次型。计算 q

的签名。

解. 合同对角化法：二次型 q 对应的对称矩阵为

A =


0 1

2
1
2

1
2

0 −1
1
2

−1 0

 .

我们通过同时进行初等行变换与相同的列变换（即合同变换）将 A 化为对
角形，每次将主元变为非零以便消去同行同列元素。
首先，第一行第一列元素为 0，但 (1, 2) 元非零，故先将第 2 行加到第

1 行，同时第 2 列加到第 1 列：

A
r1+r2−−−→


1
2

1
2

− 1
2

1
2

0 −1
1
2

−1 0

 c1+c2−−−→


1 1

2
− 1

2
1
2

0 −1

− 1
2

−1 0

 .
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现在 (1, 1) 元为 1 ̸= 0。用第一行消去第一列其余元素：第二行减去第一行
的 1

2
倍，第三行加上第一行的 1

2
倍；同时对列作同样操作：

1 1
2

− 1
2

1
2

0 −1

− 1
2

−1 0


r2− 1

2 r1
r3+

1
2 r1−−−−→


1 1

2
− 1

2

0 − 1
4

− 3
4

0 − 3
4

− 1
4


c2− 1

2 c1
c3+

1
2 c1−−−−→


1 0 0

0 − 1
4

− 3
4

0 − 3
4

− 1
4

 .

接着处理右下角的 2 × 2 子块。第二行第二列元为 − 1
4
̸= 0。先将第二行乘

以 −4，第二列也乘以 −4（这相当于合同变换中取对角阵 diag(1,−4, 1)）：

r2×(−4)
c2×(−4)−−−−−→


1 0 0

0 −4 3

0 3 − 1
4

 .

现在 (2, 2) 元为 −4。消去第三行的第二列元素：第三行加上第二行的 3
4
倍，

同时对列作相同变换：

r3+
3
4 r2−−−−→


1 0 0

0 −4 3

0 0 2

 c3+
3
4 c2−−−−→


1 0 0

0 −4 0

0 0 2

 .

最后，通过行、列乘以非零常数可调整对角元符号，得到规范形。这里对角
元依次为 1,−4, 2，一正一负一正，故正惯性指数为 2，负惯性指数为 1。签
名仍为 (2, 1)。
配方法：将 q 化为平方和的形式。先将含 x1 的项集中：

q = x1(x2 + x3)− 2x2x3.

作变量代换以消去交叉项。令

u = x2 + x3, v = x2 − x3,

则
x2 =

u+ v

2
, x3 =

u− v

2
.

代入 x2x3：

x2x3 =
(u+ v)(u− v)

4
=

u2 − v2

4
.

于是

q = x1u− 2 · u
2 − v2

4
= x1u− 1

2
u2 +

1

2
v2.
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再对 x1 和 u 进行配方：

x1u− 1

2
u2 = −1

2

(
u2 − 2x1u

)
= −1

2

(
(u− x1)

2 − x2
1

)
= −1

2
(u− x1)

2 +
1

2
x2
1.

因此
q =

1

2
x2
1 −

1

2
(u− x1)

2 +
1

2
v2.

作可逆线性替换：

y1 = x1, y2 = u− x1 = x2 + x3 − x1, y3 = v = x2 − x3,

则 q 在新变量下表示为

q =
1

2
y21 −

1

2
y22 +

1

2
y23 .

三个平方项的系数分别为正、负、正，故正惯性指数为 2，负惯性指数为 1，
零惯性指数为 0。签名记为 (2, 1)。

习题 3. 设 A ∈ SMn(R) 半正定。证明对于任意正整数 m，Am 也半正定。

解. 因为 A 是实对称半正定矩阵，存在实矩阵 C 使得 A = CtC。
下面分 m 的奇偶性讨论。（每种情形我们都展示两种方式来证明）
若 m = 2k 为偶数，记 B = Ak，则 B 是实对称矩阵，且 Am = B2 =

BtB。或者对任意 x ∈ Rn，

xtAmx = xtBtBx = (Bx)t(Bx) = ∥Bx∥2 ≥ 0,

故 Am 半正定。
若 m = 2k+ 1 为奇数，记 D = CAk，则 Am = AkCtCAk = DtD。或

者对任意 x ∈ Rn，由 A 是半正定的，

xtAmx = xt(Ak)tAAkx = (Akx)tA(Akx) ≥ 0,

故 Am 也半正定。
综上，对任意正整数 m，Am 半正定。

习题 4. 设 A ∈ SMn(R) 且 det(A) < 0。证明：存在 x ∈ Rn 使得 xtAx < 0。

解. 由于 A 是实对称矩阵，根据惯性定理（合同对角化），存在可逆实矩阵
P，使得

P tAP = diag(1, . . . , 1,−1, . . . ,−1, 0, . . . , 0),
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其中正惯性指数为 p，负惯性指数为 q，零的个数为 n− p− q。计算行列式：

det(P tAP ) = (detP )2 detA.

因为 detA < 0，而 (detP )2 > 0，故 det(P tAP ) < 0。另一方面，由对角形
知

det(P tAP ) = 1p · (−1)q · 0n−p−q.

若 n− p− q > 0，则行列式为 0，与 < 0 矛盾。故 n− p− q = 0，即零惯性
指数为 0，且

det(P tAP ) = (−1)q.

由于该行列式小于零，q 必为奇数，从而 q ≥ 1。这意味着负惯性指数至少
为 1。
取 y = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)t，其中 1 放在对应某个 −1 的位置。则

yt(P tAP )y = −1 < 0.

令 x = Py ∈ Rn，由于 P 可逆，x ̸= 0，且

xtAx = (Py)tA(Py) = yt(P tAP )y = −1 < 0.

这就找到了满足条件的向量 x。

习题 5. 设 V 是 R 上的 n 维线性空间，f1, . . . , fs, g1, . . . , gt ∈ V ∗。令

q = f2
1 + · · ·+ f2

s − g21 − · · · − g2t .

(i) 验证 q 是 V 上的二次型。

(ii) 证明：q 的正惯性指数不大于 s，负惯性指数不大于 t。

解. (i) 在 V 中取定一组基 {e1, . . . , en}，将 V 中向量 v 表示为 Rn 中的列
向量 x = (x1, . . . , xn)

t。每个线性泛函 fi (或 gj) 在这组基下对应一个 n 维
行向量 at

i (或 bt
j)，即

fi(v) = at
ix, gj(v) = bt

jx.

构造 n×n矩阵 C，其前 s行依次为 at
1, . . . , at

s，接下来 t行依次为 bt
1, . . . , bt

t，
若 s+ t < n 则剩余行补为零向量。同时，令 Λ 为 n× n 对角矩阵，其对角
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线元素依次为：前 s 个为 1，接着 t 个为 −1，剩余 n− s− t 个为 0。即

Λ =


Is 0 0

0 −It 0

0 0 0

 .

直接计算可知对任意 v ∈ V，设 x ∈ Rn 为其在给定基下的向量，则

q(v) = (Cx)tΛ(Cx) = xtCtΛCx.

因此，q 是在基 {e1, . . . , en} 下以 A = CtΛC 为对应矩阵的二次型。
(ii) 设二次型 q 的正惯性指数为 p，负惯性指数为 m。则其合同于对角

阵

Λ′ =


Ip 0 0

0 −Im 0

0 0 0

 .

设二次型 q 在基 {ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn} 下对应的矩阵为 Λ′，取 p 维子空间 W+ =

⟨ϵ1, ϵ2, . . . , ϵp⟩ ⊂ V 使得 q 在 W+ 上正定；类似地，可取 m维子空间 W− ⊂
Rn 使得 q 在 W− 上负定。
先证 p ≤ s。考虑线性映射 C|W+

: W+ → Rn，将 v = (e1, . . . , en)x (x ∈
Rn 为 v在基 {e1, . . . , en}下的坐标)映射到 Cx。若存在非零 v ∈ W+ ，其在
基 {e1, . . . , en}下坐标为 x ∈ Rn，使得 Cx = 0，则 q(v) = (Cx)tΛ(Cx) = 0，
与 W+ 上正定性矛盾。故 C|W+

是单射从而 dimC(W+) = dimW+ = p。又
因为对任意非零 y ∈ C(W+)，存在 v = (e1, . . . , en)x ∈ W+ 使 y = Cx，且

ytΛy = q(v) > 0,

故 Λ 在子空间 C(W+) 上正定。而 Λ 的正惯性指数显然为 s，我们下面证
明任意使 Λ 正定的子空间维数不超过 s。因此 p = dimC(W+) ≤ s。

证明：记 Q 为矩阵 Λ 在给定基下确定的二次型，

Q(z) = z21 + · · ·+ z2s − z2s+1 − · · · − z2s+t.

设 U 是使 Q正定的子空间，且 dimU = d。考虑投影映射 π : Rn → Rs，取
前 s 个坐标。若 d > s，则限制映射 π|U : U → Rs 必有非零核（维数公式
dim ker(π|U ) = dimU − dim Im(π) ≥ d− s > 0）。取非零 u ∈ ker(π|U )，则
u 的前 s 个坐标为 0，于是 Q(u) = −u2

s+1 − · · · − u2
s+t ≤ 0，且 u ̸= 0 ，这

与 U 上 Q 正定矛盾。因此 d ≤ s。
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同理可证 m ≤ t。考虑 C|W− : W− → Rn。它同样是单射，且对非零
y ∈ C(W−)，有 ytΛy < 0，即 Λ 在 C(W−) 上负定。而 Λ 的负惯性指数为
t，故 m = dimC(W−) ≤ t。
综上，q 的正惯性指数 ≤ s，负惯性指数 ≤ t。

有限域 Fnq 的子空间计数与 q-模拟

我们先从一个简单问题开始我们今天探讨的话题：设 q = pr（p为素数，
r ≥ 1），我们已经接触过有限域 Fq。那么

问题 1. Fn
q 的 k 维子空间一共有多少个？

向量空间 Fn
q 共有 qn 个元素。我们先来看一些基本的计数事实，这些

事实是推导子空间个数的基石。

引理 1 (有序线性无关组的计数). Fn
q 中任意一组 k 长的有序线性无关组

{v1, v2, . . . , vk}（k ≤ n）的数目为

(qn − 1)(qn − q)(qn − q2) · · · (qn − qk−1).

证明. 选取第一个非零向量 v1 有 qn − 1 种方法（排除零向量）。选定 v1 后，
v2 不能落在 v1 张成的一维子空间内，该子空间有 q 个元素，故 v2 有 qn− q

种选择。一般地，假设前 i− 1 个向量已选好，它们张成一个 (i− 1) 维子空
间，含有 qi−1 个元素，因此第 i 个向量必须取自该子空间之外，选择数为
qn − qi−1。乘起来即得结论。

引理 2 (k 维子空间的有序基). 设 W 是 Fn
q 的一个 k 维子空间。则 W 的

有序基的数目为
(qk − 1)(qk − q) · · · (qk − qk−1).

证明. 将上述引理中的 n 替换为 k 即可，因为 W ∼= Fk
q。

现在我们可以计算 Fn
q 中 k 维子空间的个数，记为

[
n
k

]
q
。

定理 1 (k 维子空间个数).[
n

k

]
q

=
(qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qk−1)

(qk − 1)(qk − q) · · · (qk − qk−1)
.
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证明. 每个 k 维子空间可以由其任意一组有序基唯一确定（不计基的次序）。
我们用两种方式计算所有 k 元线性无关有序组的数目：由引理 1，为

N = (qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qk−1).

另一方面，对于任意一个固定的 k 维子空间 W，其有序基的数目为

D = (qk − 1)(qk − q) · · · (qk − qk−1).

因为不同的 k 维子空间对应的有序基集合两两不交，所以我们可以得到 k

元线性无关有序组的数目是
[
n
k

]
q
D，从而[
n

k

]
q

D = N

故 k 维子空间的总数等于 N/D。

上述证明用到的方法叫做“算两次”，常用于难以直接计数的对象。这
个公式可以改写为更对称的形式。注意到对每个因子提取 q 的幂次：

qn − qi = qi(qn−i − 1),

于是分子和分母可以约去大量 q 的幂，得到只含 qi − 1 因子的表达式。

推论 1. [
n

k

]
q

=
(qn − 1)(qn−1 − 1) · · · (qn−k+1 − 1)

(qk − 1)(qk−1 − 1) · · · (q − 1)
.

例子 1. 取 n = 3, k = 1：[
3

1

]
q

=
q3 − 1

q − 1
= q2 + q + 1.

即 F3
q 中一维子空间（过原点的直线）的个数为 q2 + q + 1。这对应射影平

面 P2(Fq) 的点数。
取 n = 4, k = 2：[

4

2

]
q

=
(q4 − 1)(q3 − 1)

(q2 − 1)(q − 1)
= (q2 + 1)(q2 + q + 1) = q4 + q3 + 2q2 + q + 1.

注. 当 q → 1 时，每个因子 qm−1
q−1

→ m，因此

lim
q→1

[
n

k

]
q

=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k(k − 1) · · · 1
=

(
n

k

)
.

这正是“q‑ 模拟”名称的来源：高斯二项式系数是经典二项式系数的单参数
形变，它在 q → 1 时退化为经典版本。
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q‑ 模拟的基本语言

为了将上述观察系统化，我们引入一套专门的语言——q‑ 整数、q‑ 阶
乘和 q‑ 二项式系数。

定义 1 (q‑ 整数). 对于非负整数 n，定义其 q‑ 整数（q‑integer）为

[n]q =
qn − 1

q − 1
= 1 + q + q2 + · · ·+ qn−1 (n ≥ 1),

并约定 [0]q = 0。

显然 limq→1[n]q = n。q‑ 整数保留了加法和乘法的一些良好性质，但不
再是普通的整数环结构。

定义 2 (q‑ 阶乘).

[n]q! = [1]q[2]q · · · [n]q =
(q − 1)(q2 − 1) · · · (qn − 1)

(q − 1)n
,

且 [0]q! = 1。

定义 3 (高斯二项式系数). 对 0 ≤ k ≤ n，定义[
n

k

]
q

=
[n]q!

[k]q! [n− k]q!
.

经过简单的代数化简，可以验证该定义与第 3 节的公式完全一致：[
n

k

]
q

=
(qn − 1)(qn−1 − 1) · · · (qn−k+1 − 1)

(qk − 1)(qk−1 − 1) · · · (q − 1)
.

基本性质

高斯二项式系数满足许多与经典二项式系数平行的性质。

命题 1 (对称性). [
n

k

]
q

=

[
n

n− k

]
q

.

证明. 直接由定义即得。

命题 2 (q‑Pascal 恒等式).[
n

k

]
q

=

[
n− 1

k − 1

]
q

+ qk
[
n− 1

k

]
q

= qn−k

[
n− 1

k − 1

]
q

+

[
n− 1

k

]
q

.
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证明. 从组合定义出发，考虑 Fn
q 中 k 维子空间 W。固定一个一维子空间

L（共有 [n]q 个选择），分类讨论 W 是否包含 L。如果 L ⊆ W，则 W/L

是 Fn
q /L

∼= Fn−1
q 的 (k − 1) 维子空间，个数为

[
n−1
k−1

]
q
（可以验证 Fn

q 中包
含 L 的 k 维子空间与 Fn

q /L 中的 k − 1 维子空间一一对应）；如果 L ̸⊆ W，
则 W 在商映射下的像仍是 k 维的，且原像有 qk 种方式选取（因为每个陪
集可任选代表元），故个数为 qk

[
n−1
k

]
q
。两式相加即得第一种形式；利用对

称性可得第二种形式。

当 q → 1 时，该递推关系退化为经典的 Pascal 恒等式
(
n
k

)
=
(
n−1
k−1

)
+(

n−1
k

)
。

q‑ 模拟的进一步推广

子空间计数仅仅是 q‑ 模拟世界的一个入口。类似的思想渗透在组合学、
表示论、特殊函数论等众多领域。

二项式定理的 q‑ 版本

经典二项式定理为 (1 + x)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
xk。在非交换的设定下（例如

x 与 y 满足 yx = qxy），我们有

(x+ y)n =
n∑

k=0

[
n

k

]
q

xkyn−k.

这称为 q‑ 二项式定理，其中变元满足 yx = qxy（例如在量子平面中）。

q‑ 导数

经典导数 d
dx
xn = nxn−1 的 q‑ 模拟定义为

Dqf(x) =
f(qx)− f(x)

(q − 1)x
.

容易验证 Dqx
n = [n]qx

n−1。同样地，在 q 趋近于 1 时，不难发现 Dqf(x)

趋近于 d
dx
(x)。基于此可以建立一套 q‑ 微积分。

下面的习题体现了对排序数的模拟:

进阶习题 1. 证明：用 A < B 表示 A 是 B 的真子空间，则

[n]q! = #{(V0, V1, . . . , Vn)|0 = V0 < V1 < . . . < Vn = Fn
q }
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证明. 每个 Vi 都是 Vi+1 的真子空间，于是维数至少减少 1，即

dim(Vi) ⩽ dim(Vi+1)− 1

那么

dim(V0) ⩽ dim(V1)− 1

⩽ dim(V2)− 2

. . .

⩽ dim(Vn)− n

注意到 dim(Fn
q ) = n，dim(0) = 0，于是上面每个不等号都取等，则 dim(Vi) =

i，对 i = 0, 1, . . . , n 成立。那么对给定的 Vi+1，在其所有 i 维子空间中选取
一个作为 Vi，这有

[
i+1
i

]
q
= [i + 1]q 种选法。从 Vn 开始一直操作至 i = 0，

即确定了一组这样的子空间序列。于是根据乘法原理，

#{(V0, V1, . . . , Vn)|0 = V0 < V1 < . . . < Vn = Fn
q } = [n]q!


