
第十三次作业

1. 设 (M, ·, e) 是含幺半群, u ∈ M . 如果对于任意 x ∈ M , xu = x. 证明: u = e.

2. 设 R+ 是正实数的集合. 证明:

(i) (R+, ·, 1) 是群, 其中 · 代表实数的乘法.

(ii) 对数函数:

log : R+ → R
x 7→ log(x)

是从 (R+, ·, 1) 到 (R,+, 0) 的群同构.

3. (i) 设 Sn 是置换群,

sgn : Sn → {1,−1}
σ 7→ ϵσ.

验证: sgn 是从 Sn 到群 ({−1, 1}, ·, 1) 的同态.

(ii) 证明: 从 (Z4,+, 0̄) 到 (Z2,+, 0̄) 只有两个群同态.

4. (i) 设 G := {A ∈ GLn(R) | det(A) ∈ Q}. 证明: G 是 GLn(R) 的子群.

(ii) 设 An = {σ ∈ Sn | σ 是偶置换}. 证明: An 是 Sn 的子群.

5. 设 ϕ : (G, ·, e) → (H, ∗, ϵ) 是群同态. 证明:

(i) ker(ϕ) := {g ∈ G | ϕ(g) = ϵ} 是 G 的子群;

(ii) ϕ 是单射当且仅当 ker(ϕ) = {e};

(iii) 对于任意 g ∈ G, x ∈ ker(ϕ), g−1xg ∈ ker(ϕ).

6. 设 A,B ∈ GLn(R). 证明: 如果 AB 的阶是 k < ∞, 则 BA 的阶也是 k. 举例说明: 对任

意 n ∈ Z+, GLn(R) 中都含有阶是无穷的元素.
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