
第一次作业

1. 设 f = x3 + 1̄和 g = x2 + 1̄.

(i) 设 f, g ∈ Z2[x]. 求 gcd(f, g).

(ii) 设 f, g ∈ Z3[x]. 求 gcd(f, g).

2. 设 F 是域, A : Fn → Fn 是线性映射且满足 A2 = A. 证明:

(i) dim(ker(A)) + dim(ker(A− E)) = n, 其中 E 是 Fn 上的恒同映射.

(ii) ker(A− E) = im(A).

3. 设 F 是域,

f = fnx
n + fn−1x

n−1 + · · ·+ f0 = fn(x− α1) · · · (x− αn),

其中 fn, fn−1, . . . , f0, α1, . . . , αn ∈ F 且 fn ̸= 0. 证明:

α1 + · · ·+ αn = −fn−1f
−1
n 和 α1 · · ·αn = (−1)nf0f

−1
n .

4. 设 F 是域,
′ : F [x] → F [x]

f =
∑n

i=0 fix
i 7→ f ′ =

∑n
i=1 ifix

i−1,

其中 fi ∈ F . 特别地, 对任意 c ∈ F , c′ = 0. 称 ′ 是 F [x] 上的形式导数.

验证: 对任意 f, g ∈ F ,

(i) (f + g)′ = f ′ + g′,

(ii) (fg)′ = f ′g + fg′.

约定. 在以下两题中, ′ 是 F [x] 上的形式导数.

5. 设 F 是特征为零的域, p ∈ F [x] 不可约.

(i) 证明: gcd(p, p′) = 1.

(ii) 设 f = pmq, 其中 m > 0, q ∈ F [x] 且 p ∤ q. 证明: pm−1 | f ′ 但 pm ∤ f ′.

6. 设 F 是特征为零的域, f ∈ F [x] \ F . 如果 f 的每个不可约因子的重数都小于 2. 则称 f

是无平方的(squarefree). 证明: f 无平方当且仅当 gcd(f, f ′) = 1.
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