
第四次作业

1. 设 Z3 的标准基是 e1, e2, e3,

v1 = e1 + e2, v2 = e2 和 v3 = e1 + e2 + e3.

(i) 验证: v1,v2,v3 是 Z3
3 的一组基.

(ii) 设 v = (2̄, 2̄, 1̄)t. 计算 v 在 v1,v2,v3 下的坐标.

(iii) 证明: v ∈ ⟨v1,v3⟩. 把 v 看作 ⟨v1,v3⟩ 中的元素. 求它在 v1,v3 下的坐标.

2. 设 V 是域 F 上的 n 维线性空间, U 是 V 的子空间, d = dim(U) > 0 且 0 < d < n. 证

明: 存在 f1, . . . , fn−d ∈ V ∗ 使得 U = ker(f1) ∩ · · · ∩ ker(fn−d).

3. 设 f, g ∈ V ∗. 定义

ϕ : V × V → F

(x,y) 7→ f(x)g(y).

(i) 验证 ϕ 是 V 上的双线性型.

(ii) 证明: rank(ϕ) ≤ 1.

4. 设 Q3 上的双线性型由

f(x,y) = 2x2y2 + 2x3y3 + x1y2 + x2y1 + x1y3 + x3y1 + 2x2y3 + 2x3y2

给出, 其中 x = (x1, x2, x3)
t 和 y = (y1, y2, y3)

t.

(i) 计算 f 在标准基 e1, e2, e3 下的矩阵并求 rank(f).

(ii) 说明 f 是对称双线性型.

5. 设 A =

(
1 2

2 1

)
∈ M2(R). 计算 P ∈ GL2(R) 和对角矩阵 D 使得 P tAP = D.

6. 设 n > 1 且域 Fn 上的两个子空间是

U1 = {(x1, . . . , xn)
t | x1 + · · ·+ xn = 0} 和 U2 = {(x1, . . . , xn)

t | x1 = · · · = xn}.

(i) 计算 dim(U1) 和 dim(U2).

(ii) 证明: 当 F 的特征不等于 n 时, U1 + U2 是直和.
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