
第三章 行列式

3.3 乘法定理

定理 3.10 设 A,B ∈ Mn(R). 则

det(AB) = det(A) det(B).

证明. (矩阵法) 如果 A或 B不满秩, 则 AB也不满秩 ( 第

二章第四讲定理 6.25 (i)). 故 det(AB) = 0 (第三章第一讲

定理 2.14). 同理 det(A) det(B) = 0. 故定理成立.

断言. 设 C,M ∈ Mn(R)且 C 是初等矩阵. 则

det(CM) = det(C) det(M) = det(MC).

断言的证明. 设 C = Fi,j. 如果 i = j, 则 C = E. 断言显然

成立. 如果 i ̸= j. 则 det(CM) = det(MC) = − det(M). 而

det(C) det(M) = − det(M). 断言也成立.

设 C = Fi,j(α), i ̸= j. 则 det(CM), det(MC) 和

det(C) det(M)都等于 det(M). 故断言成立.

设C = Fi(λ). 则 det(CM), det(MC)和 det(C) det(M)

都等于 λ det(M). 断言成立.

设矩阵 A满秩. 则存在初等矩阵 C1, C2, . . . Cp使得

A = C1C2 · · ·Cp
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(第二章第五讲定理 7.14和第六讲推论 8.6). 由断言可知,

det(A) = det(C1) det(C2 · · ·Cp) = det(C1) det(C2) · · · det(Cp).

(1)

类似地

det(AB) = det(C1(C2 · · ·CpB))

= det(C1) det(C2 · · ·CpB) (断言)

= det(C1) det(C2) · · · det(Cp) det(B)

= det(A) det(B) ((1)).

定理成立.

(映射法) 定义:

f : Rn × · · · × Rn︸ ︷︷ ︸
n

−→ R(
B⃗(1), . . . , B⃗(n)

)
7→ det(AB⃗(1), . . . , AB⃗(n)) = det(AB)

.

由行列式的多重线性和矩阵乘法的分配律可直接验证 f

是多重线性的. 再根据行列式的斜对称性可知 f 也是斜对

称的. 由第三章第一讲等式 (4)可知,

f (B⃗(1), . . . , B⃗(n)) = w det(B),

其中 w = f (e1, . . . , en). 故

w = det(AEn) = det(A).

于是, det(AB) = det(A) det(B). □
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注解 3.11 由上述定理可知,

det(BA) = det(B) det(A) = det(AB).

故 det(AB) = det(BA). 即行列式是关于方阵乘法的交换

不变量.

例 3.12 展开

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 cos(θ1) cos(2θ1)

1 cos(θ2) cos(2θ2)

1 cos(θ3) cos(2θ3)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
解. 由行列式乘积定理, 我们有

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 cos(θ1) 2 cos(θ1)

2 − 1

1 cos(θ2) 2 cos(θ2)
2 − 1

1 cos(θ3) 2 cos(θ3)
2 − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 cos(θ1) cos(θ1)

2

1 cos(θ2) cos(θ2)
2

1 cos(θ3) cos(θ3)
2

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −1

0 1 0

0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
故D = 2(cos(θ3)−cos(θ1))(cos(θ3)−cos(θ2))(cos(θ2)−cos(θ1)).

例 3.13 设 A = ((αi + βj)
n−1)n×n. 展开 det(A).

解. 注意到

(αi + βj)
n−1 =

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
αk
i β

n−1−k
j

= (

(
n− 1

0

)
α0
i ,

(
n− 1

1

)
αi, . . . ,

(
n− 1

n− 1

)
αn−1
i )


βn−1
j

βn−2
j

...

β0
j

 .
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故

A =


(
n−1
0

) (
n−1
1

)
α1 · · ·

(
n−1
n−1

)
αn−1
1(

n−1
0

) (
n−1
1

)
α2 · · ·

(
n−1
n−1

)
αn−1
2

... ... . . . ...(
n−1
0

) (
n−1
1

)
αn · · ·

(
n−1
n−1

)
αn−1
n




βn−1
1 βn−1

2 · · · βn−1
n

βn−2
1 βn−2

2 · · · βn−2
n

... ... . . . ...

1 1 · · · 1

 .

由行列式的基本性质和乘积定理可知,

det(A) = (−1)
n(n−1)

2

n−1∏
k=0

(
n− 1

k

) ∏
1≤i<j≤n

(αj − αi)(βj − βi).

例 3.14 设 A ∈ Rm×n 和 B ∈ Rn×m. 则我们有 Sylvester

行列式恒等式:

det(Em + AB) = det(En +BA).

证明. 由第二章例 10.11可知, 存在矩阵 C1, C2, C3, C4 ∈
Mm+n(R)使得

C3C1

Em + AB O

O En

C2C4 =

En O

O En +BA

 .

由关于分块行列式的定理可知,

det(C1) = det(C2) = det(C3) = det(C4) = 1.

再根据行列式乘积定理,

det

Em + AB O

O En

 = det

En O

O En +BA

 .

故 det(Em + AB) = det(En +BA). □
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4 行列式的应用

4.1 矩阵的逆

设 i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Kronecker符号

δi,j :=

 0 如果 i ̸= j,

1 如果 i = j
.

利用 Kronecker符号, 单位矩阵可以表示为 (δi,j)n×n.

引理 4.1 设 A = (ai,j) ∈ Mn(R). 则
n∑

k=1

ai,kAj,k = δi,j|A| 和
n∑

k=1

ak,jAk,i = δi,j|A|,

其中 Ai,j 代表 A关于第 i行第 j 列的代数余子式, i, j ∈
{1, 2, . . . , n}.

证明. 当 i = j时, 结论由第三章第一讲定理 3.3直接得出.

设 i ̸= j. 令 B是把 A中第 j行换成 A⃗i后得到的矩阵. 因

为 B中由两行相同, 所以 det(B) = 0. 把 B按第 j列展开,

再用第三章第一讲定理 3.3得出

n∑
k=1

ai,kAj,k = det(B) = 0.

另一个等式可通过对列进行类似操作得出. □
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定义 4.2 设 A = (ai,j) ∈ Mn(R). 矩阵
A1,1 A2,1 · · · An,1

A1,2 A2,2 · · · An,2

... ... . . . ...

A1,n A2,n · · · An,n


称为 A的伴随矩阵. 记为 A∨.

引理 4.3 利用上述符号, 我们有

A∨A = AA∨ = |A|E.

证明. 设 A∨ = (bi,j)n×n. 则 A∨A中位于第 i行第 j列处的

元素是

n∑
k=1

bi,kak,j =

n∑
k=1

Ak,iak,j = δi,j|A| (∵引理 4.1).

故 A∨A = |A|En. 类似地, AA∨中位于第 i行第 j 列处的

元素是

n∑
k=1

ai,kbk,j =

n∑
k=1

ai,kAj,k = δi,j|A| (∵引理 4.1).

故 AA∨ = |A|En. □.

定理 4.4 设 A ∈ Mn(R)可逆. 则

A−1 =
1

|A|
A∨.
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证明. 根据引理 4.3, 我们有(
1

|A|
A∨

)
A =

1

|A|
(A∨A) =

1

|A|
|A|E = E.

由第二章第五讲推论 7.16, 定理成立. □

注解 4.5 设 A可逆. 则

A−1 =


A1,1

|A|
A2,1

|A| · · · An,1

|A|
A1,2

|A|
A2,2

|A| · · · An,2

|A|
... ... . . . ...

A1,n

|A|
A2,n

|A| · · · An,n

|A|

 .

该公式说明当 A中的元素都是整数时, A−1中的元素都是

以 |A|为公分母的有理数.

4.2 Cramer法则

定理 4.6 设 A ∈ Mn(R) 和 b = (b1, . . . , bn)
t ∈ Rn. 再设

x = (x1, . . . , xn)
t是未知数向量. 则方程组 Ax = b确定当

且仅当 A可逆. 此时, 该方程组的唯一解是

xi =
det(A⃗(1), . . . , A⃗(i−1),b, A⃗(i+1), . . . , A⃗(n))

det(A)
,

i = 1, 2, . . . , n.

证明. 定理中的必要充分条件是第二章第三讲推论 4.3和

第五讲的定理 7.14的直接推论.再设A可逆. 则x = A−1b.
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根据定理 4.4和注释 4.5,

xi =
1

|A|
(A1,i, . . . , An,i)b, i = 1, 2, . . . , n,

其中 Ak,i是矩阵 A关于第 k行和第 i列的代数余子式. 而

(A1,i, . . . , An,i)b =

n∑
k=1

bkAk,i.

它是行列式 det(A⃗(1), . . . , A⃗(i−1),b, A⃗(i+1), . . . , A⃗(n)) 按第 i

列展开的表达式 (第三章第一讲定理 3.3). □

注解 4.7 利用上述定理中的符号，令

Ai = det(A⃗(1), . . . , A⃗(i−1),b, A⃗(i+1), . . . , A⃗(n)).

则当 A可逆时, 方程组 Ax = b的唯一解是

x1 =
det(A1)

det(A)
, . . . , xn =

det(An)

det(A)
.

该公式说明当 A中的元素和 b中的坐标都是整数时, 方

程组的解是以 det(A)为公分母的有理数.

4.3 子式和矩阵的秩

定义 4.8 设 A = (ai,j) ∈ Rm×n, i1, . . . , ik ∈ {1, . . . ,m}不
必两两不同, j1, . . . , jk ∈ {1, 2, . . . , n}也不必两两不同. 则
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行列式

det


ai1,j1 ai1,j2 · · · ai1,jk

ai2,j1 ai2,j2 · · · ai2,jk
... ... . . . ...

aik,j1 aik,j2 · · · aik,jk


称为 A的一个 k阶子式 (minor). 记为

MA

i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

 .

例 4.9 设

A =


1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

 .

则

MA

1 2

1 2

 = det

1 2

5 6

 , MA

2 1

3 4

 = det

7 8

3 4

 .

显然,如果 i1, . . . , ik中有两个相同或 j1, . . . , jk中有两个相

同, 则对应的子式等于零.

引理 4.10 设 A ∈ Rm×n. 则 A 中有 k 列线性无关当且仅

当 A 中有 k 阶子式非零.

证明. 设 A⃗(j1), . . . , A⃗(jk) 线性无关. 令

B = (A⃗(j1), . . . , A⃗(jk)) ∈ Rm×k.
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则 rank(B) = k. 故可设行向量 B⃗i1, . . . , B⃗ik 线性无关. 于

是, 上一讲定理 2.13 蕴含矩阵 B 的 k 阶子式

MB

i1 i2 · · · ik

1 2 · · · k

 ̸= 0.

即矩阵 A 的 k 阶子式

MA

i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

 ̸= 0.

反之,设上述矩阵 A的 k 阶子式非零. 则上述矩阵 B

中的行向量 B⃗i1, . . . , B⃗ik 线性无关 (上一讲定理 2.13). 于

是, rank(B) = k. 故 B 中的列向量线性无关. 即 A⃗j1, . . . ,

A⃗jk 线性无关. □

定理 4.11 设 A ∈ Rm×n非零. 则下列断言等价.

(i) rank(A) = r;

(ii) A中所有大于 r 阶的子式都等于零且存在一个 r 阶

子式非零;

(iii) A中所有 r+ 1阶的子式都等于零且存在一个 r阶子

式非零.

证明. (i) =⇒ (ii) 由引理 4.10 直接可得.
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(ii) =⇒ (iii)显然.

(iii) =⇒ (i) 假设 rank(A) > r. 则 A中存在 r + 1列线

性无关. 根据引理 4.10 可知, A 有 r + 1 阶非零子式, 矛

盾. 于是, rank(A) ≤ r. 因为 A中有 r阶非零子式,所以 A

中有 r 个线性无关的列向量. 由此可知, rank(A) ≥ r. 故

r = rank(A) □

例 4.12 设 A ∈ R(n−1)×n 和 x = (x1, . . . , xn)
t 是未知数向

量. 如果 rank(A) = n− 1, 则

sol(Ax = 0) = ⟨


|A1|
−|A2|

...

(−1)n−1|An|

⟩,

其中 Ai是 A去掉第 i列得到的 (n− 1)阶方阵.

证明. 设

Bi =


A⃗i

A⃗1

...

A⃗n−1

 ∈ Mn(R), i = 1, 2, . . . , n− 1.

则 det(Bi) = 0 (第三章第一讲行列式的性质 (S1)). 对 Bi

按第一行展开得

ai,1|A1|−ai,2|A2|+· · ·+(−1)(n−1)ai,n|An| = 0, i = 1, 2, . . . , n−1.
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故 (|A1|,−|A2|, . . . , (−1)n−1|An|)t是 Ax = 0的一个解. 因

为 rank(A) = n− 1, 所以

dim(sol(Ax = 0)) = 1.

于是, 我们只要证明 (|A1|,−|A2|, . . . , (−1)n−1|An|)t非零即
可. 根据定理 4.11, |A1|, . . . , |An|至少有一个非零.

注解 4.13 定理 4.11 给出了一种通过行列式计算矩阵秩

的方法. 该方法虽然效率较低, 但不需要计算非零实数的

逆。这对于把秩推广到交换环上的矩阵有一定帮助.
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第四章 群、环和域简介

1 二元运算

1.1 定义与基本性质

定义 1.1 设 S 是集合. 映射 f : S × S −→ S 称为一个 S

上的二元运算. 对于任意 x, y ∈ S, f (x, y)也记为 xfy.

例 1.2

+ : Z× Z −→ Z
(x, y) 7→ x + y

.

加法满足交换律、结合律, 有加法单位元 0和加法逆元.

例 1.3

− : Z× Z −→ Z
(x, y) 7→ x− y

.

减法不满足交换律和结合律.

例 1.4 设 S = Z ∪ {+∞}.

+̇ : S × S −→ S

(x, y) 7→ min(x, y)
.

称之为“热带”加法. 热带加法显然满足交换和结合律. 对

于任意 x ∈ S,

x+̇(+∞) = x.
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但 x一般没有逆元.

定义 1.5 设 ∗是S上的二元运算.如果对于任意 x, y, z∈S,

x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z,

则称 ∗满足结合律.

定理 1.6 设 ∗集合 S上的二元运算且满足结合律, n ≥ 3,

x1, x2, . . . , xn ∈ S. 设 k, ℓ ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. 则

(x1∗· · ·∗xk)∗(xk+1∗· · ·∗xn) = (x1∗· · ·∗xℓ)∗(xℓ+1∗· · ·∗xn).

证明. 不妨设 k > ℓ. 我们对 n归纳. 设 n = 3. 则 k = 2和

ℓ = 1. 由结合律可知, 结论成立.

设 n > 3且结论对于小于 n的值成立. 考虑 n时,

(x1 ∗ · · · ∗ xk) ∗ (xk+1 ∗ · · · ∗ xn)

= (x1 ∗ · · · ∗ xℓ ∗ xℓ+1 ∗ · · · ∗ xk) ∗ (xk+1 ∗ · · · ∗ xn) (ℓ < k)

= ((x1 ∗ · · · ∗ xℓ) ∗ (xℓ+1 ∗ · · · ∗ xk)) ∗ (xk+1 ∗ · · · ∗ xn) (归纳假设)

= (x1 ∗ · · · ∗ xℓ) ∗ ((xℓ+1 ∗ · · · ∗ xk) ∗ (xk+1 ∗ · · · ∗ xn)) (结合律)

= (x1 ∗ · · · ∗ xℓ) ∗ ((xℓ+1 ∗ · · · ∗ xk ∗ xk+1 ∗ · · · ∗ xn)). □

记号. 设 x ∈ S, n ∈ Z+. 则

xn = x ∗ · · · ∗ x︸ ︷︷ ︸
n

.
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当 S上的二元运算以“+”来记时, 我们定义

nx = x + · · · + x︸ ︷︷ ︸
n

.

1.2 同余运算

设 n是大于 1的正整数. 在第一章第三讲我们定义了同余

关系≡n (定义 5.8). 设 Zn = Z/ ≡n. 则

Zn = {ā | a ∈ Z}.

对于 ā, b̄ ∈ Zn, ā = b̄当且仅当 a ≡n b, 即 n|(a− b).

定义 1.7 定义 Zn上的加法:

+ : Zn × Zn −→ Zn

(ā, b̄) 7→ a + b.

验证良定义如下, 设 a, b, x, y ∈ Z使得 ā = x̄和 b̄ = ȳ. 则

存在 k, ℓ ∈ Z使得 a = x + kn和 b = y + ℓn. 于是

a + b = (x + y) + (k + ℓ)n.

故

a + b = x + y.

由此得出

ā + b̄ = x̄ + ȳ.

我们验证了 +是良定义的.
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例 1.8 在 Z2 = {0̄, 1̄}中, 我们有

1̄ + 1̄ = 1 + 1 = 2̄ = 0̄.

定义 1.9 定义 Zn上的乘法:

· : Zn × Zn −→ Zn

(ā, b̄) 7→ ab.

验证良定义如下, 设 a, b, x, y ∈ Z使得 ā = x̄和 b̄ = ȳ. 则

存在 k, ℓ ∈ Z使得 a = x + kn和 b = y + ℓn. 于是

ab = xy + (ky + ℓx + kℓn)n.

故

ab = xy.

由此得出

āb̄ = x̄ȳ.

我们验证了 ·是良定义的.

例 1.10 在 Z6 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄}中, 我们有

2̄4̄ = 2 · 4 = 8̄ = 2̄ 和 2̄3̄ = 2 · 3 = 6̄ = 0̄.

1.3 单位元和逆元

定义 1.11 设 ∗是集合上的二元运算. 如果存在 e ∈ S 使

得对于任意的 x ∈ S, x ∗ e = e ∗ x = x. 则称 e是关于 ∗
的单位元.
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整数关于加法的单位元是 0,在 Zn中关于加法的单位

是 0̄, 在 Rm×n中关于加法的的单位是 Om×n. 整数关于乘

法的单位元是 1, 在 Zn中关于乘法的单位是 1̄, 在 Mn(R)
中关于乘法的单位是 En.

命题 1.12 设 ∗是集合上的二元运算. 设 e, e′ ∈ S 是单位

元. 则 e = e′.

证明. 注意到 ee′ = e = e′. □

定义 1.13 设 ∗是集合上的二元运算, S 中有关于 ∗的单
位元 e. 设 x ∈ S. 如果存在 y ∈ S 使得 y ∗ x = x ∗ y = e.

则称 y是 x的逆元, x是可逆元.

整数, Zn, Rm×n中每个元素关于加法都是可逆的. 整

数关于乘法的可逆元是 ±1, 在 Mn(R)中关于乘法的的可
逆元是可逆矩阵.

例 1.14 设 X 是非空集合, 定义 XX 是从 X 到它自身的

所有映射的集合. 则复合 ◦是 XX 上的运算. 它的单位是

恒同映射. 可逆元是双射.

命题 1.15 设 ∗是 S 上有结合律的运算且有单位元 e. 设

a, b, x ∈ S 满足 ax = e和 xb = e. 则 a = b. 特别地, x可

逆且它的逆唯一.
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证明. 我们计算

ax = e ⇒ (ax)b = eb ⇒ a(xb) = b ⇒ ae = b ⇒ a = b. □

命题 1.16 设 ā ∈ Zn. 则 ā关于乘法可逆当且仅当 a和 n

互素.

证明. 设存在 b̄ ∈ Zn使得 āb̄ = 1̄. 则

ab ≡n 1.

故存在 k ∈ Z使得 ab − 1 = kn即 ab + kn = 1. 由第一章

第四讲定理 7.8, a, n互素.

反之, 设 a, n互素. 同样的定理蕴含存在 u, v ∈ Z使
得 ua + vn = 1. 故 ua = 1̄. 进而 ūā = āū = 1̄. □.

例 1.17 计算 Z15中的所有关于乘法的可逆元.

解. 由上述命题可知, 可逆元是 1̄, 2̄, 4̄, 7̄, 8̄, 11, 13, 14. 它们

的逆分别是 1̄, 8̄, 4̄, 13, 2̄, 11, 7̄, 14.
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