
第二章 线性算子

10 循环子空间的应用

10.1 循环空间和循环算子

定义 10.1 设 A ∈ L(V ). 如果存在 v ∈ V 使得 V =

F [A] · v, 则称 V 是 A-循环的 且 A 是 V 上的循环算子.

命题 10.2 设 dim(V ) = n, A ∈ L(V ). 则 V 是 A-循环的

当且仅当 deg(µA) = n.

证明. 设 deg(µA) = n. 根据“同归于尽”向量的存在性, 存

在 v ∈ V 使得 deg(µA,v) = n. 由命题 9.2 (iii),

dim(F [A] · v) = n.

故 F [A] · v = V . 反之,设 V = F [A] ·w. 则 deg(µA,w) = n

(由命题 9.2 (iii)). 再利用事实 µA,w|µA,和第十周习题 5命

题 6.8 可知, deg(µA) = n. □

例 10.3 设 D 是 R[t] < n 上的导数算子. 则 µD = tn. 故

D 是循环算子.

例 10.4 设 A ∈ L(V ) 可对角化. 证明: A 是循环算子当
且仅当 A有 n 个互不相同的特征根, 其中 n = dim(V ).
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证明. 设 A在 V 的某组基下的矩阵是 A = diag(λ1, . . . , λn).

则 µA = lcm(t−λ1, . . . , t−λn) and χA = (t−λ1) · · · (t−λn).

于是, µA = χA 当且仅当 λ1, . . . , λn 两两不同. 由上述定

理可知, A 是循环算子当且仅当 λ1, . . . , λn 两两不同.

定理 10.5 设 dim(V ) = n, A ∈ L(V ). 则 V 是 A-循环的

当且仅当 µA = χA.

证明. 设 µA = χA. 则 deg(µA) = n. 由上述命题可知, V

是 A-循环的.

反之, 设 V = F [A] · v. 则 v,A(v), . . . ,An−1(v)是 V

的一组基. 则存在 f0, f1, . . . , fn−1 ∈ F 使得

An(v) = −fn−1An−1(v)− · · · − f1A(v)− f0v.

则 µA,v(t) = tn+ fn−1t
n−1+ · · ·+ f1t+ f0 ∈ F [t]. 根据命题

6.8, µA,v(t) = µA(t). 这是因为 µA,v 的次数至多等于 n.

我们来计算A在基底 v,A(v), . . . ,An−1(v)下的矩阵

(A(v),A2(v), . . . ,An(v))

= (v,A(v), . . . ,An−1(v))



0 0 0 · · · 0 −f0

1 0 0 · · · 0 −f1
... ... ... . . . ... ...

0 0 0 · · · 0 −fn−2

0 0 0 · · · 1 −fn−1


︸ ︷︷ ︸

A

.
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则 χA(t) = µA(t). (见第十一周习题 6). 故 µA = χA. □

10.2 Hamilton-Cayley定理

定理 10.6 (Hamilton-Cayley定理) 设 A ∈ L(V ). 则

(i) χA(A) = O, 即 µA(t)|χA(t);

(ii) χA(t)在 F [t]中的不可约因子都是 µA(t)的因子.

证明. 由循环子空间分解定理, V = U1 ⊕ · · · ⊕ Uℓ, 其中

U1, . . . , Uℓ是非零的 A-循环子空间. 特别地, U1, . . . , Uℓ是

A-不变的(命题 9.2 (ii)). 令 Ai = AUi
, µi = µAi

, χi = χAi
,

i = 1, 2, . . . , ℓ. 根据定理 4.10, A在某组基下的矩阵是:

A =


A1 O · · · O

O A2 · · · O
... ... . . . ...

O O · · · Aℓ

 .

且 µA = lcm(µ1, µ2, . . . , µℓ).由例 7.14, χA = χ1χ2 · · ·χℓ.由

定理 10.2, µi = χi, i = 1, 2, . . . , ℓ. 故上式可以写为

χA = µ1µ2 · · ·µℓ. (1)

于是, µA(t)|χA(t). (i)成立.

(ii) 由 (i) 和 µA = lcm(µ1, µ2, . . . , µℓ) 可得. □
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注解 10.7 设A ∈ L(V ), µA = pm1
1 · · · pms

s 是 µA在 F [t]中

的不可约分解. 则 χA在 F [t]中的不可约分解是

χA = pn11 · · · pnss ,

其中m1 ≤ n1, . . . ,ms ≤ ns且 n1 + · · · + ns = n.

推论 10.8 (Hamilton-Cayley定理之矩阵版)设A ∈ Mn(F ).

则 (i) µA(t)|χA(t); (ii) χA(t)在 F [t]中的不可约因子都是

µA(t)的因子.

例 10.9 设

A =


1 0 2

0 1 1

0 0 2

 .

计算 B = −A3 + 4A2 + 5A− 2E.

解. 设 f (t) = −t3 + 4t2 + 5t− 2. 计算得

χA(t) = (t− 1)2(t− 2) = t3 − 4t2 + 5t− 2.

由多项式带余除法得: f (t) = −χA(t)+10t−4.由Hamilton-

Cayley定理, B = 10A− 4E =


6 0 20

0 6 6

0 0 16

 .

例 10.10 设 A =

 7 −4

14 −8

 . 计算 A66.
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解. 计算得 χA(t) = t2 + t. 由 Hamilton-Cayley定理,

A2 = −A.

于是,

A66 = (A2)33 = −A33 = −AA32 = −AA16

= −AA8 = −AA4 = −AA2 = (−A)(−A) = A2 = −A.

我们得到 A66 =

−7 4

−14 8

 . □

另解. 由对角化可知, P−1AP=

0 0

0 −1

 ,其中 P=

4 1

7 2

 .

于是, P−1A66P=

0 0

0 1

 .故 A66=P

0 0

0 1

P−1=

−7 4

−14 8

 .

10.3 不可分子空间的结构

引理 10.11 设 A ∈ L(V ), U 是 A-子空间. 则 U 是 A-不

可分的当且仅当下述条件都成立.

(i) U 是 A-循环子空间;

(ii) µAU
是 F [t]中某个不可约多项式的幂次.

证明. 设 U 是 A-不可分子空间. 则 U 是 A-子空间. 根据

定理 9.5, U 是若干 AU -循环子空间的直和, 也是若干A-循
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环子空间的直和. 因为 U 是A-不可分子空间, 所以直和项

只有一个, 即 U 是 A-循环的. 进而, µAU
是 F [t]中某个不

可约多项式的幂次. 否则, 由核核分解定理可知, U 关于

AU 的核核分解的直和项不止一个, 与 U 是A-不可分子空

间矛盾.

反之, 设条件 (i)和 (ii)满足. 设 µAU
= pm, 其中 p ∈

F [t]不可约, m > 0. 因为 U 是 A-循环子空间, 所以 U 是

AU -循环空间. 由第二章第四讲引理 9.5,

dim(U) = m deg(p).

假设U = U1⊕U2,其中U1, U2是正维数的A-子空间. 则它

们也是 AU -子空间. 则 µAU1
|pm且 µAU2

|pm (命题 4.4). 但

pm = lcm(µAU1
, µAU2

) (定理 4.10). 于是, µAU1
, µAU2

至少有

一个等于 pm. 不妨设 µAU1
= pm, 根据 Hamilton-Cayley定

理, χAU1
有因子 pk, 其中 k ≥ m. 于是,

dim(U1) ≥ m deg(p) = dim(U).

矛盾. □

定理 10.12 设A ∈ L(V ). 则存在A-不可分子空间W1, . . . ,Wk

使得 V = W1 ⊕ · · · ⊕Wk 且Wi是 A-循环的, µAWi
是 F [t]

中某个不可约多项式的幂次, i = 1, 2, . . . , k.

证明. 结合引理 10.11和命题 5.2即可. □

6



11 C 上的 Jordan标准型（存在性）

记号: 在本节中 V 是 C上的 n维线性空间.

引理 11.1 设 A ∈ L(V ). 则 V 是 A-不可分的当且仅当存

在 λ ∈ C使得 µA = (t− λ)n. 此时, A在 V 的某组基下的

矩阵是

Jn(λ) =



λ 1 0 · · · 0 0

0 λ 1 · · · 0 0

0 0 λ · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...

0 0 0 · · · λ 1

0 0 0 · · · 0 λ


. (2)

证明. 设 µA = (t − λ)n. 则 V 是 A-循环的 (上一讲定理

9.11, 即循环空间判别法). 由不可分子空间判别法(上一讲

引理 9.13)可知, V 是 A-不可分的. 反之, 设 V 是 A-不可

分的. 同样的引理蕴含 µA是 C[t]中某个首一的不可约多
项式的幂次. 由代数学基本定理, µA=(t−λ)m,其中 λ ∈ C
且m ∈ Z+. 该引理还蕴含 V 是A-循环的. 于是m=n (第

二章第四讲定理 9.11).

下面我们该构造 V 的一组基使得 A 在该基底下的
矩阵如引理所述. 为此, 设 B = A − λE. 则 µB(t) = tn.

故 V 是 B-循环的 (循环空间判别法),即存在 v ∈ V ,使得
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V = F [B] · v. 根据上一讲命题 9.2 (iii),

v,B(v), . . . ,Bn−2(v),Bn−1v

是 V 的一组基. 令 ϵj = Bn−j(v), j = 1, 2, . . . , n. 则

ϵ1, . . . , ϵn 也是 V 的一组基.

我们先计算 B 在 ϵ1, . . . , ϵn 下的矩阵. 注意到:

(B(ϵ1),B(ϵ2), . . . ,B(ϵn−1),B(ϵn))

= (0, ϵ1, . . . , ϵn−2, ϵn−1)

= (ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn−2, ϵn−1)Jn(0).

而数乘算子在任何基底下的矩阵都是 λE. 故A在 ϵ1, . . . , ϵn

下的矩阵 A = B + λE 下的矩阵是 Jn(0) + λE = Jn(λ). □

我们称 (2)中的矩阵为关于 λ的 n阶 Jordan块.

Jordan块的若干基本性质如下.

注解 11.2

(i) 如果 λ̸=0, 则 rank(Jn(λ))=n. 而 rank(Jn(0))=n−1;

(ii) Jn(λ) = λEn + Jn(0);

(iii) Jn(λ) 的极小和特征多项式都等于 (t − λ)n; 从而把

Jn(λ)看成 Cn上的算子后, Cn是 Jn(λ)-循环的;
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(iv) Jn(λ)的唯一的特征值是 λ, 而对应的特征子空间的

维数等于 1, 这是因为

Jn(λ)− λEn = Jn(0),

其秩等于 n− 1.

(v) Jn(λ)可对角化当且仅当 n = 1.

定理 11.3 设 A ∈ L(V ). 则 A在 V 的某组基下的矩阵是
Jd1(λ1) O · · · O

O Jd2(λ2) · · · O
... ... . . . ...

O O · · · Jdk(λk)

 , (3)

其中 d1, . . . , dk ∈ Z+, λ1, . . . , λk ∈ C, 都不必两两不同.

证明. 由循环子空间分解（上一讲定理 9.3）可知

V = W1 ⊕ · · · ⊕Wk,

其中 Wi 是 di-维 A-不可分子空间, i = 1, 2, . . . , k. 由上

一讲引理 9.13 和代数学基本定理, AWi
的极小多项式是

(t − λi)
di. 根据引理 10.1, AWi

在Wi的某组基下的矩阵是

Jdi(λi). 再由第二章第三讲定理 5.9, A在 V 的某组基下的
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矩阵是 
Jd1(λ1) O · · · O

O Jd2(λ2) · · · O
... ... . . . ...

O O · · · Jdk(λk)

 . □

例 11.4 设 D : C[x](n) −→ C[x](n)是导数算子. 计算 D的
Jordan标准型.

解. 由上一讲例 9.15, C[x](n) 是 D-不可分的. 于是, D 的
Jordan标准型是 Jn(0). 注意到

C[x](n) = C[D] · xn−1.

由引理 10.1可知 D在基底

Dn−j(xn−1) =
(n− 1)!

j!
xj, j = 1, 2, . . . , n

下的矩阵是 Jn(0). □

推论 11.5 设 A ∈ Mn(C). 则 A相似于

JA =


Jd1(λ1) O · · · O

O Jd2(λ2) · · · O
... ... . . . ...

O O · · · Jdk(λk)

 ,

其中 d1, . . . , dk ∈ Z+, λ1, . . . , λk ∈ C, 都不必两两不同.
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例 11.6 设 A ∈ Mn(C).

� n = 1. (a) = J1(a).

� n = 2. 设 χA = (t − λ1)(t − λ2). 如果 λ1 ̸= λ2, 则根

据第二章第四讲推论 8.8,

A ∼s

λ1 0

0 λ2

 =

J1(λ1) 0

0 J1(λ2)

 .

设 λ1 = λ2 =: λ. 如果 µA = t − λ, 则根据可对角化

判别法(V)可知,

A ∼s

λ 0

0 λ

 =

J1(λ) 0

0 J1(λ)

 .

如果 µA = (t − λ)2, 则 A 对应循环算子(第二章第

四讲定理 9.11). 再根据不可分子空间判别法, F 2是

A-不可分的. 于是

A ∼s

λ 1

0 λ

 = J2(λ).

� n = 3. 设 χA = (t−λ1)(t−λ2)(t−λ3). 如果 λ1, λ2, λ3

互不相同, 则根据第二章第四讲推论 8.8,

A ∼s


λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 =


J1(λ1) 0 0

0 J1(λ2) 0

0 0 J1(λ3)

 .
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设 λ1 ̸= λ2 = λ3. 如果 µA = (t− λ1)(t− λ2), 则根据

可对角化判别法 V ,

A ∼s


λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ2

 =


J1(λ1) 0 0

0 J1(λ2) 0

0 0 J1(λ2)

 .

如果 µA = (t−λ1)(t−λ2)
2, 则 A对应循环算子(第二

章第四讲定理 9.11). 再根据不可分子空间判别法,

F 3不是 A-不可分的. 故

A ∼s


λ1 0 0

0 λ2 1

0 0 λ2

 =

J1(λ1) O1×2

O2×1 J2(λ2)

 .

设 λ1 = λ2 = λ3 =: λ. 如果 µA = t − λ, 则根据可对

角化判别法(V),

A ∼s λE3 =


J1(λ) 0 0

0 J1(λ) 0

0 0 J1(λ)

 .

如果 µA = (t − λ)2, 则 A对应算子不是循环的(第二

章第四讲定理 9.11). 再根据不可分子空间判别法,

F 3不是 A-不可分的. 故

A ∼s


λ 0 0

0 λ 1

0 0 λ

 =

J1(λ) O

O J2(λ)

 .
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如果 µA = (t − λ)3, 则 A对应算子是循环的(第二章

第四讲定理 9.11). 再根据不可分子空间判别法, F 3

是 A-不可分的,

A ∼s


λ 1 0

0 λ 1

0 0 λ

 = J3(λ).

例 11.7 设

J2(0) =

0 1

0 0

 , A =

J2(0) O

O O


4×4

, B =

J2(0) O

O J2(0)

 .

则 µA = µB = t2且 χA = χB = t4. 通过极小多项式和特征

多项式, 我们仍无法在相似的意义下区分 A和 B. 注意到

rank(A) ̸= rank(B). 于是, A ≁s B.

JA中的矩阵称为 A的一个 Jordan标准型. JA的基本性

质如下:

注解 11.8 (i) rank(JA) =
∑k

i=1 rank(Jdi(λi));

(ii) JA的(也是 A的)极小多项式等于

lcm((t− λ1)
d1, . . . , (t− λk)

dk);

特征多项式等于

(t− λ1)
d1 · · · (t− λk)

dk ;
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(iii) 设 λ ∈ specC(A). 则 JA中至少有一个关于 λ的 Jor-

dan块.

(iv) λ的代数重数等于 λ在 JA 主对角线上出现的次数;

λ的几何重数等于关于 λ的 Jordan块在 JA 中出现

的次数;

(v) λ在极小多项式中的重数等于 JA中关于 λ的 Jordan

块出现的最大阶数.

(vi) A可对角化当且仅当 d1 = · · · = dk = 1.

性质 (i)来自 JA是分块对角矩阵.

性质 (ii)成立是因为第二章第三讲定理 5.9和第二章

第三讲例 7.14.

性质 (iii)成立是因为 λ ∈ {λ1, . . . , λk}.
性质 (iv)中的第一部分可由 (i)中特征多项式的形式

直接得出. 下面来验证性质 (iv)的第二部分. 注意到

JA−λEn =


Jd1(λ1)− λEd1 O · · · O

O Jd2(λ2)− λEd2 · · · O
... ... . . . ...

O O · · · Jdk(λk)− λEdk

 .

因为

rank(Jdi(λi)− λEdi) =

 di, λ ̸= λi,

di − 1, λ = λi,

14



i = 1, 2, . . . , k. 于是,

rank(JA−λEn) = n−(JA中关于 λ的 Jordan块出现的次数).

由此和矩阵的秩和解空间维数的关系得出 dim(V λ)等于

JA中关于 λ的 Jordan块出现的次数. 于是, (iv)成立.

性质 (v)来自于 (i)中极小多项式的形式.

最后, 我们来验证性质 (vi). 如果 d1 = · · · = dk = 1,

则 JA可对角化. 于是, A可对角化. 反之, A可对角化蕴含

µA中每个因子的重数都等于 1 (对角化判别法 V). 由性质

(v), JA是对角阵.

例 11.9 设 α ∈ C, A =


α 0 0

0 α 0

α 0 α

 . 计算 JA.

解. 直接计算得 χA = (t − α)3. 于是, α是 A唯一的特征

根, 其代数重数等于 3.

rank(A− αE) = rank


0 0 0

0 0 0

α 0 0

 .

由此看出, 当 α ̸= 0时, rank(A− αE) = 1. 故 α的几何重

数等于 2. 由基本性质 (iv),

JA =

J2(α) O

O J1(α)

 =


α 1 0

0 α 0

0 0 α

 .
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当 α = 0时, rank(A − αE) = 0. 故 α的几何重数等于 3.

由基本性质 (iv),

JA =


J1(0) 0 0

0 J1(0) 0

0 0 J1(0)

 = O3×3. □

例 11.10 设 A =


1 0 1

1 1 −1

0 0 2

 . 计算 JA.

解. 直接计算得 χA = (t − 2)(t − 1)2. 于是, 2的代数和几

何重数都等于 1. 故 J1(2)在 JA中出现一次. 注意到 1的

几何重数等于

3− rank(A− E) = 3− rank


0 0 1

1 0 −1

0 0 1

 = 1.

故 J2(1)在 JA中出现一次. 由此得出

JA =

J1(2) O

O J2(1)

 =


2 0 0

0 1 1

0 0 1

 . □

例 11.11 设 S ∈ Mn(C)满足 S2 − nS = O. 求 JS.

解. 设 f (t) = t(t− n). 则 f (A) = O.

情形 1: µS = t. S = O = JS.
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情形 2: µS = t− n. S = nEn = JS.

情形 3: µS = t(t− n). 因为 n ̸= 0, 所以 S 可对角化(判别

法V). 于是

JS =

nEr O

O O

 ,

其中 r = rank(S).

例 11.12 设 A ∈ M5(C), rank(A) = 3, rank(A2) = 2,

rank(A + E) = 4和 rank((A + E)2) = 3. 求 JA.

解. 因为 rank(A) = 3 < 5, 所以 0 是 A 的特征根且几何

重数为 2. 故 JA 中有两个以 0为特征根的 Jordan 块.

因为 rank(A+E) = 4 < 5, 所以 −1 是 A 的特征根且

几何重数为 1. 故 JA 中有一个以 −1为特征根的 Jordan

块.

下面我们来分析 JA中 Jordan 块的阶数.

情形 1. 假设出现在 JA 中的两个以 0为特征根的 Jordan

块是 J1(0)和 J1(0). 则 JA =

O2×2

B

 = P−1AP, 其中

B ∈ GL3(C) 和 P ∈ GL5(C). 则

rank(A2) = rank(J2
A) = rank

O2×2

B2

 = 3 ̸= 2,

矛盾.
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情形 2. 假设出现在 JA 中的两个以 0为特征根的 Jordan

块是 J1(0)和 J2(0). 则 JA =


0

J2(0)

C

 = P−1AP, 其

中 C ∈ GL2(C)和 P ∈ GL5(C). 直接计算得 rank(A2) = 2.

情形 2.1. 如果 C = J2(−1),则 JA+E =


1

J2(1)

J2(0)

 .

我们有 rank(JA + E) = 4 和 rank((JA + E)2) = 3. 因为

JA + E = P−1(A + E)P =⇒ rank((A + E)2) = rank(J2
A).

故 JA =


0

J2(0)

J2(−1)

 满足题目要求.

情形 2.2. 如果 C = diag(−1, α), α ̸= 1, 则

rank((A + E)2) = 4.

不满足题目要求.

情形 3. 设 JA =


0

J3(0)

−1

或 JA =


J2(0)

J2(0)

−1

 .

则 rank((A + E)2) = 4, 不满足题目要求.

综上所述, JA =


J1(0)

J2(0)

J2(−1)

 .
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