
第五章 复数域和多项式

5.7 Z[x] 中的 Gauss 引理

定义 5.29 设

f = fnx
n + fn−1x

n−1 + · · · + f0, fi ∈ Z, fn ̸= 0.

则

gcd(fn, fn−1, . . . , f0)

称为 f 的容度(content), 记为 cont(f ). 设 f = cont(f )g,

其中 g ∈ Z[x]∗ 满足 cont(g) = 1. 称 g 是 f 的本原部

分(primitive part), 记为 pp(f ).

设 h ∈ Z[x]∗. 如果 cont(h) = 1, 则称 h是本原多项式.

引理 5.30 设 a1, . . . , an ∈ Z 不全为零, c ∈ Z∗. 则

gcd(ca1, . . . , can) = |c| gcd(a1, . . . , an).

证明. 设 g = gcd(a1, . . . , an). 则 cg 是 ca1, . . . , can 的公

因子. 故存在 bi ∈ Z, 使得 ai = big, i = 1, 2, . . . , k. 设

d = gcd(b1, . . . , bn). 则 dg 是 a1, . . . , an 公因子. 故 (dg)|g.
由此得 d = 1.

再设 h = gcd(ca1, . . . , can). 则存在 ki ∈ Z, 使得

cai = kih,
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i = 1, . . . , n, 和存在 u ∈ Z 使得 h = ucg. 由以上等式得

cbig = kiucg =⇒ bi = kiu,

i = 1, . . . , n. 则 u 是 b1, . . . , bn 的公因子. 于是, u|d. 从而
u = ±1. 于是 h = ±cg. □

引理 5.31 (Gauss) 设 f, g ∈ Z[x]∗ 都是本原多项式. 则

fg也是本原多项式.

证明. 设

f = fmx
m + fm−1x

m−1 + · · · + f0

和

g = gnx
n + gn−1x

n−1 + · · · + g0,

其中 fm, fm−1, . . . , f0, gn, gn−1, . . . , g0 ∈ Z且 fm, gn都非零.

假设 fg不是本原的. 则存在素数 p使得 p|cont(fg). 因为
cont(f ) = 1, 所以存在 i ∈ {0, 1, . . . ,m}使得

p|fm, p|fm−1, . . . , p|fi+1, 但 p ∤ fi.

同理存在 j ∈ {0, 1, . . . , n}使得

p|gn, p|gn−1, . . . , p|gj+1, 但 p ∤ gj.

注意到在 fg在中 xi+j的系数是

c =
∑

k+ℓ=i+j

fkgℓ 且 p|c.
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如果 ℓ<j,则 k>i. 故 p|fk =⇒ p|fkgℓ. 如果 ℓ>j,则 p|gℓ. 故
p|fkgℓ. 于是, p|figj. 故 p|fi或 p|gj. 矛盾. □

定理 5.32 设 f ∈ Z[x]且 deg(f ) > 0. 如果 f 不能写成两

个 Z[x]中正次数的多项式之积. 则 f 在 Q[x]不可约.

证明. 假设 f = gh, 其中 g, h ∈ Q[x] \Q. 则存在 α, β ∈ Z
使得

αf = βg̃h̃,

其中 α, β ∈ Z∗, g̃, h̃ ∈ Z[x]是本原多项式, deg g̃ = deg(g),

deg(h̃) = deg(h). 因为, αcont(f )pp(f ) = β(g̃h̃). 我们得到

pp(f ) = ug̃h̃, 其中 u ∈ {1, −1}. 故

f = cont(f )pp(f ) = (cont(f )ug̃)h̃.

矛盾. □

定理 5.33 (Eisenstein不可约性判别法) 设

f = fnx
n + fn−1x

n−1 + · · · + f0,

其中 n > 0, fn, fn−1, . . . , f0 ∈ Z且 fn ̸= 0. 设 p是素数.

如果

p ∤ fn, p|fn−1, . . . , p|f0, p2 ∤ f0,

则 f 在 Q[x]中不可约.
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证明. 由上述定理可知, 我们只要证明 f 不能写成 Z[x]中
两个正次数的多项式之积即可. 假设

f (x) = (gkx
k + · · · + g1x + g0)(hℓx

ℓ + · · · + h1x + h0),

其中 k, ℓ ∈ Z+, gk, . . . , g1, g0, hℓ, . . . , h1, h0 ∈ D且 gk, hℓ都

不等于零.

因为 fn = gkhℓ 且 p ∤ gkhℓ, 所以 p ∤ gk 和 p ∤ hℓ. 因
为 f0 = g0h0 和 p|f0, 所以 p|g0 或 p|h0. 不妨设 p|g0. 又
因为 p2 ∤ f0, 所以 p ∤ h0. 因为 p ∤ gk 和 p|g0, 所以存在
i ∈ {0, 1, . . . , k}使得

p|g0, · · · , p|gi−1 但 p ∤ gi.

则 fi = h0gi+h1gi−1+ · · ·+hig0.因为 i ≤ k < n,所以 p|fi.
由此可知, p|h0gi. 故 p|h0或 p|gi. 矛盾. □

例 5.34 证明: 对于 n > 1, xn − 2x + 2在 Q[x]中不可约.

证明. 注意到 2 ∤ 1, 2| − 2, 2|2但 22 ∤ 2. 根据定理 5.33, 该

多项式不可约.

例 5.35 设 p是素数. 证明: xp−1 + xp−2 + · · · + x + 1在

Q[x]中不可约.

证明. 设 f (x) = xp−1 + xp−2 + · · · + x + 1. 考虑映射

ϕ : Z[x] −→ Z[x]
g(x) 7→ g(x + 1).
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则 ϕ是由 Z ↪→ Z[x]和 x 7→ x + 1诱导的环同态. 同理

ψ : Z[x] −→ Z[x]
g(x) 7→ g(x− 1)

也是环同态. 因为 ϕ ◦ψ = ψ ◦ϕ = idZ[x], 所以 ϕ是环同构.

要证明 f (x) 在 Q[x] 中不可约. 只要证明 f (x + 1)

在 Z[x]中不可约 (定理 5.32). 由于 ϕ是同构, 只要证明

f (x + 1)在 Z[x]中不可约即可. 注意到

f (x) =
xp − 1

x− 1
=⇒ f (x + 1) =

(x + 1)p − 1

x
.

故

f (x + 1) = xp−1 +

(
p

1

)
xp−2 + · · · +

(
p

2

)
x + p.

由第二章第一讲例 7.17和定理 5.33可知, f (x + 1)不可

约. 故 f (x)也不可约.
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第一章 空间与形式

1 线性空间

1.1 抽象的线性空间

定义 1.1 设 (V,+,0)是交换群, (F,+, 0, ·, 1)域. 设数乘是

映射:

数乘: F × V −→ V

(α,v) 7→ αv

满足以下规律

(i) ∀ α, β ∈ F,v ∈ V, (αβ)v = α(βv);

(ii) ∀ v ∈ V, 1v = v;

(iii) ∀ α, β ∈ F,v ∈ V, (α + β)v = αv + βv;

(iv) ∀ α ∈ F,u,v ∈ V, α(u + v) = αu + αv.

我们称 (V,+,0,数乘, 1)是域 F 上的线性空间或向量空间.

域 F 称为 V 的基域.

例 1.2 (坐标空间). 设 F 是域, F n 是 n维坐标空间. 具

体实例 Rn, Qn, Cn, Znp , 其中 p是素数. 值得注意的是 Znp
共有 pn个元素.
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例 1.3 (矩阵空间). 设 F 是域, Fm×n 是 F 上 m行 n列

的矩阵的集合. 关于矩阵的加法和数乘, Fm×n 是 F 上的

线性空间.

例 1.4 (代数空间). 设 R是环(不一定交换). 再设 F ⊂ R

是 R的子域. 则 R是 F 上的线性空间. 验证如下: 首先,

(R,+, 0)是交换群. 由 R中的乘法结合律可知

∀ α, β ∈ F, r ∈ R, (αβ)r = α(βr).

因为 1是 R的也是 F 的乘法单位, 所以 1r = r. R的分配

律蕴含着空间的分配律. 验证完毕.

具体实例: C是 R上的线性空间, R是Q上的线性空
间, F [x1, . . . , xn]是域 F 上的线性空间. Hamilton四元数

环是 C上的线性空间. 设 K 是 F 的子域. 则 F 上的线性

空间也是 K 上的线性空间.

例 1.5 (映射空间) 设 S 是非空集合, V 是域 F 上的线性

空间. 令Map(S, V )是从 S 到 V 的所有映射的集合. 对任

意 f, g ∈ Map(S, V ), α ∈ F 定义:

f + g : S −→ V

x 7→ f (x) + g(x)
和

αf : S −→ V

x 7→ αf (x).

令 0̃ : S −→ V 是把 S 中的元素都映成 0的映射. 则

(Map(S, V ), +, 0̃, 数乘, 1)
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是线性空间. 实例Map(R,R)是线性空间.

命题 1.6 设 V 是域 F 上的线性空间. 设 λ∈F,v∈V . 则

(i) λ0 = 0;

(ii) λv = 0当且仅当 λ = 0或 v = 0;

(iii) (−1)v = −v.

证明. (i) 直接计算得

λ0 = λ(0 + 0) = λ0 + λ0 =⇒ λ0 = 0.

(ii) 设 λv = 0且 λ ̸= 0. 则

v = 1v = (λ−1λ)v = λ−1(λv) = λ−10
(i)
= 0.

当 λ = 0时, 反之, 由 (i)只要证明 0v = 0. 直接计算得

0v = (0 + 0)v = 0v + 0v =⇒ 0v = 0.

(iii) 直接计算得

0
(ii)
= 0v = (1 + (−1))v

= 1v + (−1)v = v + (−1)v

=⇒ (−1)v = −v. □
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例 1.7 证明: (Z,+, 0)不可能是任何域 F 上的线性空间.

证明. 设结论不成立. 再设 0F 和 1F 分别是 F 中的加法

和乘法单位. 先考虑 F 的特征不等于 2 的情形. 此时,

λ := 1F + 1F ̸= 0F . 于是 λ−1存在. 通过直接计算得:

2 = 1 + 1 = (1F1 + 1F1) = (1F + 1F )1 = λ1

=⇒ λ−12 = 1

=⇒ λ−1(1 + 1) = 1

=⇒ λ−11 + λ−11 = 1.

矛盾, 因为两个相同整数之和不可能等于 1.

再设 F 的特征等于 2的情形. 则

2 = 1 + 1 = (1F1 + 1F1) = (1F + 1F )1 = 0F1 = 0.

矛盾.

1.2 线性相关性

设 α1, . . . , αk∈F 和 v1, . . . ,vk∈V . 则 α1v1 + · · · + αkvk 称

为 v1, . . . ,vk在 F 上的一个线性组合. 如果存在不全为零

的 α1, . . . , αk使得上述线性组合等于 0, 则称 v1, . . . ,vk在

F 上线性相关. 否则, 称 v1, . . . ,vk是在 F 上线性无关.

上学期讲的关于线性组合, 线性相关和无关的结论在

抽象线性空间中都成立. 我们回忆线性组合引理 (上学期

第五周讲义引理 1.12).

9



引理 1.8 设 v1, . . . ,vk; w1, . . . ,wℓ 是 V 中两组向量. 如

果 k > ℓ且 vi是 w1, . . . ,wℓ的线性组合, i = 1, . . . , k. 则

v1, . . . ,vk 线性相关.

该定理的另一个证明见席南华《基础代数》定理 1.18.

我们通过(推广的)矩阵乘法的记号再次证明线性组

合引理. 设 A = (ai,j) ∈ Fm×n, x1, . . . ,xm ∈ V . 记

(x1, . . . ,xm)A =

(
m∑
i=1

ai,1xi, . . . ,
m∑
i=1

ai,nxi

)
.

可直接验证, 对任意 B ∈ F n×s,

((x1, . . . ,xm)A)B = (x1, . . . ,xm)(AB).

根据线性组合引理的条件, 存在 A ∈ F ℓ×k使得

(v1, . . . ,vk) = (w1, . . . ,wℓ)A.

因为 k > ℓ, 所以存在 α1, . . . , αk ∈ F 不全为零, 使得

A


α1

...

αk

 =


0
...

0

 =: 0ℓ.

由此得出,

(v1, . . . ,vk)


α1

...

αk

 = (w1, . . . ,wℓ)A


α1

...

αk

 = (w1, . . . ,wℓ)0ℓ.
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故 α1v1 + · · · + αkvk = 0, 即 v1, . . . ,vk线性相关. □

定义 1.9 设 S 是 V 的一个非空子集. 如果 S 中存在一个

有限子集是线性相关的, 则称 S 是一个线性相关集. 否

则，称 S 是线性无关集.

例 1.10 令 V = F [x].则 {1, x, x2, . . .}是一个线性无关集.

例 1.11 在 Map(R,R)中, sin(x)2, cos(x)2, 1是线性相关的

(∵ sin(x)2 + cos(x)2 = 1).

例 1.12 设 eα1x, . . . , eαnx∈Map(R,R), 其中 α1, . . . , αn ∈ R
两两不同. 证明: eα1x, . . . , eαnx在 R上线性无关.

证明. 设 β1, . . . , βn ∈ R使得

β1e
α1x + · · · + βne

αnx = 0.

对上式求 k阶导数得

β1α
k
1e
α1x + · · · + βnα

k
ne

αnx = 0.

取 k = 0, 1, . . . , n− 1, 我们有
1 1 1 · · · 1

α1 α2 α3 · · · αn
... ... ... . . . ...

αn−1
1 αn−1

2 αn−1
3 · · · αn−1

n


︸ ︷︷ ︸

A


β1e

α1x

β2e
α2x

...

βne
αnx

 =


0

0
...

0

 .
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因为 det(A) ̸= 0, 所以 A可逆. 故

β1e
α1x = β2e

α2x = · · · = β2e
αnx = 0 =⇒ β1 = β2 = · · · = βn = 0.

故, eα1x, . . . , eαnx在 R上线性无关. □

例 1.13 设 a =
√
−1和 b =

√
−2. 则 a, b在 R上线性相

关. 这是因为
√
2a− b = 0. 但它们在Q上线性无关. 否则,

存在 q ∈ Q使得 b = qa. 于是, q =
√
2. 矛盾.

例 1.14 设 f, g ∈ C1(a, b). 证明:

(i) 如果 f, g在 R上线性相关, 则对任意 x ∈ (a, b),

W2 = det

f (x) g(x)

f ′(x) g′(x)

 = 0. W2称为二阶Wronskian.

(ii) 设 f 在 (a, b)上恒正. 则 (i)的逆命题成立.

证明. (i) 设 λ, µ ∈ R, 不全为零, 使得对任意 x ∈ (a, b)使

得 λf (x) + µg(x) = 0. 则 λf ′(x) + µg′(x) = 0. 于是f (x) g(x)

f ′(x) g′(x)

λ
µ

 =

0

0


对任意 x ∈ (a, b)成立. 于是, W2 = 0.
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(ii) 注意到 f 在 (a, b)上恒正蕴含 1/f (x) ∈ C1(a, b).

因为W2在 (a, b)上恒为零, 所以在 (a, b)上(
g

f

)′
= 0.

故存在 c ∈ R使得 g/f = c, 即 g− cf = 0在 (a, b)上成立.

由此得出 f, g在 R上线性相关. □

1.3 子空间

符号约定. 在本小节和以后的各小节中 V 是域 F 上的线

性空间.

定义 1.15 设W 是V 的非空子集. 如果对于任意的α, β∈F ,
x,y ∈ W , 我们有 αx + βy ∈ W , 则称W 是 V 的子空间.

每个子空间都是线性空间.

例 1.16 (i) 设 ϕ : F n −→ Fm是线性映射. 则 ker(ϕ)是

F n的子空间, im(ϕ)是 Fm的子空间.

(ii) 设 SMn(F )是F 上所有n阶对称方阵的集合, SSMn(F )

是 F 上所有 n 阶斜对称方阵的集合. 则它们都是

Mn(F )上的子空间.

验证如下: 设 A,B ∈ SMn(F ), α, β ∈ F . 我们有

(αA+βB)t = αAt+βBt = αA+βB =⇒ αA+βB ∈ SMn(F ).

13



斜对称情形类似.

(iii) 设 F [x](d) = {p ∈ F [x]| deg(p) < d}. 则 F [x](d) 是

F [x]的子空间.

(iv) 闭区间 [a, b]上的连续函数的集合 C[a, b]和连续可微

函数的集合 C1[a, b]是Map([a, b],R)的子空间.

线性空间 V 中的任意个子空间的交仍是子空间,其证明与

上学期第二章第一讲命题 1.19类似. 设 V1, . . . , Vk是 V 的

子空间, 定义

V1+V2+· · ·+Vk = {v1+v2+· · ·+vk |v1 ∈ V1,v2 ∈ V2, . . . ,vk ∈ Vk}.

则 V1 + V2 + · · · + Vk是子空间. 称之为 V1, . . . , Vk的和.验

证见上学期第二章.

1.4 子空间的直和

定义 1.17 设 V1, . . . , Vk是 V 的子空间, W = V1+ · · ·+Vk.
如果对于任意 w ∈ W 存在唯一的 v1 ∈ V1, . . . ,vk ∈ Vk 使

得

w = v1 + · · · + vk.

则称W 是 V1, . . . , Vk 的直和, 并记为

W = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk.
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定理 1.18 设 V 是线性空间, V1, . . . , Vk是 V 的子空间,且

W = V1 + · · · + Vk. 则以下结论等价.

(i) W 是 V1, . . . , Vk 的直和;

(ii) 如果 0 = v1 + · · · + vk, v1 ∈ V1, . . . ,vk ∈ Vk, 则

v1 = · · · = vk = 0.

(iii) 对任意 i ∈ {1, 2, . . . , k},

Vi ∩ (V1 + · · · + Vi−1 + Vi+1 + · · · + Vk) = {0}.

证明. (i) =⇒ (ii). 显然.

(ii) =⇒ (iii). 不妨设 i = 1. 设w ∈ V1∩ (V2+ · · ·+Vk).
则存在 v2 ∈ V2, . . . ,vk ∈ Vk使得w = v2 + · · · + vk. 于是

0 = −w + v2 + · · · + vk.

由−w ∈ V1和 (ii)可知, w = 0.

(iii) =⇒ (i). 设w ∈ W , 且

w = u1 + · · · + uk = v1 + · · · + vk,

其中 u1,v1 ∈ V1, . . . ,uk,vk ∈ Vk. 则 0 = (u1 − v1) + · · · +
(uk − vk). 于是

(v1 − u1) = (u2 − v2) + · · · + (uk − vk).

由此得出, v1−u1 ∈ V1∩ (V2+ · · ·+Vk). 根据 (iii), v1 = u1.

类似地可得 vi = ui, i = 2, . . . , k. □
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例 1.19 设 v1, . . . ,vn是 Rn的一组基. 则

Rn = ⟨v1⟩ ⊕ · · · ⊕ ⟨vn⟩.

这是因为 Rn 中的元素都是 v1, . . . ,vn 的线性组合而且

v1, . . . ,vn线性无关.

例 1.20 设 F 是特征不等于 2的域. 证明:

Mn(F ) = SMn(F )⊕ SSMn(F ).

证明. 设 A ∈ Mn(F ). 令

B =
1

2
(A + At) 和 C =

1

2
(A− At).

因为 2 ̸= 0, 所以 B 和 C 是良定义的. 可直接验证

B ∈ SMn(F ), C ∈ SSMn(F ), 且A = B + C.

于是, Mn(F ) = SMn(F ) + SSMn(F ). 若 A ∈ SMn(F ) ∩
SSMn(F ),则 A = At = −At. 于是, 2At = O. 因为 2可逆,

所以 A = O, 即这两个子空间交平凡. 由定理 1.18 (iii),

Mn(F ) = SMn(F )⊕ SSMn(F ). □

当 F 的特征等于 2时, 1 = −1. 于是,

SMn(F ) = SSMn(F ).

故 SMn(F )∩ SSMn(F ) ̸={O}. 这两个子空间之和不是直和.
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例 1.21 设 V 是线性空间, V1, . . . , Vk 是 V 的子空间. 如

果 V1 + · · · + Vk 是直和, 则对任意的 ℓ ∈ {1, 2, . . . , k},
V1 + · · · + Vℓ也是直和.

证明. 设 v1 ∈ V1, . . . ,vℓ ∈ Vℓ使得 v1 + · · · + vℓ = 0. 则

v1 + · · · + vℓ + 0 + · · · + 0︸ ︷︷ ︸
k−ℓ

= 0.

将定理 1.18 (ii)用于V1, . . . , Vℓ, . . . , Vk可知, v1= · · ·=vℓ=0.
再将定理 1.18 (ii)用于 V1, . . . , Vℓ得到, V1 + · · · + Vℓ也是

直和. □

例 1.22 设

v1 =

1

0

 , v2 =

0

1

 , v3 =

1

1

 ∈ R2.

则 ⟨v1⟩∩⟨v2⟩ = {0}, ⟨v1⟩∩⟨v3⟩ = {0}且 ⟨v3⟩∩⟨v1⟩ = {0}.
但 ⟨v3⟩ ∩ (⟨v1⟩ + ⟨v2⟩) = ⟨v3⟩. 于是 ⟨v1⟩+ ⟨v2⟩+ ⟨v3⟩不是
直和.

例 1.23 设 P (d) := {f ∈ F [x1, . . . , xn]| deg(f ) ≤ d} 和
Hi = {h ∈ F [x1, . . . , xn]|h齐 i次}. 根据多元多项式的
齐次加法分解,

P (d) :=

d⊕
i=0

Hi.
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1.5 子空间的生成元

设 S 是 V 的非空子集. 令 ⟨S⟩是 S 中的元素的所有在 F

上的线性组合的集合, 即

⟨S⟩ :=

{
k∑
i=1

αivi | k ∈ Z+, αi ∈ F,vi ∈ S

}
.

可验证 ⟨S⟩是一个子空间(上学期第二章第二讲命题 1.26).

称 ⟨S⟩为由 S 生成的子空间, S称为 ⟨S⟩的一组生成元.

设 U 是 V 的子空间. 如果存在有限集 S ⊂ V 使得

U = ⟨S⟩, 则称 U 是在 F 上有限生成的子空间.

例 1.24 设 V = F [x]. 则 V 不是有限生成的.

证明. 假设F [x]可以由 p1, . . . , pℓ ∈ F [x]生成. 则 1, x, . . . , xℓ

都是 p1, . . . , pℓ在 F 上的线性组合. 由线性组合引理可知,

1, x, . . . , xℓ在 F 上线性相关. 矛盾.
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