
第一章 空间与形式

2 线性映射

符号约定. 在本节中 V,W 是域 F 上的两个线性空间. 它

们中的零向量分别记为 0V 和 0W .

2.1 定义与例子

定义 2.1 设 ϕ : V −→ W . 如果对任意的 α, β ∈ F , u,v ∈
V 都有 ϕ(αu+ βv) = αϕ(u) + βϕ(v), 则称 ϕ是从 V 到W

的线性映射.

上学期讲的关于线性映射的性质对抽象的线性映射仍成

立. 特别地, 线性映射的核和像都是子空间.

命题 2.2 设 ϕ : V −→ W 是线性映射. 则 ϕ是单射当且

仅当 ker(ϕ) = {0V }.

证明. 见上学期第二章命题 5.14. □

例 2.3 以下线性映射是常用的.

零映射 : V −→ W

v 7→ 0W .

恒同映射 : V −→ V

v 7→ v
.
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设 V 是W 的子空间.

嵌入映射: V −→ W

v 7→ v.
.

设 ϕ是从 V 到W 的线性映射, U 是 V 的子空间. 则限制

映射:

ϕU U −→ W

u 7→ ϕ(u)

也是线性映射.

例 2.4 设 V = F n和W = Fm. 则 ϕ : V −→ W 是线性映

射当且仅当存在 A ∈ Fm×n使得

ϕ(x) = Ax, 其中 x =


x1
...,

xn

.

例 2.5 设 V = Mn(F )和W = F . 令

tr : Mn(F ) −→ F

A 7→ tr(A)

是线性映射. 验证如下. 设

α, β ∈ F, A = (ai,j)n×n, B = (bi,j)n×n,
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其中 ai,j, bi,j ∈ F . 则 αA + βB = (αai,j + βbi,j). 于是,

tr(αA + βB) =

n∑
i=1

(αai,i + βbi,i)

= α
n∑
i=1

ai,i + β
n∑
i=1

bi,i

= αtr(A) + βtr(B).

于是, tr是线性的. 但 det : Mn(F ) −→ F 不是线性的.

例 2.6 设 V = F [x]和 h ∈ F [x] \ {0}. 令

ϕh : F [x] −→ F [x]

f 7→ rem(f, h, x).

是线性映射. 验证如下. 设 α, β ∈ F , f, g ∈ F [x]. 由多项

式除法可知, 存在 p, q ∈ F [x]使得

f = ph + ϕh(f ) 和 g = qh + ϕh(g).

于是 αf + βg = (αp + βq)h + αϕh(f ) + βϕh(g). 因为

deg(ϕh(f )) < deg(h)和 deg(ϕh(g)) < deg(h), 所以

deg(αϕh(f ) + βϕh(g)) < deg(h).

由余式的唯一性可知

ϕh(αf + βg) = αϕh(f ) + βϕh(g).
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根据多项式的除法, 我们有

ker(ϕh) = {f ∈ F [x] |h|f} 和 im(ϕh) = F [x]<deg(h).

例 2.7 设 F = R, V = C1[a, b] 和 W = C[a, b]. 则求导

d/dx是从 V 到W 的线性映射, 而变上限积分∫ x
a : W −→ V

f (t) 7→
∫ x
a f (t) dt

是线性映射. 直接计算得

ker

(
d

dx

)
= R, im

(
d

dx

)
= C[a, b]

和

ker

(∫ x

a

)
= {0}, im

(∫ x

a

)
= {f ∈ C1[a, b]|f (a) = 0}.

2.2 线性映射的运算

令 Hom(V,W ) 是从 V 到 W 的所有线性映射的集合. 它

是 Map(V,W )的子集. 可直接验证, 对任意的 α, β ∈ F ,

ϕ, ψ ∈ Hom(V,W ), 我们有 αϕ + βψ ∈ Hom(V,W ) (见

上学期第二章定义 6.1和命题 6.2). 于是, Hom(V,W ) 是

Map(V,W )的子空间, 故它也是 F 上的线性空间.

再设 U 是另一个 F 上的线性空间. 设 ϕ ∈ Hom(U, V )

和 ψ ∈ Hom(V,W ). 则 ψ ◦ ϕ ∈ Hom(U,W ). 验证见上学期

第二章命题 5.11.
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例 2.8 考虑上一讲例 2.7中的两个映射. 我们有∫ x

a

(
d

dt
f (t)

)
dt = f (x)−f (a) 和 d

dx

(∫ x

a

f (t) dt

)
= f (x).

命题 2.9 设ϕ ∈ Hom(V,W )是双射. 则ϕ−1 ∈ Hom(W,V ).

证明. 设 w1,w2 ∈ W , v1 = ϕ−1(w1)和 v2 = ϕ−1(w2). 对

任意的 α1, α2 ∈ F ,

ϕ(α1v1 + α2v2) = α1ϕ(v1) + α2ϕ(v2) = α1w1 + α2w2.

于是

ϕ−1(α1w1+α2w2) = α1v1+α2v2 = α1ϕ
−1(w1)+α2ϕ

−1(w2). □

定义 2.10 如果存在双射 ϕ ∈ Hom(V,W ), 则称 V 和 W

线性同构.

线性同构是等价关系, 其验证过程与验证群同构是等价关

系类似.

例 2.11 线性空间 Hom(F n, Fm)与 Fm×n线性同构. 设

Φ : Hom(F n, Fm) −→ F n×m

ϕ 7→ Aϕ (ϕ在标准基下的矩阵)

则 Φ是双射. 由矩阵运算的定义可知, Φ是线性同构.
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3 基底与维数

在本节中 V 是域 F 上有限生成的线性空间. 由线性组合

引理可知, 如果 V 可由 k个向量生成, 则 V 中任何 k + 1

个向量一定线性相关.

3.1 极大线性无关集

定义 3.1 设 S ⊂ V 是非空集. 设M ⊂ S 是线性无关集.

如果对任意 v ∈ S, v ∈ ⟨M⟩, 即 S ⊂ ⟨M⟩, 则称M 是 S

中的一个极大线性无关集.

例 3.2 设 S = {x, x3, 2x3 + x} ⊂ Q[x]. 求 S 中所有的极

大线性无关组.

解. 注意到次数两两不同的多项式组成的集合是线性无

关的. 子集 S1 = {x, x3}是线性无关组. 这是因为 2x3 +

x = 2x3+x. 子集 S2 = {x, 2x3+x}是极大线性无关组. 这

是因为 x3 = (1/2)(2x3+ x)− (1/2)x. 而 S3 = {2x3+ x, x3}
也是极大线性无关组. 这是因为 α(2x3 + x) + βx3 = 0,

α, β ∈ Q蕴含着 α = 0,从而 β = 0. 故 S3是线性无关集.

再注意到 x = (2x3 + x)− 2x3即可.

命题 3.3 设 S ⊂ V 是非空集. 设 T ⊂ S 是线性无关集.

再设 V = ⟨v1, . . . ,vk⟩. 则下述断言成立.
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(i) (可扩充) S 中有极大线性无关集M 包含 T , 且

card(M) ≤ k.

(ii) (等势)设M 和 N 是 S 中两个极大线性无关集. 则

card(M) = card(N).

(iii) (表示唯一)设M = {w1, . . . ,ws} ⊂ S. 则M 是 S中

的极大线性无关集当且仅当对任意的 v ∈ S, 存在唯

一的 α1, . . . , αs ∈ F 使得 v = α1w1 + · · · + αsws.

证明. (i)和 (ii)见上学期第二章第二讲命题 2.4. (iii)是上

学期第一章第五讲命题 1.12 (iv)的直接推论. □

3.2 基底和维数

定义 3.4 线性空间 V 的极大线性无关组称为 V 一组基.

设 B 是 V 的极大线性无关组. 则 V 的维数定义为

card(B). 如果 V = {0}, 其维数定义为 0. 线性空间 V 的

维数记为 dimF (V )或 dim(V ).

根据命题 3.3, 线性空间的维数是良定义的.
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例 3.5 (坐标空间) F n的标准基

e1 =



1

0

0
...

0

0


, e2 =



0

1

0
...

0

0


, · · · , en =



0

0

0
...

0

1


.

于是 dim(F n) = n.

例 3.6 (矩阵空间) 设 Ei,j ∈ Fm×n, 其中在 i 行 j 列处

的元素是 1, 而其它处的元素是 0, i = 1, 2, . . . ,m, j =

1, 2 . . . , n. 则 {Ei,j | i ∈ {1, 2, . . . ,m}, j ∈ {1, 2 . . . , n}} 是
Fm×n 的一组基. 于是 dimFm×n = mn. 下面我们证明

SMn(F )的一组基是

S = {Ei,i | i = 1, 2, . . . , n} ∪ {Ei,j + Ej,i | 1 ≤ i < j ≤ n}.

证明. 可直接验证 S ⊂ SMn(F ). 设 A = (ai,j) ∈ SMn(F ).

则 ai,j = aj,i. 于是

A =

n∑
i=1

ai,iEi,i +
∑

1≤i<j≤n
ai,j(Ei,j + Ej,i).

如果
n∑
i=1

bi,iEi,i +
∑

1≤i<j≤n
bi,j(Ei,j + Ej,i) = O,
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其中 bi,i, bi,j ∈ F . 可直接验证所有的 bi,i = 0, bi,j = 0. 于

是 S 是 SMn(F )的一组基. 从而

dim(SMn(F )) = n +

(
n

2

)
= n +

n(n− 1)

2
=
n(n + 1)

2
.

例 3.7 (代数空间) 设 d ∈ Z+. 则 F [x]<d 的一组基是

{1, x, . . . , xd−1}, 其维数是 d. 此外, dimRC = 2. 这是

因为 C = {a + b
√
−1 | a, b ∈ R}.

定理 3.8 (基扩充定理) 设 V 是有限维线性空间. 如果

S ⊂ V 是线性无关集, 则存在 V 的基底 T 使得 S ⊂ T .

证明. 因为 V 是有限维的, 所以它是有限生成的. 由基底

的定义和命题 3.3直接推出定理. □

定理 3.9 (线性映射基本定理) 设 V 的一组基是 v1, . . . ,

vn, W 是 F 上的线性空间且 w1, . . . ,wn ∈ W . 则存在唯

一的线性映射 ϕ : V −→ W 使得

ϕ(v1) = w1, . . . , ϕ(vn) = wn.

证明. 见上学期第二章定理 5.20的证明. □

定理 3.10 设 V , W 是 F 上的有限维线性空间. 则 V

和 W 线性同构当且仅当 dim(V ) = dim(W ). 特别地, 当

dimF (V ) = n时, V 和 F n线性同构.
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证明. 设 dim(V ) = dim(W ) = n. 令v1, . . . ,vn和w1, . . . ,wn

分别是 V 和 W 的基底. 由定理 3.9 存在线性映射 ϕ :

V −→ W 和 ψ : W −→ V 使得 ϕ(vi) = (wi)和 ψ(wi) = vi,

i = 1, 2, . . . , n. 于是, ψ ◦ ϕ(vi) = vi, i = 1, 2, . . . , n. 由定理

3.9的唯一性可知 ψ ◦ ϕ是 V 上的恒同映射. 同理, ϕ ◦ψ是
W 上的恒同映射. 于是, ϕ是线性同构.

反之, 设 V 的一组基是 v1, . . . ,vn, ϕ : V −→ W 是线

性同构. 若 α1, . . . , αn ∈ F 使得

α1ϕ(v1)+· · ·+αnϕ(vn) = 0W =⇒ ϕ(α1v1+· · ·+αnvn) = 0W .

因为 ϕ是单射, 所以 α1v1 + · · · + αnvn = 0V . 于是,

α1 = · · · = αn = 0 =⇒ ϕ(v1), . . . ϕ(vn)线性无关.

由定理 3.8可知, dim(W )≥ dim(V ). 同理 dim(V )≥ dim(W ).

于是, dim(V ) = dim(W ). □

3.3 若干维数公式

命题 3.11 (i) 设 U 是 V 的子空间, 则 U ̸= V 当且仅当

dim(U) < dim(V ).

(ii) 设 V1, V2是 V 的子空间. 则

dim(V1) + dim(V2) = dim(V1 + V2) + dim(V1 ∩ V2).
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(iii) 设 ϕ : V −→ W 是线性映射. 则

dim(ker(ϕ)) + dim(im(ϕ)) = dim(V ).

证明. 与上学期相关证明类似. (i) 和 (ii) 分别见上学期讲

义 6 中的命题 2.14 和 2.15. (iii) 见上学期讲义 8 中定理

5.17. □

命题 3.12 设 V1, . . . , Vk 是 V 的子空间. 则

dim(V1 + · · · + Vk) ≤ dim(V1) + · · · + dim(Vk).

等号成立当且仅当 V1 + · · · + Vk 是直和.

证明. 我们对 k归纳证明不等式. 当 k = 1时不等式显然

成立. 设 k > 1且不等式对 k − 1成立. 则

dim(V1 + V2 + · · · + Vk)

= dim(V1) + dim(V2 + · · · + Vk)

− dim(V1 ∩ (V2 + · · · + Vk)) (命题 3.11 (ii))

≤ dim(V1) + dim(V2 + · · · + Vk)

≤ dim(V1) + dim(V2) + · · · + dim(Vk). (归纳假设)

设 V1 + · · · + Vk 是直和. 对 k归纳. 当 k = 1时显然.
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设 k > 1且 k − 1时结论成立.

dim(V1 + V2 + · · · + Vk)

= dim(V1) + dim(V2 + · · · + Vk)

− dim(V1 ∩ (V2 + · · · + Vk)) (命题 3.11 (ii))

= dim(V1) + dim(V2 + · · · + Vk) (定理 1.12 (iii))

= dim(V1) + dim(V2) + · · · + dim(Vk). (归纳假设)

反之, 设 dim(V1 + · · · + Vk) = dim(V1) + · · · + dim(Vk). 我

们要证明 V1 + · · ·+ Vk是直和.假设不是直和.由定理 1.12

(iii), 存在 i ∈ {1, . . . , k}使得

Vi ∩ (V1 + · · · + Vi−1 + Vi+1 + · · · + Vn) ̸= {0}.

不妨设 i = 1. 则

dim(V1 + V2 + · · · + Vk)

= dim(V1) + dim(V2 + · · · + Vk)

− dim(V1 ∩ (V2 + · · · + Vk)) (∵命题 3.11 (ii))

< dim(V1) + dim(V2 + · · · + Vk) (∵ V1 ∩ (V2 + · · · + Vk) ̸= {0})

≤ dim(V1) + dim(V2) + · · · + dim(Vk). (∵刚证的不等式)

矛盾. □
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4 坐标变换

在本节中 V 是域 F 上的 n维线性空间.

定义 4.1 设 v1, . . . ,vn 是 V 的一组基. 对任意的 x ∈ V ,

存在唯一的 x1, . . . , xn ∈ F 使得

x = x1v1 + · · · + xnvn = (v1, . . . ,vn)


x1
...

xn

 .

称 (x1, . . . , xn)
t是 x在基底 v1, . . . ,vn的坐标.

坐标的存在唯一性由 v1, . . . ,vn的线性无关性可得.

定理 4.2 设 e1, . . . , en是 V 的一组基, e′1, . . . , e
′
n ∈ V . 则

e′1, . . . , e
′
n是V 的一组基当且仅当存在唯一的P ∈ GLn(F )

使得

(e′1, . . . , e
′
n) = (e1, . . . , en)P. (1)

(称 P 是从基底 e1, . . . , en到基底 e′1, . . . , e
′
n的转换矩阵).

证明. 设 P∈GLn(F )使得 (1)成立. 若 α1, . . . , αn∈F 使得

α1e
′
1 + · · · + αne

′
n = 0.

则

(e′1, . . . , e
′
n)


α1

...

αn

 = (e1, . . . , en)P


α1

...

αn

 = 0.
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因为 e1, . . . , en线性无关, 所以

P


α1

...

αn

 =


0
...

0

 .

因为 P 满秩, 所以 α1 = · · · = αn = 0. 于是 e′1, . . . , e
′
n线性

无关. 因为 dim(V ) = n, 所以 e′1, . . . , e
′
n是 V 的一组基.

反之, 设 e′1, . . . , e
′
n是 V 的一组基. 因为 e1, . . . , en是

V 的一组基, 所以存在 P ∈ Mn(F )使得 (1)成立. 我们首

先证明 P 可逆. 否则, P 不满秩, 从而存在 β1, . . . , βn ∈ F ,

不全为零, 使得

P


β1
...

βn

 =


0
...

0

 .

由 (1),

β1e
′
1 + · · · + βne

′
n = 0,

即 e′1, . . . , e
′
n 线性相关. 矛盾. 于是 P ∈ GLn(F ). 再设

Q ∈ GLn(F )使得

(e′1, . . . , e
′
n) = (e1, . . . , en)Q.

则 (0, . . . ,0) = (e1, . . . , en)(P −Q). 由 e1, . . . , en的线性无

关性可知 P −Q = O, 即 P = Q. 唯一性成立. □
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定理 4.3 设 e1, . . . , en 和 e′1, . . . , e
′
n 是 V 的两组基, P 从

第一组基到第二组的转换矩阵. 设 x ∈ V 在这两组基下

的坐标分别是 (x1, . . . , xn)
t和 (x′1, . . . , , x

′
n)
t. 则

x′1
...

x′n

 = P−1


x1
...

xn

 .

证明. 我们计算

x = (e′1, . . . , e
′
n)


x′1
...

x′n

 = (e1, . . . , en)P


x′1
...

x′n

 .

由坐标的唯一性可知
x1
...

xn

 = P


x′1
...

x′n

 =⇒


x′1
...

x′n

 = P−1


x1
...

xn

 . □

例 4.4 设 e1, e2是 R2的标准基. 证明

v1 =

2

1

 和 v2 =

1

2


也是一组基. 设 x = (5, 1)t. 求 x在 v1,v2下的坐标.

证明. 通过矩阵表示, 我们有

(v1,v2) = (e1, e2)

2 1

1 2


︸ ︷︷ ︸

P

.
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因为 A可逆, 所以由定理 4.2可知, v1,v2是基. 计算得

P−1 =

 2
3

−1
3

−1
3

2
3

 .

再根据定理 4.3, x在 v1,v2下的坐标是 2
3

−1
3

−1
3

2
3

5

1

 =

 3

−1

 .

例 4.5 判断 p1 = x(x− 1), p2 = x(x− 2), p3 = x(x− 2) + 1

在 F [x]<3中是不是一组基.

解. 因为 p1 = x2 − x, p2 = x2 − 2x, p3 = x2 − 2x+ 1, 所以

(p1, p2, p3) = (1, x, x2)


0 0 1

−1 −2 −2

1 1 1


︸ ︷︷ ︸

P

.

因为 det(P ) = 1 ̸= 0, 所以 A可逆. 由定理 4.2, p1, p2, p3

是一组基.

例 4.6 在 Q3中: 设

v1 =


1

2

0

 , v2 =


1

0

1

 , v3 =


0

2

−1

 .

(i) 证明: v1,v2是 V := ⟨v1,v2,v3⟩的一组基.
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(ii) 令 w = (3, 2, 2)t, 判断 w 是否在 V 中. 如果在计算

w (做为 V 中的向量)在 v1,v2的下的坐标.

解. (i) 设 A = (v1,v2,v3). 则

A→


1 1 0

0 −2 2

0 1 −1

 →


1 1 0

0 −2 2

0 0 0

 .

因为 rank(A) = 2, 所以 dim(V ) = 2. 因为 v1,v2线性无关,

所以 v1,v2是 V 的一组基.

(ii) 设 α1, α2 ∈ Q使得 w = α1v1 + α2v2. 则
α1 + α2 = 3

2α1 = 2

α2 = 2

=⇒ α1 = 1, α2 = 2.

故 w ∈ V 且它在 v1,v2下的坐标是 (1, 2). 换言之,

w = (v1,v2)

1

2

 .
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