
第二章 矩阵

9 矩阵求逆

引理 9.1 设 A ∈ Rm×s, B ∈ Rs×n. 设 B = (B1, . . . , Bk),

其中 Bℓ ∈ Rs×nℓ, ℓ = 1, . . . , k. 则 AB = (AB1, . . . , ABk).

证明. 由列向量乘积公式(第二章第四讲注解 6.17 (ii))

AB = (AB⃗(1), . . . , AB⃗(n)).

故 AB =

A
(
B⃗(1), . . . , B⃗(n1)

)
︸ ︷︷ ︸

B1

, . . . , A
(
B⃗(n1+···+nk−1+1), . . . , B⃗(n)

)
︸ ︷︷ ︸

Bk

 . □

命题 9.2 设 A ∈ Mn(R)可逆, B = (A,En) ∈ Rn×2n, P ∈
Mn(R). 如果 PB = (En|Q), 则 P = Q = A−1.

证明. 由上述引理可知, PB = P (A,En) = (PA, P ). 于是,

PA = En和 P = Q. 故 P = A−1. □

设 A可逆. 则 A−1 是若干初等矩阵 C1, . . . , Ck 之积.

由上述命题可知: (C1 · · ·Ck)(A|En) = (En|A−1). 于是, 对

(A|En)做初等行变换必然可以把它的前 n列组成的子矩

阵化为单位矩阵, 后 n列组成的子矩阵就是 A−1.

例 9.3 设 A =


0 2 0

1 1 −1

2 1 −1

 . 计算 A−1.
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解. 我们计算

(A|E)
F1,2−→


1 1 −1 | 0 1 0

0 2 0 | 1 0 0

2 1 −1 | 0 0 1


F3,1(−2)
−→


1 1 −1 | 0 1 0

0 2 0 | 1 0 0

0 −1 1 | 0 −2 1


F2(

1
2)−→


1 1 −1 | 0 1 0

0 1 0 | 1
2 0 0

0 −1 1 | 0 −2 1


F3,2(1)−→


1 1 −1 | 0 1 0

0 1 0 | 1
2 0 0

0 0 1 | 1
2 −2 1


F1,2(−1)
−→


1 0 −1 | −1

2 1 0

0 1 0 | 1
2 0 0

0 0 1 | 1
2 −2 1


F1,3(1)−→


1 0 0 | 0 −1 1

0 1 0 | 1
2 0 0

0 0 1 | 1
2 −2 1

 .

于是, A−1 = F1,3(1)F1,2(−1)F3,2(1)F2(
1
2)F3,1(−2)F1,2.

另一种常见的矩阵求逆的的方法如下: 设A ∈ Mn(R).
设 k 是最小的正整数使得 A0, A1, . . . , Ak 在 R上“线性相
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关”. 即存在 α0, α1, . . . , αk ∈ R且 αk ̸= 0使得

αkA
k + · · · + α1A + α0E = O. (1)

我们有下述结论:

命题 9.4 利用以上记号, 则 A可逆当且仅当 α0 ̸= 0. 此

时 A−1 = −α−1
0 (α1E + · · · + αkA

k−1).

证明. 设 α0 ̸= 0. 由 (1)可知,

A(α1E+· · ·+αkA
k−1) = −α0E =⇒ A (−α−1

0 )(α1E + · · ·+ αkA
k−1)︸ ︷︷ ︸

B

= E.

于是, A可逆且 B = A−1 (第二章第五讲命题 7.18).

反之, 设 A可逆. 假设 α0 = 0. 则

A(αkA
k−1 + · · · + α2A + α1E) = O.

两侧同乘 A−1得到

αkA
k−1 + · · · + α2A + α1E = O.

因为 αk ̸= 0, 我们得到与 k的极小性相矛盾的结果. □

例 9.5 设 An =



1 −1 −1 · · · −1 −1

−1 1 −1 · · · −1 −1
... ... ... . . . ... ...

−1 −1 −1 · · · 1 −1

−1 −1 −1 · · · −1 1


. 确定 An是

否可逆并当可逆时计算 A−1
n .
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解. 注意到 En和 An在 R上“线性无关”. 计算

A2
n =



1 −1 −1 · · · −1 −1

−1 1 −1 · · · −1 −1
...

...
... . . . ...

...

−1 −1 −1 · · · 1 −1

−1 −1 −1 · · · −1 1





1 −1 −1 · · · −1 −1

−1 1 −1 · · · −1 −1
...

...
... . . . ...

...

−1 −1 −1 · · · 1 −1

−1 −1 −1 · · · −1 1



=



n n− 4 n− 4 · · · n− 4 n− 4

n− 4 n n− 4 · · · n− 4 n− 4
...

...
... . . . ...

...

n− 4 n− 4 n− 4 · · · n n− 4

n− 4 n− 4 n− 4 · · · n− 4 n



=


(2n− 4)− (n− 4) n− 4 · · · n− 4

n− 4 (2n− 4)− (n− 4) · · · n− 4
...

... . . . ...

n− 4 n− 4 · · · (2n− 4)− (n− 4)


= (2n− 4)En − (n− 4)An.

我们得到 A2
n + (n − 4)An − (2n − 4)En = O. 由命题

9.4 可知, A2 不可逆且 n ̸= 2 时, An 可逆. 此时, A−1
n =

1
2n−4(An + (n− 4)En).
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10 矩阵分块

10.1 基本公式

引理 10.1 设 A ∈ Rm×s和 B ∈ Rs×n. 令

A =


A1

...

Ap

 , B =
(
B1, . . . , Bq

)
.

则 AB = (AkBℓ)p×q.

证明. 断言：

AB =


A1B
...

ApB

 .

断言的证明. 根据引理 9.1. 我们计算

(AB)t = BtAt = Bt(At
1, . . . , A

t
p) = (BtAt

1, . . . , B
tAt

p).

于是,

AB = (BtAt
1, . . . , B

tAt
p)

t =


(BtAt

1)
t

...

(BtAt
p)

t

 =


A1B
...

ApB

 .

断言成立.
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由此和引理 9.1可知,

AB =


A1B
...

ApB

 =


A1(B1, . . . , Bq)

...

Ap(B1, . . . , Bq)

 =


A1B1 . . . A1Bq

... . . . ...

ApB1 . . . ApBq

 . □

引理 10.2 设 A ∈ Rm×s和 B ∈ Rs×n. 令

A = (A1, . . . , Ak) B =


B1

...

Bk

 ,

其中 Ai ∈ Rm×si, Bi ∈ Rsi×n, i = 1, 2, . . . , k. 则

AB = A1B1 + · · · + AkBk.

证明. 设 A = (ai,ℓ)m×s和 B = (bℓ,j)s×n.

先考虑 k = 2的情形. 令

C = (ci,j)m×n = AB 和 D = (di,j)m×n = A1B1 + A2B2.

则对任意 i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n},

di,j =

s1∑
ℓ=1

ai,ℓbℓ,j +

s1+s2∑
ℓ=s1+1

ai,ℓbℓ,j =
s∑

ℓ=1

ai,ℓbℓ,j = ci,j.

结论成立.

设 k > 2且结论对 k − 1成立. 记

Ã = (A1, . . . , Ak−1), B̃ =


B1

...

Bk−1

 .
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则 Ã ∈ Rm×(s−sn), B̃ ∈ R(s−sn)×n. 于是

AB = ÃB̃ + AkBk = A1B1 + · · · + Ak−1Bk−1 + AkBk,

其中第一个等式来自 k = 2时的结论, 第二个等式来自归

纳假设. □

定理 10.3 设 A ∈ Rm×s和 B ∈ Rs×n. 令

A =


A1.1 · · · A1,k

... . . . ...

Aℓ,1 · · · Aℓ,k

 B =


B1,1 · · · B1,p

... . . . ...

Bk,1 · · · Bk,p

 ,

其中 Ai,q ∈ Rmi×sq, Bq,j ∈ Rsq×nj , i = 1, 2, . . . , ℓ, j =

1, 2, . . . , p, q = 1, . . . , k. 则

AB =

 k∑
q=1

Ai,qBq,j


1≤i≤ℓ,1≤j≤p

.

证明. 设

Ai =
(
Ai,1, . . . , Ai,k

)
, i = 1, . . . , ℓ, Bj =


B1,j

...

Bk,j

 , j = 1, . . . , p.

根据引理 10.1,

AB =


A1

...

Aℓ

 (B1, . . . , Bp) = (AiBj)1≤i≤ℓ,1≤j≤p.
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根据引理 10.2,

AiBj =
(
Ai,1, . . . , Ai,k

)
B1,j

...

Bk,j

 =

k∑
q=1

Ai,kBk,j. □

例 10.4 设分块对角矩阵

A =


D1 O · · · O

O D2 · · · O
... ... . . . ...

O O · · · Dk

 ∈ Mn(R),

其中 Di ∈ Mni(R), i = 1, 2, . . . , k. 则对任意m ∈ Z+,

Am =


Dm

1 O · · · O

O Dm
2 · · · O

... ... . . . ...

O O · · · Dm
k

 .

例 10.5 设分块对角矩阵

P =

M O

O N

 ∈ Mm(R),

其中M ∈ Mp(R), N ∈ Mq(R), p + q = m. 设

A =

A1,1 A1,2

A2,1 A2,2

 ∈ Rm×n,
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其中 A1,1有 p行, A2,2有 q行. 则

PA =

MA1,1 MA1,2

NA2,1 NA2,2

 .

类似地, 设

Q =

S O

O T

 ∈ Mn(R),

其中 S 的行数与 A1,1 的列数相同, T 的行数与 A2,2 的列

数相同. 则

AQ =

A1,1S A1,2T

A2,1S A2,2T

 .

例 10.6 设 A ∈ Mn(R), X 是 n阶未知方阵. 解矩阵方程

AXA = A.

解. 由打洞引理, 存在可逆矩阵 P,Q ∈ Mn(R)使得

A = P

Er O

O O

Q.

代入原方程得Er O

O O

Y

Er O

O O

 =

Er O

O O

 ,
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其中 Y = QXP . 设

Y =

Y1,1 Y1,2

Y2,1 Y2,2

 ,

其中 Y1,1 ∈ Mr(R). 则上述方程化简为:Y1,1 O

O O

 =

Er O

O O

 .

于是 Y1,1 = Er, 其它元素任意. 故

X = Q−1

Er Y1,2

Y2,1 Y2,2

P−1,

其中 Y1,2 ∈ Rr×(n−r), Y2,1 ∈ R(n−r)×r, Y2,2 ∈ Mn−r(R)是任
意矩阵.

10.2 矩阵秩的（不）等式

引理 10.7 设矩阵M 具有以下四种分块形式之一A O

C B

 ,

A C

O B

 ,

C A

B O

 ,

O A

B C

 .

则 rank(M) ≥ rank(A) + rank(B)且当 C = O时等号成立.
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证明. 这四种形式可以通过第一类初等变换和转置互相转

化. 因为初等变换和转置不改变矩阵的秩, 所以不妨假设

M =

A O

C B

 .

设 A ∈ Rm×n和 B ∈ Rk×ℓ. 设 A⃗(1), . . . , A⃗(p)是 Vc(A)的一

组基, B⃗(1), . . . , B⃗(q)是 Vc(B)的一组基.

断言. 向量 M⃗ (1), . . . , M⃗ (p), M⃗ (n+1), . . . , M⃗ (n+q)线性无关.

断言的证明. 设 α1, . . . , αp, β1, . . . , βq ∈ R使得

α1M⃗
(1)+ · · ·+αpM⃗

(p)+β1M⃗
(n+1)+ · · ·+βqM⃗

(n+q) = 0m+k.

则

α1

A⃗(1)

C⃗(1)

+· · ·+αp

A⃗(p)

C⃗(p)

+β1

 0m

B⃗(1)

+· · ·+βq

 0m

B⃗(q)

 =

0m

0k

 .

于是，α1A⃗
(1) + · · · + αpA⃗

(p) = 0m. 故 α1 = · · · = αp = 0.

进而 β1B⃗
(n+1) + · · · + βqB⃗

(n+q) = 0k. 故 β1 = · · · = βq = 0.

断言成立.

由断言可知, rank(M) ≥ p + q = rank(A) + rank(B).

设 C = Ok×n. 当 j ∈ {1, . . . , n}时,

M⃗ (j) =

A⃗(j)

0k

 =⇒ M⃗ (j) ∈ ⟨M⃗ (1), . . . , M⃗ (p)⟩.
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类似地, 当 j ∈ {n + 1, . . . , n + ℓ}时,

M⃗ (j) ∈ ⟨M⃗ (n+1), . . . , M⃗ (n+q)⟩.

根据断言, rank(M) = p + q = rank(A) + rank(B). □

推论 10.8 设上述引理中 A和 B 是可逆方阵, 则M 也是

可逆方阵.

证明. 设 A ∈ Mm(R)和 B ∈ Mn(R). 则M ∈ Mm+n(R).
则 rank(M) ≤ m + n (第二章第三讲例 3.10). 由上述引理,

rank(M) ≥ m + n. 故 rank(M) = m + n. 于是, M 可逆(第

二章第五讲定理 7.14). □

例 10.9 设 A ∈ Rm×s和 B ∈ Rs×n. 证明

rank(AB) ≥ rank(A) + rank(B)− s.

证明. 只要证 rank(AB) + s ≥ rank(A) + rank(B). 设

M =

AB O

O Es

 ∈ R(m+s)×(n+s).

根据引理 10.7, rank(M) = rank(AB) + s. 我们计算

N :=

Em A

O Es

M =

Em A

O Es

AB O

O Es

 =

AB A

O Es

 ,
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P := N

En O

−B Es

 =

AB A

O Es

En O

−B Es

 =

 O A

−B Es

 .

因为矩阵乘法不可能增加秩,所以 rank(M) ≥ rank(P ). 由

引理 10.7得出,

rank(M) ≥ rank(A) + rank(−B) = rank(A) + rank(B).

例 10.10 (Sylvester等式) 设 A∈Rm×n, B∈Rn×m. 证明:

rank(Em + AB) + n = rank(En +BA) +m.

证明. 设

M =

Em + AB O

O En

 ∈ Mm+n(R).

我们计算

N :=

Em A

O En


︸ ︷︷ ︸

C1

M =

Em + AB A

O En

 ,

P := N

Em O

−B En


︸ ︷︷ ︸

C2

=

Em A

−B En

 ,

Q :=

Em O

B En


︸ ︷︷ ︸

C3

P =

Em A

O En +BA

 ,
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R := Q

Em −A

O En


︸ ︷︷ ︸

C4

=

Em O

O En +BA

 .

注意到 C1, C2, C3, C4 ∈ Mm+n(R)且引理 10.7蕴含

rank(Ci) ≥ rank(Em) + rank(En) = m + n.

故 C1, C2, C3, C4都满秩. 根据第二章第九讲推论 6.27,

rank(M) = rank(R).

再由引理 10.7可知,

rank(M) = rank(R) =⇒ rank(Em+AB)+n = rank(En+BA)+m.
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第三章 行列式

1 多重线性斜对称函数

在本节中, 设 e1, . . . , en是 Rn的标准基.

1.1 Rn 上的多重线性函数

定义 1.1 映射:

f : Rn × · · · × Rn︸ ︷︷ ︸
m

−→ R

(x1, . . . ,xm) 7→ f (x1, . . . ,xm)

称为 m重线性的, 如果对任意 k∈{1, 2, . . . ,m}, u,v∈Rn

和 α, β ∈ R我们有

f (x1, . . . ,xk−1, αu + βv,xk+1, . . . ,xm)

= αf (x1, . . . ,xk−1,u,xk+1, . . . ,xm)

+ βf (x1, . . . ,xk−1,v,xk+1, . . . ,xm).

例 1.2 一重线性函数就是 Rn上的线性函数. 设

α1 = f (e1), . . . , αn = f (en) ∈ R.

则

f : Rn −→ R
(x1, . . . , xn)

t 7→ α1x1 + · · · + αnxn.
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例 1.3 设

f : R2 × R2 −→ R

(x,y) 7→ det

x1 y1

x2 y2

 ,

其中

x =

x1

x2

 ,y =

y1

y2

 .

则 f 是 R2上的二重线性函数.

验证. 设 α, β ∈ R,

u =

u1

u2

 ,v =

v1

v2

 ∈ R2.

则

f (αu + βv,y) = det

αu1 + βv1 y1

αu2 + βv2 y2


= (αu1 + βv1)y2 − (αu2 + βv2)y1

= α(u1y2 − u2y1) + β(v1y2 − v2y1)

= α det

u1 y1

u2 y2

 + β det

v1 y1

v2 y2


= αf (u,y) + βf (v,y).

类似地, 我们可验证 f (x, αu + βv) = αf (x,u) + βf (x,v).

故 f 是二重线性函数.
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例 1.4 设 f 是 Rn 上的二重线性函数, u,v,x,y ∈ Rn,

α, β, λ, µ ∈ R. 展开 f (αu + βv, λx + µy).

解. 利用多重线性计算:

f (αu + βv, λx + µy)

= αf (u, λx + µy) + βf (v, λx + µy) (关于第一个变元线性)

= α(λf (u,x) + µf (u,y)) + β(λf (v,x) + µf (v,y))

(关于第二个变元线性)

= αλf (u,x) + αµf (u,y) + βλf (v,x) + βµf (v,y).

特别地

f (u + v,x + y) = f (u,x) + f (u,y) + f (v,x) + f (v,y)

和

f (αu, αx) = α2f (u,x).

引理 1.5 设 f 是 Rn上m重线性函数, k∈{1, . . . ,m}. 则

f (x1, . . . ,xk−1,0,xk+1, . . . ,xm) = 0.

证明. 我们计算

f (x1, . . . ,xk−1,0,xk+1, . . . ,xm)

= f (x1, . . . ,xk−1,0 + 0,xk+1, . . . ,xm)

= f (x1, . . . ,xk−1,0,xk+1, . . . ,xm) + f (x1, . . . ,xk−1,0,xk+1, . . . ,xm)

=⇒ f (x1, . . . ,xk−1,0,xk+1, . . . ,xm) = 0. □
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令

f (ej1, ej2, . . . , ejm) = aj1,j2,...,jm, (2)

其中 j1, j2, . . . , jm ∈ {1, 2, . . . , n}. 我们利用这 nm个实数

来计算一个m重线性函数的表达式. 再设

xi =

n∑
j=1

xi,jej, i = 1, 2, . . . ,m.

则

f(x1,x2, . . . ,xm)

= f

(
n∑

j1=1

x1,j1ej1,
n∑

j2=1

x2,j2ej2, . . . ,
n∑

jm=1

xm,jmejm

)

=
n∑

j1=1

x1,j1f

(
ej1,

n∑
j2=1

x2,j2ej2, . . . ,
n∑

jm=1

xm,jmejm

)

=
n∑

j1=1

n∑
j2=1

x1,j1x2,j2f

(
ej1, ej2, . . . ,

n∑
jm=1

xm,jmejm

)
...

=
n∑

j1=1

n∑
j2=1

· · ·
n∑

jm=1

x1,j1x2,j2 · · ·xm,jmf (ej1, ej2, . . . , ejm)

故

f (x1,x2, . . . ,xm) =

n∑
j1=1

n∑
j2=1

· · ·
n∑

jm=1

aj1,j2,...,jmx1,j1x2,j2 · · · xm,jm.

(3)
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1.2 Rn 上的多重斜对称线性函数

定义 1.6 映射:

f : Rn × · · · × Rn︸ ︷︷ ︸
m

−→ R

(x1, . . . ,xm) 7→ f (x1, . . . ,xm)

称为m重斜对称的, 如果对任意 i, j ∈ {1, 2, . . . ,m},

f (x1, . . . ,xi−1,xi,xi+1, . . . ,xj−1,xj,xj+1, . . . ,xm)

= −f (x1, . . . ,xi−1,xj,xi+1, . . . ,xj−1,xi,xj+1, . . . ,xm).

例 1.3中二阶行列式是 2重斜对称的. 这是因为

det

x1 y1

x2 y2

 = − det

y1 x1

y2 x2

 .

引理 1.7 设 f是Rn上的m重斜对称函数. 如果x1, . . . ,xm

中有两个向量相等, 则 f (x1, . . . ,xm) = 0.

证明. 不妨设 x1 = x2 := u. 因为

f (x1,x2,x3, . . . ,xm) = −f (x2,x1,x3, . . . ,xm),

所以

f (u,u,x3, . . . ,xm) = −f (u,u,x3, . . . ,xm)

=⇒ 2f (u,u,x3, . . . ,xm) = 0.
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因为 2 ̸= 0, 所以 f (u,u,x3, . . . ,xm) = 0. □

设 f 是 Rn上 n重斜对称线性函数. 此时m = n，我

们利用公式 (2)和 (3)推导 f 的表达式. 由引理 1.5可知,

如果下标 i1, . . . , in中有两个相同, 则

ai1,...,in = 0.

若 i1, . . . , in两两不同, 则这些下标对应一个置换

σ =

1 2 · · · n

i1 i2 · · · in

 .

即 (i1, . . . , in) = (σ(1), . . . , σ(n)). 再根据上周公式 (7), 我

们有

f (x1,x2, . . . ,xn) =
∑
σ∈Sn

aσ(1),σ(2),...,σ(n)xσ(1),1xσ(2),2 · · · xσ(n),n.

(4)

设 w = f (e1, . . . , en). 我们来研究 w 和 aσ(1),...,σ(n) 之

间的关系. 根据上周讲义中公式 (6),

aσ(1),...,σ(n) = f (eσ(1), . . . , eσ(n)).

下面我们证明:

断言. aσ(1),...,σ(n) = ϵσw.

证明. 设 σ = τ1 · · · τk, 其中 τ1, . . . , τk 是对换. 如果 k = 1,
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则可设 σ = (i, j). 于是,

aσ(1),...,σ(n) = f (x1, . . . ,xi−1,xj,xi+1, . . . ,xj−1,xi,xj+1, . . . ,xn)

= −f (x1, . . . ,xi−1,xi,xi+1, . . . ,xj−1,xj,xj+1, . . . ,xn)

= −w.

断言在 k = 1时成立. 设 k>1且断言对 k−1成立. 考虑 k

时. 令 π = τ2 · · · τk. 则 σ = τ1π. 我们有

aσ(1),...,σ(n) = f (eσ(1), . . . , eσ(n))

= f (eτ1π(1), . . . , eτ1π(n))

= −f (eπ(1), . . . , eπ(n))

= −ϵπf (e1, . . . , en) (归纳假设)

= ϵσw.

断言成立.

由此断言和 (4)可知

f (x1,x2, . . . ,xn) = w
∑
σ∈Sn

ϵσx1,σ(1)x2,σ(2) · · · xn,σ(n). (5)

于是,每个Rn上的 n重斜线性函数都具有形式 (5)且具有

上述形式的函数必然 n重斜线性, 其中 w可取任意实数.
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